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《理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ， 是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ,于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译 本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 
教程 中 的 七 卷 是 贝 诺 贝 尔 物理 学 奖 歼 得 者 、 苏 联 科学 院 院 士 、 伟 大 的 理论 物 
理学 家 几 . 及. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 
E . M . 栗 弗 席 效 在 20 世纪 40 一 50 年代 陆 续 编写 而 成 的 ， 另外 三 卷 由 票 弗 席 
兹 和 俄罗斯 科学 院 院 士 几 . 门 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著 作 。 本 套 教 程 
内 容 丰 语 、 立 论 明 确 、 论 证 严谨 、 物 理 图 像 清 晰 ， 涵 盖 了 理论 物理 学 从 微观 到 
宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理 论 物 理学 的 必 备 参 
考 书 。 

本 书 是 《理论 物理 学 教程 的 第 十 卷 ， 全 面 详细 地 论述 了 统计 非 平衡 系 
统 中 过 程 的 微观 理论 ， 特 别 着 重 于 阐述 基本 物理 概念 和 一 般 原 理 与 方法 。 全 
书 内 容 十 分 丰富 ， 除 了 对 简单 的 气体 动 理学 理论 给 予 足 够 重视 外 ， 还 用 了 几 
章 篇 幅 充 分 论述 了 等 离 体 动 理学 理论 ， 此 外 对 介 电 体 、 金 属 、 超 导体 、 量 子 
液体 以 及 相 变 理论 中 的 动 理学 基本 现象 及 其 研究 方法 的 最 普 遇 问题 也 进行 了 | 
部 述 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 物 理 类 专业 的 本 科 生 和 研究 生 教 材 ， 也 可 供 教 师 
及 其 它 相 关 学 科 的 科研 人 员 参 考 。 
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了 路 


《理论 物理 学 教程 》 的 最 后 这 一 卷 用 于 论述 物理 动 理学 中 ,就 广义 而 言 , 应 该 
理解 为 统计 非 平 衡 系统 中 过 程 的 微观 理论 . 

与 统计 平衡 系统 的 性 质 不 同 的 是 ,任何 物理 客体 中 的 动 理学 性 质 和 微观 相 
互 作 用 特性 的 联系 要 更 加 紧密 得 多 . 由 此 可 以 看 出 这 些 性 质 的 极其 多 样 性 以 及 
它们 的 理论 的 极其 复杂 性 . 因此 ,哪些 材料 应 该 进入 理论 物理 学 一 般 教 程 的 问 
题 ,就 变 得 不 那么 简单 了 . 

本 书 内 容 由 目录 可 清楚 了 解 . 这 里 仅 想 再 作 几 点 说 明 . 

气体 理论 通常 被 认为 是 动 理学 理论 的 最 简单 的 一 个 分 支 ,本 书 对 此 给 予 了 
相当 的 注意 . 书 中 用 了 几 章 篇 幅 来 论述 等 离 体 理 论 , 这 不 仅 是 由 于 动 理学 理论 
的 这 个 分 支 本 身 在 物理 学 中 的 重要 性 ,而 且 还 因为 许多 等 离 体 动 理学 问题 已 经 
可 以 彻底 解决 ,给 动 理 学 理论 的 一 般 方法 提供 了 大 有 教 益 的 例证 . 

固体 的 动 理学 性 质 尤 其 多 种 多 样 . 在 选择 相应 章节 的 材料 时 ,我 们 自然 须 
将 注意 力 仅 限于 那些 能 阐明 物理 动 理 学 基本 现象 及 其 研究 方法 的 最 普遍 问题 . 
这 里 应 当 再 一 次 着 重 指出 ,本 书 仅 是 理论 物理 学 教程 的 一 部 分 , 绝 无 打 算 将 本 书 
写成 固体 理论 教程 . 

本 书 内 容 有 两 个 很 明显 的 不 足 : 没 有 包括 磁 过 程 动 理 学 问题 以 及 与 快 粒子 
穿越 物质 相关 的 动 理 现象 理论 . 这 与 时 间 不 够 有 关 , 在 这 一 版 中 我 们 决意 容忍 
这 些 不 足 , 以 使 这 本 书 的 出 版 不 致 更 加 延迟 .我们 可 以 期 望 虽然 本 书 并 不 包 会 
可 能 需要 的 一 切 内 容 , 但 我 们 相信 , 它 已 包含 的 全 部 内 容 对 读者 来 说 都 是 侥 有 闪 
趣 和 有 用 的 . 

这 卷 书 的 出 版 完成 了 列 夫 ， 达 维 多 维 奇 . 朗 道 四 十 多 年 前 拟定 的 计划 整 
个 教程 由 下 列 十 卷 组 成 : 

第 一 卷 :力学 ， 


QD ”英文 “kinetics” 现 订 名 为 “ 动 理学 " , 专 指 研究 稀薄 流体 微观 粒子 (或 准 粒子 ) 运 动机 理 的 学 科 . 
曾 用 名 “动力 学 " 易 与 经 典 力 学 中 研究 物体 受 力 和 运动 状态 变化 规律 的 分 支 学 科 “ 动 力学 (dynamics)” 相 
混淆 .一 一 译 者 注 . 


第 二 卷 : 场 论 ， 

第 三 卷 :量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )， 

第 四 卷 : 量 子 电动 力学 ， 

第 五 卷 :统计 物理 学 工 ， 

第 六 卷 : 流 体力 学 ， 

第 七 卷 : 弹 性 理论 ， 

第 八 卷 :连续 介质 电动 力学 ， 

第 九 卷 :统计 物理 学 开 ( 凝 聚 态 理论 ) ， 

第 十 卷 :物理 动 理学 . 

应 该 注意 《统计 物理 学 开 》 列 于 这 套 教 程 中 第 九 卷 的 位 置 是 由 于 它 要 应 用 到 许 
多 流体 力学 和 宏观 电动 力学 的 知识 ， 

这 套 教 程 从 1973 年 开始 的 俄 文 新 版 本 到 现在 为 止 已 经 出 版 的 有 第 一 、 二 、 
三 五 九 、 十 各 卷 中 第 七 卷 可 能 无 需 很 多 修改 就 可 再 版 ， 以 前 出 版 的 名 为 《 相 
对 论 性 量子 理论 》 的 第 四 卷 , 将 从 中 删除 关于 弱 相 互 作 用 和 强 相 互 作用 的 章节 ， 
不 久 将 作为 《量子 电动 力学 》 再 版 . 第 六 卷 和 第 八 卷 已 有 多 年 未 曾 再 版 ,需要 进 
行 相当 大 的 修改 和 补充 ,我 们 打算 在 近期 着 手 这 件 工 作 . 

A. 中 . 安 德 列 耶 夫 ,P.H. 十 尔 日 ,B. 开 . 古 列 维 奇 ,IO.M. 卡 甘 ,M. 开 . 卡 甘 庶 
夫 和 1H. M. 栗 弗 席 兹 曾 参 加 研讨 过 本 书 所 论述 的 若干 问题 , 谨 在 此 表达 我 们 的 
衷心 感谢 . 

.II. 总 里 科 夫 和 A. A. 重 哈 泽 通 读 过 本 书 手稿 并 作 了 若干 评注 , 谨 在 此 表 


1978 年 11 月 


E. M. 粟 弗 席 辫 
玫 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 


q) 目前 原著 新 版 本 已 全 部 出 齐 ,中 译本 将 由 高 等 教育 出 版 社 陆 续 翻译 出 版 一 译 者 注 . 
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粒子 分 布 函数 拨 第 一 至 六 章 ) : 按 动量 的 分 布 总 是 相对 于 dP. 
电子 的 和 声 子 的 分 布 函 数 -量子 态 占 有 数 n(p) 和 NN(k)( 第 七 , 九 至 第 


一 章 ) ; 按 动量 的 分 布 总 是 相对 于 d p/(2m 有 h). 


碰撞 积分 CG, 线 性 化 碰撞 积分 7. 

热力 学 量 : 温 度 7 了 ,压强 P, 化 学 势 凡 ,粒子 数 密度 入, 粒子 总 数 .I 总 体积 安 
电场 强度 巨 ,磁感应 强度 B, 元 电荷 e( 电 子 电 荷 -~e). 

估计 时 采用 下 列 符 号 :特征 长 度 L; 原 子 尺度 ,品格 常量 di 平均 自由 程 1; 声 


求 平均 由 角 括 号 4…) 或 在 字母 上 加 横 线 来 表示 . 
三 维 矢量 的 下 标 用 希腊 字母 a,B,… 表 示 . 
在 第 三 至 第 六 章 中 : 
电子 质量 m, 离 子 质量 MM. 
电子 电荷 ~e, 离 子 电荷 ze. 
电子 和 离子 的 热 速度 
vi =(T/m) , v=(T/M)'’. 


等 离 体 频 率 
0 =(4nNe/m)””, (=(4nNze AM) 
德 拜 半径 
pe 了 ye 
(nm) || 
a =a. +a; . 
拉 莫 尔 频率 wae = Wa = 


引用 《理论 物理 学 教程 》 其 它 各 卷 中 的 章节 号 和 公式 号 时 : 

第 一 卷 =《 力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ,2007 ， 

第 二 卷 =《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 ,中文 第 一 版 ， 

第 三 卷 = 人 《量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, 俄 文 第 六 版 ,中 文 第 一 版 ， 


符 号 


第 四 卷 =《 量 子 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 五 卷 =《 统 计 物 理学 工 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 六 卷 =《 流 体力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 七 卷 =《 弹 性 理论 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 八 卷 =《 连 续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 九 卷 = 《统计 物理 学 耳 ( 凝 聚 态 理论 )》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 . 





列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 ( 1908 一 1968 ) ”理论 物理 学 家 、 苏 联 科学 院 院 士 、 
诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日生 于 今 阿 塞 拜 疆 共 和 国 的 首都 巴 库 ， 父 
母 是 工程 师 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕 业 后 在 列宁 格 勒 物理 技术 
研究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 赴 德国 、 瑞 士 、 人 荷兰、 英国 、 比 利 时 、 丹 麦 
等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 在 
哈 尔 科 夫 担任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏联 
科学 院 物 理 问题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 重视 教学 工作 , 曾 先 后 在 哈 尔 科 夫 大 
学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教授 理论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

朗 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 朗 道 引入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵; 1930 年 创立 电子 抗 磁性 的 
量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ); 1935 
年 创立 铁 磁性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 相 变 的 
一 般 理 论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道 中 间 态 结构 
模型 )，1937 年 创立 原子 核 的 几率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 流 理论 ( 被 
称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 { 相关 现象 被 
称 为 朗 道 阻尼 )，1950 年 与 金 效 堡 一 起 创立 超 导 理 论 ( 金 效 堡 - 朗 道 唯 象 理 论 ); 
1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ，1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液体 的 量子 理 
论 【 被 称 为 朗 道 费 米 液 体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 

朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ， 1954 年 获得 
社会 主义 劳动 英雄 称号 ; 1961 年 获得 马克 斯 + 普 朗 克 奖 章 和 弗 里 茨 .伦敦 奖 ; 1962 
年 他 与 栗 弗 席 兹 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年, 他 因为 对 凝聚 态 物 
质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 科学 院 院 
士 、 荷 兰 皇家 科学 院 院 士 、 英 国 皇家 学 会 会 员 、 美 国 国家 科学 院 院 士 、 美 国 国家 艺 
术 与 科学 院 院士 、 英 国 和 法 国 物 理学 会 的 荣誉 会 员 。 





“ 朗 道 十 诚 ”石板 * 


1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿辰 , 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 上 最 重要 
的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石 板 ， 这 10 项 成 果 是 .: 
. 量子 力学 中 的 密度 和 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 ) 
. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 
. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 年 ) 
. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 
. 原子 核 的 几率 理论 ( 1937 年 ) 
. 氯 I 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 
8. 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 
9. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 
10. 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 { 1957 年 ) 


J 人 pODD 


* Beccapa6 M fA. 有 ahaay: CrThaHnubl 洲 M3HW. MockBa: MockoBcKknih pabounih, 1988. 
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气体 动 理学 理论 


$1 分 布 浮 数 


这 一 章 论述 气体 动 理学 理论 中 ,只 考虑 由 电 中 性 原子 或 分 子 组 成 的 普通 气 
体 . 这 个 理论 的 研究 对 象 是 理想 气体 中 的 非 平衡 状态 和 过 程 . 应 该 注意 到 ,这 
里 理想 气体 是 指 稀薄 到 如 此 程度 的 气体 ,以 致 其 中 每 个 分 子 几 乎 总 是 作 自 由 运 
动 ,只 有 在 与 其 它 分 子 切 近 碰 撞 时 才 发 生 相 互 作用 . 换 句 话说 ,这 意味 着 分 子 间 
的 平均 距离 7 ~N 2 (N 是 单位 体积 中 的 分 子 数 ) 要 远大 于 它们 本 身 的 尺度 ,更 
精确 地 说 ,要 远大 于 分 子 间 力 的 作用 半径 d, 小 量 Nd ~ (dj7) 2 有 时 称 为 “气态 
参量 ”. z 
气体 的 统计 描述 可 以 利用 气体 分 子 在 其 相 空间 中 的 分 布 邵 数 f(1,q,p) 来 实 
现 . 一 般 地 说 , 它 是 以 某 种 方式 选 定 的 分 子 的 广义 坐标 (其 总 体 用 4 表示 ) 和 相 
应 的 广义 动量 (其 总 体 用 p 表示 ) 的 函数 ,而 在 非 定 态 情 况 下 , 它 还 是 时 间 上 的 函 
数 . 利用 dr = dqdp 来 表示 分 子 相 空间 的 体积 元 ,这 里 约定 dg 和 dp 分 别 表示 全 
体 坐 标 和 全 体 动量 的 相应 微分 的 乘积 . 乘积 fdr 是 处 于 给 定 相 空间 体积 元 dr 中 
的 平均 分 子 数 ,也 就 是 说 ,具有 9 和 的 值 在 给 定 区 间 dg 和 dp 内 的 平均 分 子 
数 . 关于 这 个 定义 中 的 平均 概念 的 意义 ,我 们 将 在 后 面 再 来 论述 . 

虽然 函数 /总 是 理解 为 相 空间 中 的 分 布 密度 ,但 是 在 动 理学 理论 中 ,最 好 采 
用 适当 选择 的 变量 来 表达 ,这 些 变 量 甚 至 可 以 不 是 正则 共 思 的 广义 坐标 和 动量 . 
让 我 们 首先 来 约定 这 个 选择 . 

分 子 的 平移 运动 总 是 经 典 的 . 它 由 分 子 的 质心 坐标 + = (x,y,z) 和 整体 运动 
的 动量 p (或 速度 vo =p/m) 描 述 ， 在 单 原 子 气体 中 ,粒子 (原子 ) 只 有 平移 运动 . 
在 多 原子 气体 中 ,分 子 还 具有 转动 和 振动 自由 度 . 


@ ”简称 气体 动 理论 , 曾 用 名 “气体 分 子 运动 论 ". 一 一 译 者 注 . 
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气体 中 分 子 的 转动 实际 上 也 总 是 经 典 的 O.， 首先, 它 由 分 子 的 角 动 量 矢量 
M 描述 ， 对 于 双 原 子 分 子 , 这 就 足够 了 .这 样 的 分 子 是 转子 , 它 在 垂直 于 矢量 M 
的 平面 内 转动 . 至 于 在 这 个 平面 中 分 子 轴 转动 的 角度 9 ,在 实际 物理 问题 中 ,可 
以 认为 分 布 函数 与 它 无 关 , 也 就 是 说 ,在 上 述 平 面 内 分 子 的 一 切取 向 都 是 等 概率 
的 . 这 个 情况 与 分 子 转动 时 角度 p 变化 迅速 有 关 , 它 的 起 源 可 以 解释 如 下 . 

ep 的 变化 速率 (分 子 转动 角速度 ) 是 p= 人 =M/1. 这 个 速率 的 平均 值 是 2 ~ 
5/d, 其 中 d 是 分 子 的 尺度 ,而 5 是 线 速度 的 平均 值 . 但 是 不 同 分 子 具有 不 同 的 02 
值 ,它们 围绕 2 值 按 某 种 规律 分 布 . 因此 ,初始 时 具有 相同 p 的 分 子 很 快 形成 9 
值 的 分 散 ;发 生 所 谓 按 角度 的 迅速 “ 匀 化 ”、 假设 在 初始 时 刻 : = 0 时 分 子 按 和 角度 
p=po( 在 从 0 到 27 区 间 内 ) 和 按 0 的 分 布 由 某 个 函数 f(y。,0) 给 出 : 让 我 们 
从 其 中 分 出 不 依赖 于 w 的 平均 值 (0): 

f=f (1) +f '(¢o,0), 


FD) =35 | Agos 0D) dpe 


因此 ,f(go,02) 是 po 的 周期 函数 ,其 周期 为 2m ,平均 值 等 于 零 . 在 时 间 进 程 中 ， 
由 于 分 子 的 自由 转动 (Lp = Qt +9po) ,分 布 函 数 按 下 列 方式 变化 ; 

f(9,0,t) =f (0) +f '(¢ - {4,0) 
(并 且 利用 减 去 27 的 适当 的 整 倍数 的 方法 ,变量 -2 可 以 认为 是 简化 至 从 0 
到 2 的 区 间 ). 在 时 间 进 程 中 ,f ' 变 成 随 2 愈 来 钝 快 振荡 的 函数 :特征 振荡 周 
期 是 AQ2 ~27/t, 它 在 分 子 (两 次 碰撞 之 间 的 ) 平 均 自由 运动 时 间 内 就 已 经 变 得 


远 小 于 2 了 . 但 是 ,所 有 可 观察 物理 量 本 身 含 有 分 布 函 数 按 2 的 某 种 平均 ;在 
这 种 平均 中 ,迅速 振荡 函数 f ' 的 贡献 本 来 就 小 得 可 以 忽略 . 正 是 这 一 点 使 我 们 
能 够 用 对 角度 平均 的 函数 f (0) 来 代替 分 布 函 数 f( 9 ,0). 

上 述 论 点 显然 具有 普遍 性 ,并 且 适 用 于 在 有 限 区 间 内 取 值 的 任何 迅 变量 
(相位 ). 

现在 回 到 分 子 的 转动 自由 度 ,我 们 注意 到 在 多 原子 气体 中 ,分 布 函数 还 可 能 
依赖 于 另外 的 角度 ,它们 确定 着 分 子 轴 相 对 于 矢量 M 的 固定 取向 . 例如 ,在 对 
称 陀螺 型 分 子 中 ,这 个 角度 是 M 和 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 ( 旋 进 角 ) ;再 次 可 以 认为 
分 布 函数 不 依赖 于 陀螺 绕 其 本 身 轴 转动 和 这 个 轴 绕 M 旋 进 这 些 迅速 变化 着 的 


@ ”我 们 注意 到 ,要 使 转动 成 为 经 典 的 ,条 件 是 要 满足 不 等 式 " 扣 /21 << 了 (其 中 了 是 分 子 的 转动 惯 
量 ,7 是 气体 的 温度 ). 在 普通 气体 中 ,只 有 低温 下 的 氧气 和 和 气 气 , 才 可 能 不 满足 这 个 条 件 . 
* 本 书 采 用 今 玻 尔 兹 曼 常 量 k=1 的 单位 , 故 这 里 的 温度 了 是 以 能 量 单位 量度 的 . 一 一 译 者 注 ， 


$1 分 布 函 数 了 


角度 儿 . 

分 子 内 部 原子 的 振动 实际 上 总 是 量子 化 的 ,因此 分 子 的 振动 态 由 相应 的 量 
子 数 确定 . 然而 ,在 通常 条 件 下 (在 不 太 高 的 温度 下 ) ,振动 根本 不 能 激发 ,分子 
处 于 它 的 基态 (零点 ) 振 动能 级 ， 

本 章 今 后 将 用 符号 玉 来 表示 分 布 函 数 所 依赖 的 除 分 子 质 心 坐标 (和 时 间 归 
以 外 的 一 切 变量 总 体 . 从 相 空 间 体 积 元 dr 中 分 出 因子 dV = dxdydz, 而 把 其 余部 
分 变换 为 所 用 变量 (并 对 分 布 函数 与 之 无 关 的 角度 进行 积分 ) 由 符号 d 太 表 
示 . 量 玉 具有 一 个 重要 的 共同 特征 :它们 是 运动 积分 ,对 于 每 个 分 子 在 其 连续 两 
次 碰撞 之 间 的 自由 运动 期 间 内 (不 存在 外 场 时 ) ,保持 为 常量 ;但 每 次 碰撞 的 结 
果 ,一 般 说 来 ,这 些 丰 量 会 发 生 改 变 . 相反 ,分 子 的 质心 坐标 x,y,z, 在 身 由 运动 
过 程 中 当然 要 发 生 改变 、 

对 于 单 原子 气体 , 量 丁 是 原子 动量 p = ms 的 三 个 分 量 ,因此 dm = dp、 对 于 
双 原 子 分 子 , 在 厂 中 除 动量 p 以 外 还 有 角 动 量 ,相应 微 元 dT 可 以 表示 成 下 列 
形式 : 

dT =27d pMdMdoy, (1.1) 
其 中 dow 是 对 于 矢量 只 方向 的 立体 角 元 包 。 对 于 对 称 陀 螺 分 子 , 在 厂 中 同时 还 
有 M 和 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 9, 于 是 微 元 dT 变 成 
dT =47 dpM’ dMdowdcos 0 
(其 中 一 个 27 因数 是 由 于 对 陀螺 绕 其 轴 转 动 的 角度 积分 而 来 ; 另 一 个 27 因数 
则 是 由 于 对 旋 进 角度 积分 而 来 ). 
积分 


[fr,T)dT = Nr) 


是 气体 粒子 的 空间 分 布 密 度 ,NdV 是 体积 元 dV 中 的 平均 分 子 数 . 在 这 方面 , 必 
须 作 下 列 说 明 . 
这 里 说 到 无 穷 小 体积 元 dv, 其实 所 指 的 并 不 是 数学 上 的 小 体积 ,而 是 物理 


个” 当 球 形 陀 螺 分 子 ( 例 如 CH ) 转动 时 ,确定 分 子 相 对 于 方向 好 (与 角速度 人 2 的 旋 向 一 致 ) 的 取向 
的 两 个 角度 始终 是 常数 ， 当 不 对 称 陀螺 分 子 转动 时 ,由 转动 能 量 E, = M2/(21) + M3/(2L) + Mi/(28) 
守恒 所 表达 的 角度 组 合 始终 是 常量 . 这 里 MM ,MM, ,M, 是 矢量 M 在 分 子 的 转动 惯量 主轴 上 的 投影 ,而 ， 
1, ,bs 是 相应 的 主 转动 惯 量 . 

@@” 按 下 州 方式 可 以 得 到 表达 式 (1.1). 首先 将 dr 写成 

dT =dip8(M *: n)d’Mdo, =d*p8( Meos 9) M’ dMdom dcos gdp 

的 形式 ,其 中 do, = dcos 6dy 是 分 子 轴 方 向 的 立体 角 元 (9 是 分 子 轴 与 M 之 间 的 夹 角 ). 8 函数 表达 这 样 的 
事实 ,M 只 有 两 个 独立 分 量 ( 相应 于 双 原 子 分 子 转动 自由 度 的 数目 ) : 角 动 量 M 与 分 子 轴 互相 垂直 ， 将 上 
面 写 出 的 表达 式 对 dcos dq 积分 ,就 得 到 (1. 1). 
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上 的 小 体积 , 即 这 样 的 空间 区 域 , 它 的 信 度 远 小 于 问题 的 特征 尺度 L, 同 时 又 远 
大 于 分 子 的 尺度 . 换 句 话说 ,所 谓 某 分 子 处 于 给 定 体 积 元 dV 中 ,这 个 断言 所 确 
定 的 分 子 位 置 至 多 只 能 准确 到 一 个 分 子 尺 度量 级 的 距离 ， 这 个 情况 非常 重要 . 
假如 气体 粒子 的 坐标 可 以 精确 弛 确定 ,那么 当 比 如 说 单 原子 气体 的 两 个 原子 碰 
撞 时 ,就 会 按 确定 的 经 典 轨道 运动 ,碰撞 的 结果 也 就 会 是 完全 确定 的 了 . 但 是 ， 
如 果 问 题 是 关于 ( 像 通常 在 气体 动 理 学 理论 中 那样 ) 发 生 在 给 定 的 物理 小 体积 
中 的 原子 碰撞 ,那么 由 于 原子 相互 的 精确 位 置 的 不 确定 性 ,碰撞 的 结果 也 将 是 不 
确定 的 ,因而 只 可 能 考虑 它 的 某 种 结局 的 概率 . 

现在 我 们 可 以 明确 规定 ,说 到 平均 粒子 数 密 度 时 ,我 们 指 的 是 按 上 述 物理 无 
穷 小 体积 元 的 平均 ,并 且 时 间 上 相应 地 也 是 按 粒子 穿越 该 体积 元 的 时 间 这 样 的 
景 级 的 平均 . 

既然 用 来 确定 分 布 阻 数 的 体积 元 的 尺度 远大 于 分 子 尺度 4d ,那么 分 布 函数 
发 生 显著 变化 的 距离 L 在 一 切 场合 应 该 同样 也 远大 于 d. 至 于 物理 无 穷 小 体积 
元 的 尺度 与 平均 分 子 间距 离 7 之 间 的 比值 ,一 般 地 说 可 以 是 任意 的 . 然而 ,由 分 
布 函 数 所 确定 的 密度 的 性 质 会 由 于 这 个 比值 的 不 同 而 存在 差异 . 如 有 果 体 积 元 
dy 的 尺度 不 是 远大 于 7, 那么 密度 NN 就 不 是 宏观 量 :这 时 dy 中 粒子 数 的 涨 落 变 
得 可 与 粒子 数 的 平均 值 相 比较 . 只 有 当 密 度 NN 是 相对 于 包含 许多 粒子 的 体积 
dV 而 定义 时 , 它 才 变 成 宏观 量 ;这 时 在 这 些 体积 中 粒子 数 的 涨 落 相对 来 说 较 小 . 
然而 显然 的 是 ,只 有 当 问 题 的 特征 尺度 工 同 样 也 满足 L>>r 的 条 件 时 ,这 样 的 定 
义 才 是 可 能 的 . 
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让 我 们 考虑 两 个 分 子 之 间 的 碰撞 ,其 中 一 个 分 子 的 本 值 在 给 定 区 间 dT 厂 , 男 
一 个 分 子 的 工 值 在 给 定 区 间 dT ,而 在 碰撞 后 分 别 获 得 的 栈 值 在 dT 和 dT', 区 
间 内 ,为 简洁 起 见 ,我们 将 之 简称 为 初 值 为 厂 和 芽 , 而 结果 为 六 和 六 的 两 个 分 
子 的 碰撞 ,或 了 ,也 一 六 ,大 气体 每 单位 体积 在 单位 时 间 内 这 种 碰撞 的 总 数 ， 
可 以 写成 两 个 因子 的 乘积 :每 单位 体积 中 的 分 子 数 f(t,r, 古 ) dT, 与 其 中 任 一 分 
子 经 受 该 类 型 碰撞 的 概率 的 乘积 . 这 个 概率 总 是 正比 于 单位 体积 中 本 | 分 子 数 
fli,r,T,)dT, ,并且 正比 于 碰撞 后 两 个 分 子 古 值 的 区 间 dT 和 dT 让 ,. 因此 ,单位 
时 间 和 和 单位 体积 内 工 ,T 一 ,碰撞 数 可 写 为 

wT’,T’,;T,T,)f dTdT dr’'dT",, (2.1) 
由 此 以 后 函数 的 附 标 均 对 应 于 其 变量 矿 的 附 标 :f 三 f(t,7,7),f' 圭 f(t,r， 
厂 ') ,等 等 . 系数 w 是 其 所 有 变量 的 函数 DD，wdI'dT 与 互 碰 分 子 相 对 速度 


四 w 中 初 态 (让 和 末 态 (/) 的 特征 从 右 向 左 书写 ,w(f,i) ,对 应 于 量子 力学 中 的 习惯 . 
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v -9, 绝对 值 的 比值 具有 面积 的 量 纲 , 即 为 有 效 碰撞 截面 : 


(大 


do = qd 大 d 太 C2 


[Iv -op | 
假定 粒子 间 按 某 个 给 定 定律 相互 作用 ,函数 w 原则 上 只 能 通过 求解 粒子 碰 
撞 的 力学 问题 来 确定 . 然而 ,这 个 函数 的 某 些 性 质 亦 可 按 一 般 考虑 予以 半 明 山 ， 
大 家 知道 ,碰撞 概率 具有 一 个 重要 性 质 , 它 是 根据 (经 典 的 或 量子 的 ) 力 学 
定律 的 时 间 反 演 对 称 性 得 出 的 ( 见 第 三 卷 , $ 144). 令 丁 表示 量 丁 经 时 间 反 演 
所 得 到 的 值 ,这 个 操作 使 所 有 动量 和 和 角 动 量变 号 ,因此 ,车 厂 = (p,M), 则 了 = 
( -PP，,-M). 内 为 时 间 反 演 使 碰撞 “前 ”状态 与 碰撞 “后 ”状态 相交 换 , 于 是 
wT ,TU IT,T) =w TT ,TT ,TT ). (2.33 
我 们 注意 到 ,这 个 关系 式 保证 在 统计 平衡 态 时 满足 细致 平衡 原理 . 根据 这 
个 原理 ,在 平衡 态 时 ,三 , 卫 , 一 太 ,的 碰撞 数 等 于 六 ,大 一 三 , 记 的 碰撞 数 . 
确实 ,将 这 些 碰撞 数 表 达成 (2. 1) 的 形式 ,我 们 有 
wT ,TT ,TffodTdTdr'dr', = 
=w( TT ,TIT ,Tf fF odT dTidTr dr", 
其 中 所 是 平衡 ( 玻 尔 兹 曼 ) 分 布 图 数 . 相 空间 体积 元 的 乘积 dTdT,dT'd 厂 ,在 时 
间 反 演 下 不 变 ; 因 此 上 述 等 式 左右 两 边 的 微分 因数 可 以 省 略 . 其 次 , 当 用 -+ 上 替 
代 t 时 能 量 不 变 :e( 厂 ) =e(T') ,其 中 ee( 厂 ) 是 分 子 的 能 量 , 它 是 量 丁 的 函数 . 
因为 (在 整体 静止 的 气体 中 ) 平 衡 分布 卫 数 仅 依赖 于 能 量 ， 
f(T)=const:e Oa (2.4) 
其 中 7 是 气体 的 温度 ,于 是 有 有 (TT) =fh(T ). 最 后 ,根据 两 个 分 子 碰撞 时 的 能 
量 守 恒定 律 ,有 +e,=e’ +2 因此 ， 
fu = of ors 2 
从 而 前 述 等 式 化 至 (2.3). 
当然 ,对 于 以 宏观 速度 站 运动 的 气体 ,这 个 论断 仍然 正确 . 这 种 情况 下 的 平 
衡 分 布 函数 是 


fT) =const 。 exp| 一 
因为 碰撞 中 动量 守恒 p +p, =P +P ,等 式 (2.5) 继 续 适 用 @. 


e(T)-p*:V 
)， (2.6) 


中 ”应 该 立即 着 重 指出 ,虽然 分 子 的 自由 运动 假定 为 经 典 的 .但 这 绝 不 排除 其 碰撞 截面 应 由 量子 力 
学 确定 ;事实 上 ,通常 必须 这 样 来 确定 . 这 里 给 出 的 动 理 方程 的 整个 推论 不 依赖 于 函数 w 的 (经 典 的 或 量 
子 的 ) 性 质 . 

@ 团 ”通过 将 分 子 的 能 量 从 气体 静止 的 参考 系 Ko 变换 至 气体 以 速度 运动 的 参考 系 :so(T) = 


e(F) -p V+ 了 mV?( 比 较 第 一 卷 .(3.5)) ,就 可 以 由 (2.4) 得 出 公式 (2.6). 
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应 该 注意 到 ,等 式 (2.5) 仅 取决 于 作为 三 的 函数 的 分 布 (2.4) 或 (2.6) 的 函 
数 形 式 ,而 参量 了 和 站 可 在 气体 体积 内 变化 . 

细致 平衡 原理 也 可 以 用 稍微 不 同 的 形式 来 表达 . 为 此 ,在 进行 时 间 反 演 的 
同时 还 进行 空间 反 演 ,改变 所 有 坐标 的 符号 ， 如 果 分 子 不 具有 充分 对 称 性 , 则 在 
及 演 下 它们 “ 变 成 ”立体 异 构 分 子 , 因 而 不 可 能 使 它们 经 过 分 子 整 体 的 任何 转动 
而 与 这 些 立 体 异 构 分 子 重 合 . 也 换 句 话说 ,在 这 些 情况 , 反 演 变换 就 意味 着 用 本 
质 上 不 同 的 (立体 异 构 的 ) 物 质 来 代替 原来 的 气体 ,而 关于 其 本 身 的 性 质 不 能 作 
出 任何 新 的 结论 ,然而 ,如 果 分 子 的 对 称 性 不 允许 有 立体 蜡 构 现象 , 则 在 反 演 下 
气体 照旧 相同 ,而 描述 宏观 均匀 气体 性 质 的 量 应 保持 不 变 ， 

令 TT" 代表 由 栈 同 时 经 过 时 间 反 演 和 空间 反 演 而 得 到 的 一 组 量 . 空间 反 演 
使 所 有 寻常 ( 极 ) 矢 量 ( 其 中 包括 动量 p) 变 号 ,而 使 轴 矢 量 ( 其 中 包括 角 动 量 M) 
保持 不 变 . 因此 ,车厂 = (P,M) , 则 矿 =(p, -MM). 于 是 除 (2.3) 之 外 ,我 们 还 
有 等 式 包 

WT Tw TY (2.7) 

相应 于 等 式 (2.3) 两 边 函 数 w 的 跃迁 过 程 被 称 为 互 为 时 间 反 演 的 . 它们 不 
是 严格 字面 意义 上 的 正 茎 迁 和 逆 牙 迁 , 因 为 忆 和 六 并 不 相同 . 然而 ,对 于 单 原 
子 气体 ,细致 平衡 原理 也 可 以 用 正 跃 迁 和 道 跃迁 的 术语 来 表达 .因为 量 丁 在 这 
里 正好 是 原子 动量 的 三 个 分 量 , 于 是 厂 = 厂 ”=p, 而 由 (2.7) 我 们 有 

wp' ,P'up,pi) =w(p,piip' :PP ). (2.8) 
这 是 字面 意义 上 的 “细致 平衡 ” :每 个 微观 碰撞 过 程 由 其 逆 过 程 所 平衡. 

函数 w 还 满足 一 个 普遍 关系 , 它 不 依赖 于 时 间 反 演 对 称 性 . 这 个 关系 式 可 
用 量子 力学 术语 更 清楚 地 推导 出 来 ,所 研究 的 跃迁 是 在 形成 离散 系列 的 状态 之 
间 的 跃迁 ;问题 是 在 给 定 的 有 限 体积 内 运动 的 一 对 分 子 的 状态 . 众所周知 ,各 种 


碰撞 过 程 的 概率 幅 形成 么 正 矩 阵 $( 所谓 散射 矩阵 或 $ 适 阵 )， 么 正 性 条 件 是 : 
$:$ =1, 或 用 标记 各 个 状态 的 矩阵 下 标 写成 显示 形式 : 
DSS > de 
特别 是 , 当 i = 时 ， | 
> el 


ne 


中 我 们 注意 到 ,对 于 距 没 有 对 称 中心 又 没有 对 称 平面 的 分 子 ,存在 立体 异 构 体 . 

@ ”如 果 量 厂 中 也 包括 规定 分 子 转动 取向 的 变量 ,那么 在 反 演变 换 至 厂 或 T" 时 它们 也 应 按 一 定 
方式 变换 . 例如 .对称 陀螺 的 旋 进 角 由 乘积 MM . n 给 出 ,其 中 是 分 子 轴 的 方向 :这 个 量 在 时 间 反 演 下 和 
在 空间 反 演 下 都 变 号 . 
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平方 1S,, | 确定 跃迁 i->n 的 碰撞 概率 了 ,而 上 述 等 式 只 不 过 是 概率 归 一 化 条 件 : 


从 给 定 初 态 的 所 有 可 能 跃迁 概率 之 和 等 于 1. 但 是 么 正 性 条 件 也 可 写成 $5* = 
1 ,其 中 因子 $ 和 3 的 次 序 相 反 . 于 是 我 们 有 SS" = 64, 而 当 i=k 时 ， 


这 
即 ,跃迁 至 给 定 终 态 的 所 有 可 能 路 迁 的 概率 之 和 也 等 于 1， 在 两 个 求 和 中 除去 
2 =i 的 项 (无 状态 变化 的 跃迁 ) ,我 们 可 以 写 出 
> ee 
这 就 是 所 求 的 等 式 . 用 函数 w 表示 可 写成 下 列 形式 : 
fw CT ,TT, TTAT, = je ;drdar (2.9) 
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现在 让 我 们 来 推 寻 气体 动 理 论 中 的 基本 方程 , 即 确定 分 布 函数 拟 纺 ,三 ) 的 
方程 . 

如 果 分 子 间 的 碰撞 可 以 完全 忽略 , 则 每 个 气体 分 子 会 构成 一 个 闭合 子 系统 ， 
而 刘 维 尔 定理 对 于 分 子 分 布 函数 会 是 正确 的 ,根据 此 定理 


df _ 
-0 (3.1) 


( 见 第 五 卷 , $3) ,这 里 全 导数 对 应 于 沿 分 子 的 相 轨 道 所 取 的 导数 ,分 子 的 相 轴 
道 由 分 子 的 运动 方程 确定 . 我 们 注意 到 , 刘 维 尔 定 理 适 用 于 定义 为 相 空 间 ( 即 正 
则 共 示 变量 一 一 广义 坐标 和 广义 动量 的 空间 ) 中 密度 的 分 布 函 数 . 当然 ,这 并 不 
妨碍 f 本 身 在 以 后 用 任何 其 它 变 量 来 表达 . 
在 没有 外 场 的 情况 下 ,自由 运动 分 子 的 量 栈 保持 为 常量 ,而 只 有 其 坐标 r 
改变 ,于 是 
0 (3.2) 


男 一 方面 ,如 果 气 体 处 于 例如 作用 于 分 子 质心 的 外 场 U(r) 中 (和 壁 如 说 重力 场 
中 ) , 则 


Lv yt , (3.3) 


QD 对 于 较 长 的 时 间 4 平方 | 5 下 正比 于 ,而 当 除 以 :之 后 给 出 单位 时 间 的 跃迁 概率 (比较 第 四 
卷 ,$64)， 如 果 初 态 粒 子 和 终 态 粒子 的 波 函 数 归 一 化 为 "每 单位 体积 中 1 个 粒子 ” ,那么 ,这 个 “概率 ”应 
与 由 (2.1) 所 定义 的 量 wdrdr, 具有 相同 的 量 纲 ( 体积 /时 间 ). 


“Be 第 一 章 ”气体 动 理学 理论 


其 中 FF = -VU 是 外 场 作 用 于 分 子 上 的 力 . 
当 考 虑 碰撞 时 ,等 式 (3. 1) 不 再 有 效 ; 分 布 函 数 不 再 是 沿 相 轨道 为 恒定 的 . 
代 赫 (3. 1) 应 该 写成 


Y= C00), (3.4) 


其 中 符号 C(/) 表 示 分 布 函数 由 于 碰撞 引起 的 变化 率 :dVd 厂 . C( 有 ) 是 相 空 间 体 
积 元 dVd 栈 中 单位 时 间 内 由 于 碰撞 引起 的 分 子 数 的 改变 量 . 利用 式 (3.2) ,方程 
(3.4) 可 写成 下 列 形式 : 


Yo YA+cOn， 


这 个 方程 给 出 相 空间 中 给 定点 分 布 函 数 中 的 总 改变 量 , 项 dYdT(v* V 有 ) 是 给 
定 相 空间 体积 元 中 与 分 子 自 由 运动 有 关 的 单位 时 间 内 减少 的 分 子 数 . 

量 CCP) 称 为 碰撞 积分 ,而 (3.4) 形 式 的 方程 一 般 称 为 动 理 方 程 册 当然 ,只 
有 确立 了 碰撞 积分 的 形式 之 后 , 动 理 方程 才 开 始 具 有 实际 意义 ， 现在 我 们 转 而 
讨论 这 个 问题 . 

当 两 个 分 子 碰撞 时 ,其 丁 值 发 生变 化 . 因此 ,一 个 分 子 所 经 受 的 每 次 碰撞 都 
使 它 转移 出 给 定 区 间 dI; 这 类 碰撞 称 为 “损失 ”. 单位 时 间 内 发 生 于 体积 dy 中 ， 
具有 一 切 可 能 忆 , ,TT',T 厂 , 值 和 给 定 厂 值 的 磁 撞 厂 ,一 T 厂 ', 厂 ',, 磁 撞 总 数 等 于 
下 列 积分 


dyd | 2( TT FAT drdr 
然而 ,同时 还 有 这 样 一 些 碰撞 (“增益 ”) ,其 结果 使 原来 具有 初 值 位 于 给 定 区 间 
dT 厂 外 的 分 子 最 后 进入 该 区 间 ， 这 些 是 碰撞 厂 ,T 厂 ,一 人 厂 ,T ,依然 是 具有 一 切 可 


能 古 ,TT', 厂 ', 值 和 给 定 丁 值 . 单位 时 间 内 发 生 于 体积 dV 中 的 这 类 碰撞 的 总 数 
等 于 

dvaT [wlT,T, ,TT’, TF "dT dT'dr.. 
从 增益 减 去 损失 ,因而 我 们 求 得 ,由 于 所 有 各 种 碰撞 的 结果 ,单位 时 间 内 有 关 分 
子 数 的 增加 量 是 

avar | (ac -wf ) dT dr'dr,, 

这 里 为 简洁 起 见 , 令 

w=w( IT’ ,TjT,T,) ,w=w(T, TT",T",). (3.5) 


9 亦 有 称 为 输 运 方 程 的 ,不 过 似乎 更 恰当 的 是 ,将 任意 物理 量 通过 此 方程 (的 具体 形式 ) 求 平均 后 
所 得 宏观 方程 称 为 输 运 方程 . 然而 本 书 据 俄 文 版 将 一 律 译 为 动 理 方程 . 一 一 译 者 注 . 
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因此 ,对 碰撞 积分 我 们 有 下 列表 达 式 : 
C(f) = {Cw ff -wf ) dT drdr (3.6) 


在 被 积 隆 数 的 第 二 项 中 ,对 dT 了"'dT", 的 积分 只 与 w 有 关 ; 因 为 因子 f,f 并 不 依赖 
于 这 些 变 量 . 因此 ,这 部 分 积分 可 以 借助 于 么 正 性 关系 (2.9) 进 行 变换 .从 而 磁 
撞 积分 变 成 下 列 形式 : 


CD = [wf ff) dT dardr,, (3.7) 
其 中 两 项 都 含有 同样 的 因子 w'%. 
确立 了 碰撞 积分 的 形式 后 ,我 们 也 就 可 以 将 动 理 方程 写成 
下 YA= Jo -fdr dT, (3.8) 


这 个 积分 微分 方程 也 称 为 玻 尔 兹 曼 方 程 , 它 是 动 理学 理论 的 莫 基 者 路 德 维 希 ， 
玻 尔 兹 曼 于 1872 年 首先 推导 出 来 的 . 

平衡 统计 分 布 应 该 同样 满足 动 理 方程 . 这 个 条 件 事 实 上 是 满足 的 . 平衡 分 
布 是 稳定 的 和 (在 没有 外 场 下 是 ) 均 匀 的 ;因此 ,方程 (3.8) 左 边 恒 为 零 . 碰撞 积 
分 也 等 于 零 ,因为 根据 (2.5) 被 积 函数 为 零 . 当然 ,对 于 外 场 中 气体 的 平衡 分 布 
也 满足 动 理 方程 . 我 们 只 需 回想 起 动 理 方程 的 左边 是 全 导数 dd, 对 于 仅 依 赖 
于 运动 积分 的 所 有 函数 /都 恒 为 零 , 而 平衡 分 布 仅 通过 运动 积分 一 一 分 子 的 总 
能 e( 丁 ) 来 表达 . 

在 动 理 方程 的 上 述 推导 中 ,分 子 碰撞 被 认为 基本 上 是 瞬时 的 ,并 发 生 在 空间 
一 特定 点 上 . 因此 显而易见 , 动 理 方程 原则 上 仅 允 许 我 们 探究 在 远 比 碰撞 期 间 
为 长 的 时 间 内 和 远 比 碰撞 区 域 斥 度 为 长 的 距离 二 分布 范 数 的 变化 . 这 些 距 离 为 
分 子 力作 用 范围 4( 对 中 性 分 子 等 于 其 尺度 ) 的 量 级 ;碰撞 时 间 是 d/5 的 量 级 . 
这 些 值 给 出 能 够 用 动 理 方程 进行 讨论 的 距离 和 时 间 的 下 限 , 这 些 限 制 的 来 源 将 
在 $16 中 考虑 . 然而 实际 上 ,对 于 系统 行为 的 这 种 详细 描写 ,通常 元 此 必要 ,也 
无 此 可 能 . 特别 是 因为 这 会 要 求 以 相同 精确 度 详 述 其 初 条 件 ( 气 体 分 子 的 坐标 
和 速度 ), 这 是 不 现实 的 . 在 实际 物理 问题 中 ,根据 问题 的 条 件 对 系统 强加 有 特 
征 的 长 度 工 和 时 间 7( 对 气体 宏观 性 质 来 说 ,特征 的 梯度 长 度 , 其 中 所 传播 声波 
的 波长 和 周期 ,等 等 ). 因此 ,在 远 小 于 这 些 L 和 7 了 的 距离 和 时 间 的 尺度 上 来 探 
究 系 统 的 行为 就 足够 了 . 这 就 是 说 ,物理 上 无 穷 小 的 体积 元 和 时 间 元 意 即 与 L 
和 了 比较 起 来 远 为 小 即 可 . 问题 的 初 条 件 也 是 对 这 些 体积 元 和 时 间 元 求 平均 的 
结果 . 


Q@ 借助 于 (2.9) 将 碰撞 积分 进行 变换 的 可 能 性 曾 由 斯 图 克 尔 伯 格 (E. C. G. Sttickelberg( 1952) ) 指 
出 过 . 
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对 于 单 原子 气体 , 量 厂 归结 为 动量 p 的 三 个 分 量 , 磁 撞 积分 中 的 函数 w' 由 
(2.8) 可 以 用 w=w(p',p'1;p,Pi) 代 替 . 然后 ,由 wd p'dp', =v.do 利用 微分 碰 
撞 截 面 do (其 中 wv, = |v -ov,|; 见 (2.2)) 来 表达 这 个 函数 ,我 们 求 得 


Cc(f) = [of -ff )dod’p. (3.9) 


由 于 函数 ww, 从 而 由 (2.2) 所 定义 的 截面 do ,包含 表达 动量 和 能 量 守 恒定 律 的 5 
也 数 的 因数 ,所 以 (对 于 给 定 p) 变 量 p,,p' 和 p', 事实 上 不 是 独立 的 . 然而 , 当 碰 
撞 积 分 用 (3.9) 的 形式 表达 时 ,我 们 可 以 假设 这 些 8$ 函数 已 经 通过 适当 积分 而 
消除 了 ,于 是 do 将 是 寻常 散射 截面 ,( 对 于 给 定 的 vw) 仅 依赖 于 散射 角 . 

对 于 气体 中 动 理 现象 的 定性 处 理 , 碰 撞 积 分 可 利用 平均 自由 程 1 来 粗略 地 
估计 ,平均 自由 程 是 分 子 在 连续 两 次 碰撞 之 间 所 经 过 的 平均 距离 .当然 ,即使 
它 的 定义 按照 所 考虑 的 动 理 现象 而 变化 , 它 也 是 仅 具 有 定性 意义 . 

平均 自由 程 可 以 用 气体 中 分 子 的 碰撞 截面 o 和 数 密度 NN 来 表达 .如 果 一 
个 分 子 在 其 路 径 上 移动 单位 距离 , 它 与 体积 r (截面 积 为 er 的 单位 长 度 的 柱 体 
的 体积 ) 内 存在 的 分 子 磁 撞 ,这 个 碰撞 数 是 oN， 因此 

l~l1/No. (3.10) 
碰撞 截面 o ~ d ,其 中 d 是 分 子 的 尺度 . 分 子 数 密度 N ~F “,r 为 分 子 间 的 平均 
距离 ,我 们 求 得 


ti = 可) (3.11) 
因为 气体 中 7 >>d, 所 以 平均 自由 程 1 >>7 
比值 r ~ 1/5 称 为 平均 自由 时 间 . 对 于 碰撞 积分 的 粗略 估计 ,我 们 可 以 令 


~ -fh). (3.12) 


上 式 分 子 中 所 写 差 值 f -有 ,是 我 们 考虑 到 对 平衡 分 布 旺 数 碰撞 积分 为 零 的 事 
实 . (3. 12) 中 的 负 号 表达 了 碰撞 是 建立 统计 平衡 的 机 理 , 即 它们 趋 于 使 分 布 函 
数 对 其 平衡 形式 的 偏差 减少 . 在 这 个 意义 上 ,对 于 在 气体 每 个 体积 元 中 建立 平 
衡 ,r 起 弛 了 殉 时 间 的 作用 . 


$4 HH 定理 2 


让 气体 像 任何 闭合 宏观 系统 那样 不 受 干 扰 , 它 将 趋向 平衡 态 . 相应 地 , 非 平 
衡 分 布 函数 按 动 理 方程 的 演化 ,必然 伴随 气体 的 粹 增加 ,我 们 将 证 明确 实 如 此 . 





Q@ 这 个 概念 应 归于 克 劳 修 斯 (R. Clausius( 1858)). 
加 ” 玻 尔 兹 曼 在 1872 年 引进 函数 万 ,其 定义 是 = [fin fdv. 一 一 译 者 注 


8$4 J 定理 ,11. 





理想 气体 处 于 宏观 非 平衡 态 的 炉 ,由 分 布 函 数 / 描 述 为 


S = | 和 了 drar (4.1) 
( 见 第 五 卷 ,，$ 40). 这 个 表达 式 对 时 间 求 导数 ,我 们 有 
dS_ /3/4 e fm 

= {An javar = 刀 fqdvdT. (4.2) 


因为 气体 中 统计 平衡 的 建立 是 由 分 子 的 碰撞 实现 的 , 灼 增加 必然 是 由 分 
布 末 数 变化 中 的 碰撞 部 分 引起 的 . 另 一 方面 ,与 分 子 自 由 运动 有 关 的 分 布 函数 
变化 不 能 改变 气体 的 箭 . 因为 分 布 函数 中 的 这 部 分 变化 (对 处 于 外 场 U(r) 中 的 
气体 ) 是 由 方程 
区- a St 
右边 开头 两 项 给 出 的 . 它们 对 导数 dS/di 人 


Km = aa 


Oe ， FM Javar. 


含有 导数 9/9r 的 项 对 dV 的 积分 可 通过 高 斯 定理 变换 为 面积 分 ;对 气体 整个 体 
积 的 积分 为 零 , 因 为 在 气体 所 占据 区 域外 f=0. 类 似 地 ,含有 导数 3/9p 的 项 对 
dp 的 积分 , 变 成 对 动量 空间 中 无 穷 远 曲 面 的 积分 ,结果 同样 为 零 . 

因此 , 炉 的 变化 可 表达 为 


= - finf: caray. (4.3) 


这 个 积分 可 设法 加 以 变换 ， 为 便于 以 后 的 应 用 ,我 们 将 推出 一 般 积分 
[oCr) cp ar 


的 表达 式 ,其 中 gp( 古 ) 是 变量 栈 的 任意 函数 . 对 于 (3.6) 形 式 的 碰撞 积分 ,我 们 
写 出 


[eC(T) CPAT = {pw TTT' ,Tf dT - 
- {pw Tr’, TT, TO AT, 


其 中 为 简洁 起 见 , 令 d 厂 = dTdT,dT'dT''. 因为 这 里 是 对 所 有 变量 本 ,TT ,万 '， 
六 进行 积分 ,我 们 可 用 任何 方式 重新 命名 这 些 变量 而 不 改变 积分 值 . 在 第 二 个 
积分 中 将 工 ,T, 和 六 大 对 换 ,我们 得 到 


Je(CPCcOar= | ee)oCPPiPPOAY5d 
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这 里 青 作 变 换 栈 ,OT ,了 , 取 所 得 结果 与 上 式 之 和 的 一 半 , 并 注意 到 w 对 两 
个 碰撞 粒子 的 明显 对 称 性 ,我 们 得 到 下 列 变换 公式 : 


foneNDar=3 (oto -pp ) wf aT. (4.4) 
特别 是 , | CC(f) dT =0; 这 里 利用 CC) 的 表达 式 (3.7) ,我 们 有 


[cnar= [wf -ff.) dT =0. z (4.5) 
对 于 积分 (4.3) ,应 用 公式 (4.4) 有 
= | 人 an xd4 rdy， 
其 中 x=f'f',/f， 从 这 个 方程 减 去 等 于 零 的 积分 (4.5) 的 一 半 , 最 后 变换 为 
= wlsln -s+1) dTdy. (4.6) 
被 积 函 数 插 号 中 的 图 数 对 所 有 xx >0 都 是 非 负 的 ; 当 x=1 时 它 为 零 ,在 该 点 两 边 
都 是 增加 的 . 根据 定义 ,被 积 函 数 中 的 因子 w',f 和 /也 都 是 正 的 ,于 是 我 们 获 
得 所 需 结果 


4 生产 qdy = 


dS 
0 (4.7) 
它 表 达 了 暗 增 加 定律 ;等 号 发 生 在 平衡 时 号. 
我 们 注意 到 ,因为 (4.6) 中 的 (从 而 (4.3) 中 的 ) 被 积 函 数 是 非 负 的 ,所 以 不 
仅 对 dTdV 的 整个 积分 (4.3) 是 正 的 ,而 且 只 对 d 的 积分 也 是 正 的 ,于 是 ,碰撞 
使 气体 每 个 体积 元 中 的 箭 都 增加 . 当然 ,这 并 不 意味 着 在 每 个 体积 元 中 箭 本 身 


增加 ,因为 炉 可 以 由 于 分 子 的 自由 运动 而 从 一 个 区 域 传递 到 为 一 区 域 . 
$5 向 宏观 方程 的 转变 


玻 尔 兹 曼 动 理 方程 给 出 气体 状态 如 何 随时 间 变 化 的 微观 描述 . 我 们 将 说 明 
怎样 能 把 动 理 方程 变换 成 通常 的 流体 力学 方程 ,它们 给 出 这 个 时 间 演 化 的 并 不 
那么 详细 的 宏观 描述 ， 当 气体 的 宏观 性 质 (温度 、 密 度 、 速 度 等 等 ) 在 其 体积 中 的 
变化 充分 缓慢 时 ,宏观 描述 是 适用 的 . 所 谓 缓 慢 指 的 是 :宏观 性 质 发 生 明显 变化 
的 上 距离 太 度 工 必 须 远 大 于 分 子 的 平均 自由 程 / 

我 们 早已 提 到 过 ,积分 


QD 利用 动 理 方程 证 明 炳 增加 定律 是 防 尔 兹 曼 给 出 的 . 这 是 该 定律 的 首次 微观 证 明 . 当 应 用 于 气体 
时 ,该 定律 常 被 称 为 下定 理 , 因 为 玻 尔 兹 曼 用 符号 -日 表示 和 炳 . 
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N(i,r) = KarPar (5.1) 


是 气体 分 子 的 空间 分 布 密度 ;乘积 p = mWN 相应 地 是 气体 的 质量 密度 . 气体 的 宏 
观 速 度 用 V 表示 (与 分 子 的 微观 速度 v 对 比 ); 它 定义 为 分 子 微 观 速度 v 的 平均 
从 / 


V=5 = 方 [vaT. (5.2) 


碰撞 既 个 改变 碰撞 粒子 的 数目 ,也 不 改变 它们 的 总 能 量 和 总 动量 . 因此 很 
明显 ,分布 函数 变化 的 碰撞 部 分 也 不 能 影响 气体 每 个 体积 元 中 的 安 观 量 一 一 它 
的 密度 ,内 能 和 宏观 速度 了: 对 于 单位 体积 气体 中 ,分 子 的 总 数 ,总 能 量 和 总 动 
量 ,其 变化 的 碰撞 部 分 由 为 零 的 积分 给 出 : 


{car =0， [ec ar =0， ecoDar =0. (5.3) 


通过 对 积分 应 用 (4.4) 的 变换 ,分 别 以 g =1,e 和 pp 代入 ,就 很 容易 推导 出 这 些 
方程 ;第 一 个 积分 恒 等 地 为 零 , 另 两 个 积分 为 零 是 由 于 碰撞 中 能 量 和 动量 的 
守恒 . 

现在 让 我 们 以 动 理 方程 


N00 (5.4) 


为 例 , 对 它们 首先 乘 以 m ,ps 或 s, 然 后 对 d 太 积分. 对 每 个 情况 ,右边 都 为 零 ,我 
们 得 到 下 列 方程 : 





wn (5.5) 
ot 

a 
el. (5.6) 
ot Oxg 
NE + “9 =0， (S$.7) 


这 些 式 中 的 第 一 个 方程 是 流体 力学 通常 的 连续 性 方程 ,表达 气体 质量 的 守恒 . 
第 二 个 方程 表达 动量 守恒 ; 张 量 厅 。s 定 义 为 


es 二 a 
它 是 动量 流 密度 张 量 ;其 分 量 了 ,是 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 xs 轴 单 位 面积 的 
分 子 所 传递 动量 的 a 分量. 最 后 ,(5.7) 是 能 量 守 和 恒 方 程 ;矢量 4 定义 为 
9 = | evar, (5.9) 
它 是 气体 中 的 能 流 密度 . 
然而 ,为 将 (5.6) 和 (5.7) 化 至 通常 的 流体 力学 方程 ,我们 还 必须 将 Ts 和 和 4 
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用 宏观 量 来 表达 ， 前 面 已 经 提 到 过 ,对 于 气体 的 宏观 描述 ,先决 条 件 是 其 宏观 性 
质 的 梯度 充分 小 . 因此 作为 一 级 近似 我 们 可 以 假设 ,在 每 个 个 别 区 域 肉 气 体 达 
到 平衡 ,而 气体 整体 并 不 处 于 平衡 . 换 句 话说 ,假设 每 个 体积 元 中 的 分 布 函数 
为 局 域 平衡 的 ,等 于 对 该 体积 元 中 所 呈现 的 密度 温度 和 宏观 速度 的 平衡 分 布 函 
数 乒 . 这 个 近似 意味 着 忽略 气体 中 的 所 有 耗 散 过 程 ( 黏 性 和 热传导 ). 因此 方程 
(5.6) 和 (5.7) 自 然 地 化 为 对 于 理想 流体 的 方程 ,这 个 可 以 证 明 如 下 . 
气体 整体 以 速度 了 运动 的 区 域 中 的 平衡 分 布 与 静止 气体 中 的 分 布 仅 相 差 
一 个 介 利 略 变换 ; 当 变 换 至 随 气 体 运 动 的 参考 系 K' 时 ,我 们 得 到 寻常 的 玻 尔 效 
曼 分 布 . 这 个 参考 系 中 分 子 的 速度 w ' 与 原 参 考 系 K 中 的 v 以 ow = +V 相 联 系 . 
我 们 写 出 
Il,s =mN( vve) = 
=mN( (V+) (V+v's)) = 
=mN(V Vs + De) ); 
当 对 wv 的 方向 求 平均 时 ,Vv's 和 Vev'。 的 项 给 出 结果 为 零 ,因为 在 参考 系 人 "中 分 
子 速度 的 一 切 方 问 都 是 等 概率 的 . 根据 同样 理由 ， 
和 = ) do (5.10) 
热 速 度 的 方 均值 是 (vw”〉=37T/m, 其 中 T 是 气体 的 温度 . 最 后 ,因为 NT 等 于 气 
体 压强 P, 我 们 求 得 
1,s =pr + SP, (5.11) 
这 是 理想 流体 中 对 于 动量 流 密 度 张 量 的 熟知 表达 式 ; 用 这 个 张 量 ,方程 (5.6) 相 
当 于 流体 力学 中 的 欧 拉 方程 ( 见 第 六 卷 , $7). 
为 了 变换 积分 (5.9) ,我 们 注意 到 在 参考 系 K 中 分 子 的 能 量 e 与 参考 系 K。 
中 它 的 能 量 a' 之 间 的 联系 是 
e=e t+mV y+FmV. 
将 这 个 表达 式 和 v =v +V 代 入 g =Nevw 中 ,在 求 乘积 (YY .9 ) 的 平均 时 应 用 
(5. 10) ,我 们 有 
g =NV ee = 
2 
但 是 N a' 是 每 单位 体积 气体 的 热力 学 内 能 ;而 Ne’ +P 是 每 单位 体积 气体 的 热 
力学 烩 WD. 因此 ， 


2 和 
| 人 +Ne')]. 


中 迷 的 标准 符号 为 H. 一 一 译 者 注 . 
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q=V[S-+W)， (5.12) 


与 流体 力学 中 对 于 理想 流体 的 能 流 密 度 的 已 知 表达 式 一 致 ( 见 第 六 卷 , $6). 

最 后 ,让 我 们 考虑 动 理 方 程 中 的 角 动 量 守 恒定 律 . 这 个 定律 仅 严 格 适 用 于 
气体 的 总 角 动量 , 它 由 分 子 在 其 平 动 运 动 中 的 轨道 角 动 量 和 其 内 豪 转动 角 动 量 
M 所 组 成 ;总 角 动 量 密度 由 两 个 积分 之 和 给 出 : 


[Irxplfar + | Ma (5.13) 


然而 ,这 两 项 具有 不 同 数量 级 . 处 于 平均 距离 为 7 的 两 个 分 子 ,其 相对 运动 的 轨 
道 角 动量 是 m 坟 的 量 级 ,但 内 襄 角 动量 M ~ mid, 后 者 远 小 于 前 者 ,因为 我 们 总 
有 d <<r. 

因此 ,自然 地 , 玻 尔 兹 曼 动 理 方 程 相当 于 就 小 量 d/7 来 说 ,一 级 量 不 为 零 的 
近似 ,不 能 考虑 到 由 于 总 角 动 量 (5. 13) 两 部 分 之 间 的 交换 所 引起 的 轨道 角 动 量 
的 小 变化 . 结果 是 玻 尔 兹 曼 方 程 使 气体 的 总 轨道 角 动 量 守 恒 : 表 达 动 量 守 恒 的 


方程 | pC(P)dr = 0 必然 意味 着 


| xpCCDdar =rx [pc War =0 (5.14) 


这 个 性 质 的 理由 是 显然 的 :因为 ,在 玻 尔 兹 曼 方程 中 ,认为 碰撞 是 在 一 点 发 生 的 ,、 
互相 碰撞 粒子 的 轨道 角 动 量 之 和 像 其 动量 之 和 一 样 也 是 守恒 的 . 为 了 推导 关于 
轨道 角 动 量变 化 的 方程 ,有 必要 考虑 到 在 碰撞 时 刻 分 子 相 互 处 于 有 限 距 离 这 样 
的 事实 所 引起 的 d/7 的 高 一 级 项 . 
然而 , 平 动 和 转动 自由 度 之 间 角 动量 交换 的 实际 过 程 可 以 用 

A- | mcar (5.15) 
形式 的 关系 通过 玻 尔 兹 曼 方 程 来 描述 ,其 中 .有 瑚 是 分 子 的 内 豪 角 动量 密度 . 因为 
两 个 分 子 的 内 课 角 动量 之 和 在 碰撞 中 不 需要 守恒 ,(5. 15) 右 边 一 般 不 为 零 ,而 
给 出 . 乡 的 变化 率 . 如 果 通 过 某 种 方法 在 气体 中 产生 不 为 零 的 角 动 量 密度 , 它 随 
后 的 弛 殉 将 用 (5. 15 ) 来 描述 . 
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为 了 考虑 到 微弱 不 均匀 气体 中 的 耗 散 过 程 (热传导 和 黏 性 ) ,我 们 必须 ( 超 
出 上 节 所 讨论 过 的 近似 而 ) 求 助 于 高 一 级 近似 ， 我们 不 再 认为 气体 每 个 区 域 中 
的 分 布 函数 就 是 局 域 平 衡 分 布 态 而 认为 是 f, 并 设 f 对 有 有 微小 偏差 , 且 令 


9fo 
f=fo+8/, 3/= -Yox( T) = 了 fr， (6.1) 
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其 中 5f 是 一 个 小 校正 ( 久 <<h). 上 述 表 达 形 式 是 适当 的 ,从 其 中 可 分 出 因子 
-89fo/9e; 对 于 玻 尔 兹 曼 分 布 ,这 个 导数 与 本身 仅 相 差 一 个 因数 1/T. 校正 时 
原则 上 必须 通过 求解 关于 校正 的 线性 化 方程 而 确定 由. 

肾 数 X 不 仅 必 须 满足 动 理 方程 本 身 , 而 且 还 必须 满足 某 些 附加 条 件 . 原因 
是 :hh 是 相应 于 气体 的 粒子 数 密度 ,能 量 密度 和 动量 密度 (有 关 体 积 元 中 ) 为 给 
定 值 的 平衡 分 布 函 数 , 即 ,相应 于 积分 


[far, | skar， [phdr (6.2) 


为 给 定 值 的 平衡 分 布 函数 . 非 平 衡 分 布 函数 (6. 1) 必须 对 这 些 量 给 出 相同 值 ， 
即 ,用 f 和 A 时 ,积分 值 必须 相同 因此 ,函数 x 必须 满足 条 件 


[jxar =0, [fxedr =0, [hxpar =0. (6.3) 


必须 强调 指出 ,在 非 平 衡 气体 中 ,即使 温度 的 概念 , 仅 当 对 积分 (6.2) 赋 予 特定 
值 时 , 才 变 成 明确 的 . 仅 当 气 体 作为 整体 处 于 完全 平衡 时 ,这 个 概念 才 变 得 完全 
严格 ,为 了 在 非 平衡 气体 中 定义 温度 需要 有 补充 条 件 , 它 或 许 是 这 些 值 的 具体 
规定 . 

让 我 们 首先 变换 动 理 方程 (3.8) 中 的 碰撞 积分 . 当 将 函数 (6.1) 代 和 人 时 ,不 
含 小 校正 X 的 项 相 消 ， ee 一 级 项 给 出 


C(f) -10 ， (6.4) 
其 中 I(x) 表 示 线 性 积分 算 符 : 
I(X) = f wf (x +X "| -xX -Xi) dl, dr’'dT'.. (6.5) 


这 里 我 们 应 用 了 方程 ff = 了 of "04; 因子 fh 可 以 放 到 积分 号 外 面 , 因 为 这 里 没有 
对 d 矿 的 积分 . 

我 们 注意 到 ,对 于 以 下 函数 : 

X=const, X=const.e, X=p: SV, (6.6) 

积分 (6.5) 恒 为 零 ,其 中 8V 是 恒定 矢量 ;对 于 第 二 和 第 三 个 函数 ,这 个 结果 是 从 
每 次 碰撞 中 能 量 和 动量 守恒 得 出 的 . 函数 (6.6) 不 依赖 于 时 间 和 坐标 ,所 以 也 满 
足 动 理 方 程 本 里 . 

这 些 解 的 来 源 是 简单 的 ， 动 理 方程 对 于 具有 任何 (恒定 ) 粒 子 密度 和 温 
度 的 平衡 分 布 函数 是 恒 等 地 得 到 满足 的 . 因此 ,对 于 当 密 度 改变 SN 引起 的 
小 校正 


Q@D 动 理 方程 的 这 个 求解 方法 应 归于 恩 斯 库 格 (D. Enskog(1917)). 
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Mr = oon - a 7 
方程 也 必然 得 到 满足 ,这 给 出 (6.6) 的 第 一 个 解 . 类 似 地 ,对 于 当 温 度 了 改变 一 
恒定 小 量 57 所 引起 的 增 量 
fo 
3/ = 757, 

方程 也 必然 得 到 满足 。 导 数 8f/9T 由 const x 有 (对 有 中 归 一 化 因数 求 导 引起 
的 ) 的 一 项 和 正比 于 eh 的 一 项 构成 ;这 给 出 (6.6) 的 第 二 个 解 . 第 三 个 解 表达 
伽利略 相对 性 原理 ;平衡 分 布 函数 必须 满足 任何 其 它 惯性 参考 系 中 的 动 理 方程 . 
当 我 们 变换 到 相对 于 原 参 考 系 以 恒定 小 速度 8V 运动 的 参考 系 时 ,分 子 的 速度 ? 
变 成 gp + 8V, 因 此 分 布 孙 数 得 到 增 量 


9 
5f = 2 . 8V = -如 8V, 


相应 于 (6.6) 的 第 三 个 解 . 通过 应 用 (6.3) 的 三 个 条 件 排除 了 (6.6) 这 样 的 “ 寄 
生 解 . 

我 们 将 对 动 理 方程 的 左边 以 一 般 方式 进行 变换 ,使 它 适 用 于 热传导 和 番 性 
这 两 种 情况 . 这 就 是 我 们 容许 气体 中 出 现 宏观 性 质 的 梯度 ,包括 宏观 速度 的 
梯度 . 

静止 气体 (V =0) 中 的 平衡 分 布 水 数 是 玻 尔 兹 曼 分 布 ,我 们 写成 


廊 =exp( 人 -学 全 ]， (6.7) 


其 中 4 是 气体 的 化 学 势 ， 如 在 $5 中 早已 注意 到 的 ,运动 气体 中 的 分 布 与 (6.7) 
仅 相 差 速 度 的 伽利略 变换 . 为 了 明确 地 写 出 这 个 范 数 ,我 们 从 分 子 的 总 能 
z( 栈 ) 中 分 出 其 平 动 的 动能 : 


2 
ce 了 7) i (6.8) 


内 部 运动 能 s;,, 包 括 分 子 的 转动 能 和 振动 能 ， 用” -VV 代替 v ,我 们 求 得 运动 气体 
中 的 玻 尔 效 曼 分 布 为 


je 入 ep 人“ 了 je 人 -2 (6.9) 


在 微弱 不 均匀 气体 中 ,由 于 通过 气体 时 (和 时 间 进 程 中 ) 其 宏观 性 质 : 速 
度 了 ,温度 了 和 压强 P( 以 及 化 学 势 4) 的 变化 ,fh 依赖 于 坐标 和 时 间 . 因为 假 
设 这 些 量 的 梯度 很 小 , (在 这 样 的 近似 下 ) 动 理 方程 左边 的 用 代替 就 中 
够 了 . 

注意 到 我 们 真正 感 兴趣 的 动 理 系 数 并 不 依赖 于 速度 ,从 而 计算 可 以 稍微 
简化 . 因此 只 要 考虑 气体 中 任何 一 点 就 够 了 ,所 以 我 们 可 选择 Y 为 零 ( 当 然 , 其 
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导数 不 为 零 ) 的 点 . 
将 表达 式 (6.9) 对 时 间 求 导数 ,然后 令 有 =0 ,我 们 得 到 
T_T/ pe(T)oT, (ou) ap ,,, .OV 
J oe), 人 | Fy of 
利用 熟知 的 热力 学 公式 ， 


MY 2 EE 
(52), = ( 询 ，- 六， 人 


其 中 w,s 和 17ZN 是 每 个 气体 粒子 的 烩 、 粹 和 体积 ,因此 


T af eae(T)-waT 1 9P aVv 
> .1 
大 让 Can 


ea vf 0 “VI+ti 3 V P+mv,veV,g, (6.11) 
其 中 为 简洁 起 见 , 引 进 
aV. aV 
V -+ i (6.12) 


20oxe Ox 


在 (6.11) 最 后 一 项 中 ,我 们 曾 作 了 恒 等 替 换 





VVp ee = vvVg Vy. 

动 理 方程 的 左边 可 通过 将 表达 式 (6.10) 和 (6.11) 相 加 而 求 得 。 同 时 ,宏观 
量 对 时 间 的 所 有 导数 都 可 通过 理想 (无 黏 性 和 不 传 热 ) 介 质 的 方程 用 其 空间 梯 
度 来 表达 ;这 里 把 耗 散 项 包括 在 内 会 导致 高 阶 小 量 . 在 Y=0 的 点 , 欧 拉 方程 
给 出 


VV__livp-_ lyp. (6.13) 
ot p Nm 


在 同一 点 ,连续 性 方程 给 出 3N/31 = -NV -VV ,或 者 


1l19N 1 3P 1 97 
一 - 一 = 一 -一 一 一 =—Y* VV 6.14 
Na Po T dat ( ) 


这 里 用 了 理想 气体 的 物 态 方程 W = P/T. 最 后 ,由 烂 守恒 方程 0s/9t +V* Ys= 
0, 给 出 9s/91 =0, 或 者 


半生 =0， (6.15) 


其 中 用 了 热力 学 公子 


@ 公式 中 下 标 wa,B,… 取 值 1,2,3 ,分 别 对 应 于 矢量 和 张 量 沿 *,y,z 轴 的 分 量 . 当 一 个 希腊 字母 下 
标 在 任何 一 项 中 出 现 两 次 时 ,总 是 理解 为 对 所 有 1,2.3 的 值 求 和 . 这 种 下 标 有 时 称 为 僵 标 . 一 一 译 者 注 . 
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0 -2 /Yl 
人) _T’ 全 Pp’ 
这 里 c, 为 每 个 分 子 的 热 容 量 ,第 二 个 公式 与 理想 气体 有 关 . 方程 (6. 14) 和 
(6. 15) 给 出 
1! of_ _ 1. 1P__Gv. 
oe 下 P ar er . Se 
(因为 对 于 理想 气体 c, -~ c, =1). 
通过 简易 计算 即 可 得 到 


0 二 
2 + ， = 呈 [ 革 号 Ty .VT+ 


+ mv veV,s + (6.17) 


w-Tc,—-e(l) 
= 中 


必须 着 重 指出 ,关于 热力 学 量 对 温度 的 依赖 关系 ,迄今 没有 作 任 何 特定 假设 ; 仅 
仅 应 用 过 理想 气体 的 一 般 物 态 方程 . 对 于 分 子 具 有 经 典 转 动 而 振动 未 激发 的 气 
体 的 情况 , 热 容 量 不 依赖 于 温度 ,而 烩 是 包 

w=c,T. (6.18) 
于 是 (6.17) 中 最 后 一 项 可 以 简化 ; 令 (6.17) 与 (6.4) 相 等 ,我 们 写 出 动 理 方程 的 
最 后 形式 为 


T)-cT 
2( p 2 |] -70 (6.19) 


在 以 下 两 节 中 ,将 就 热传导 和 黏 性 问题 而 对 这 个 方程 作 进一步 研究 . 

根据 箭 增加 原理 ,( 不 存在 温度 和 速度 梯度 的 情况 下 ) 压强 梯度 并 不 导致 耗 
散 过 程 (比较 第 六 卷 , $49). 在 动 理 方程 中 ,这 个 条 件 必然 是 满足 的 ,如 (6. 19) 
左边 不 存在 压强 梯度 所 显示 的 . 
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为 了 计算 气体 的 热 导 率 , 我 们 必须 求解 带 有 温度 梯度 的 动 理 方程 .在 
(6. 19) 的 左边 仅 保留 首 项 ,我 们 有 





”，V T+ [mov - Bo 


Ss + V T=1(x). (7.1) 
现在 要 寻求 下 列 形式 的 解 : 
X=g* V7, Ch 


其 中 矢量 g 仅 依 赖 于 量 厂 , 因 为 将 其 代入 (7.1) 后 ,结果 方程 两 边 都 有 因子 V1. 


QD 假设 分 子 的 能 量 a( 丁 ) 以 其 最 低 值 为 起 点 量度 ;相应 地 , 略 去 了 w 中 与 温度 无 关 的 相 加 常量 。 
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既然 方程 对 任何 矢量 V7 都 必须 成 立 ,方程 两 边 V 7 的 系数 必须 相等 ,从 而 我 们 
得 到 对 于 g 的 方程 


e(T)-ce,T 
人 (7.3) 


它 并 不 含有 V 7( 从 而 不 含有 对 坐标 的 任何 明显 依赖 关系 ). 
函数 还 必须 满足 条 件 (6.3). 对 于 (7.2) 形 式 的 X,(6.3) 的 头 两 个 条 件 必 
然 是 满足 的 ,这 由 下 列 事实 显然 可 以 看 出 :方程 (7.3) 不 含有 任何 这 样 的 矢量 参 


量 , 它 们 会 给 出 恒定 矢量 方向 , 即 积分 | Agdr 和 [fosgdT 的 方向 , 第 三 个 条 件 
对 (7.3) 的 解 强加 一 个 补充 条 件 : 
[fv :gdr =0. (7.4) 


如 果 动 理 方程 已 经 解 出 ,也 数 X 已 知 , 则 热 导 率 可 以 通过 计算 能 流 而 确定 ， 
确切 地 说 ,通过 能 流 的 耗 散 部 分 来 确定 . 这 部 分 不 是 简单 归 因 于 运 流 的 能 量 传 
递 ,我 们 将 用 4" 来 表示 . 气体 中 不 存在 宏观 运动 时 ,4 等 于 积分 (5.9) 所 给 出 的 
总 能 流 9g， 当 f=Ahh 时 ,这 个 积分 恒 等 于 零 , 因 为 对 s 的 方向 积分 为 零 的 缘故 . 因 
此 ,将 (6.1) 的 了 代入, 剩 下 的 是 


1 1 
qg=F rfxedT = [fev(g * VT)dli, 
或 者 用 分 量 与 出 得 
1 
i Kop Kog = -| foevegadT. (7.5) 
B 


因为 处 于 平衡 的 气体 是 各 向 同性 的 ,其 中 没有 任何 从 尤 方 向 , 张 量 ke 只 能 
用 单位 张 量 5 表达 , 即 它 简 化 为 一 个 标量 : 


Ke =K0。p， K = Kual3. 
因此 能 流 是 
q=-kYT, (7.6) 
其 中 标量 热 导 率 是 
K = -57 /fer . gdfI. C7 


动 理 方程 必然 使 这 个 量 为 正 ( 见 $9) :能 流 g 必然 与 温度 梯度 的 方向 相反. 
在 单 原 子 气体 中 ,速度 v 是 函数 g 所 依赖 的 唯一 矢量 ;因此 ,显然 的 是 这 个 
哨 数 必须 具有 下 列 形式 


8 = 一 &(1) (7.8) 


在 多 原子 气体 中 ,g 依赖 于 两 个 矢量 :速度 v 和 角 动 量 M. 如 果 分 子 的 对 称 


87 气体 中 的 热传导 、21 、 


性 不 容许 立体 异 构 现象 , 磁 撞 积分 是 反 演 不 变 的 ,因而 方程 (7.3) 也 是 反 演 不 变 
的 ;类 似 的 解 X 也 必须 是 反 演 不 变 的 , 换 甸 话说 ,X=g.: VT 了 必须 是 一 个 真 标 
量 , 同 时 因为 v7 是 一 个 真 拓 量 ;所 以 函数 g 也 必须 是 真 矢量 . 例如 ,在 双 原 子 气 
体 中 , 量 丁 恰好 是 v 和 AMM, 函数 g(T 厂 ) 具 有 形式 
g=vg: +M(v : M)g, +(v xM)g;, (7.9) 
其 中 g, ,g; ,8; 是 标量 变量 ov”,M , (vs. M) 的 标量 函数 ;这 是 从 真 矢量 和 履 矢 
量 M 所 能 构造 的 真 矢量 的 最 一 般 形 式 . @ 
然而 ,如 果 物 质 是 立体 异 构 体 ,没有 任何 反 演 不 变性 :如 在 $2 中 早已 提 到 
过 的 , 反 演 于 是 将 气体 “变换 ”为 基本 上 不 同 的 物质 ， 因 此 ,函数 X 也 可 能 包含 寿 
标量 项 ,而 函数 g 也 可 能 包含 履 矢 量 项 (例如 ,形式 为 gM 的 项 ). 
求解 动 理 方程 (以 /接近 于 大 的 假设 为 基础 ) 的 上 述 方法 ,其 适用 条 件 可 通 
过 按 (3. 12) 估计 碰撞 积分 而 弄 清 楚 . 一 个 分 子 的 平均 能 量 是 5 ~ 了 ,因而 对 
(7.3) 两 边 的 估计 给 出 5~g/T ~ gi/l, 由 此 g ~1 因此 ,条 件 X/T~g|Y TI/ 
7 <<1( 相 当 于 8f <<f) 表 明 温 度 经 历 显著 变化 的 距离 L( |V 7T| ~ TAL) 必须 远 
大 于 1. 换 句 话说, (6. 1) 形 式 的 函数 乃 是 按 小 比值 VL 的 客 展 开 时 动 理 方程 级 
数 展开 解 的 首 项 . 
用 g ~1 对 (7.7) 的 估计 给 出 
kx ~ cNIs, (7.10) 
其 中 <c 是 气体 每 个 分 子 的 热 容 ， 这 是 气体 动 理学 理论 中 众所周知 的 基本 公式 
( 见 36 页 的 脚注 加 ). 令 1~1/Noa,c~1 和 5~ VCTAm) ,我 们 有 


让 二 (7.11) 
oNm 


在 这 个 估计 中 ,截面 o 与 分 子 的 平均 热 速 率 有 关 , 而 在 这 种 意义 上 可 认为 
是 温度 的 函数 .截面 一 般 随 速率 的 增加 而 减 小 ,因此 ,o 是 温度 的 减 函数 . 当 温 
度 不 太 低 时 ,气体 分 子 定性 上 表现 得 像 硬 弹 性 粒子 , 仅 当 它们 直接 碰撞 时 才 发 生 
相互 作用 . 这 种 类 型 相互 作用 相当 于 随 速 率 ( 因 此 随 温度 ) 仅 略微 变化 的 碰撞 截 
面 . 在 这 些 条 件 下 ,x 近似 正比 于 VT. 

在 给 定 温度 ,由 (7.11) 看 出 热 导 率 不 依赖 于 气体 密度 , 亦 即 ,不 依赖 于 压 
强 . 必须 强调 ,这 个 重要 性 质 与 用 以 作出 估计 的 假设 无 关 ,而 是 玻 尔 兹 曼 动 理 方 
程 的 一 个 严格 推论 ;由 于 这 个 方程 仅 考虑 到 分 子 间 的 对 碰撞 (因此 ,平均 自由 程 
反比 于 气体 密度 ) 的 结果 . 


Q@ ”对 于 转动 分 子 气 体 , 玻 尔 兹 曼 方 程 的 解 最 早 是 由 卡 甘 和 阿 法 纳 斯 耶 夫 (IO. M. Karas, A. M. 
AbaacpeB(1961) ) 讨 论 的 . 
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$8 气体 中 的 和 性 


气体 的 黏度 出 可 以 类 似 于 求 热 导 率 那样 通过 动 理 方 程 来 计算 . 唯一 差别 是 
产生 对 平衡 的 偏差 的 原因 不 是 温度 梯度 ,而 是 气流 在 宏观 运动 速度 了 方面 的 不 
均匀 性 . 这 里 再 次 假设 问题 的 特征 尺度 工 >>1. 

众所周知 ,存在 两 类 黏 性 ,相应 系数 通常 用 7 和 上 来 表示 . 它们 被 定义 为 黏 
性 应 力 张 量 o's 中 的 系数 ,o's 形成 动量 流 密度 张 量 的 一 部 分 : 

I,s = Pg +pV Vs -ao， (8.1) 


oa’ =27| Vy - 364V | 7 +l8sV .TV， (8.2) 


其 中 Vg 由 (6.12) 定 义 ( 见 第 六 卷 ,$15). 在 不 可 压缩 流体 中 , 仅 出 现 黏 度 ”. 
“第 二 黏度 “在 Y .V0 的 运动 中 出 现 . 方便 的 是 分 别 计算 这 两 个 系数 . 
从 一 般 动 理 方程 (6. 19) 中 省 略 温度 梯度 项 ,我 们 可 以 写 出 


muzs| Te -二 au vy)+( 罕 本 | 


其 中 在 左边 已 将 含有 第 一 黏度 和 第 二 黏度 的 项 分 开 . 在 计算 第 一 黏度 时 ,我们 
必须 假设 Y . =0. 所 得 到 的 方程 可 以 恒 等 地 重新 写成 


V .了 =7(Y)， (8.3) 


mn vat -dr ) Ve = (8.4) 
其 中 左边 两 个 张 量 因 子 具有 和 零 迹 . 
现在 来 求 这 个 方程 的 下 列 形式 的 解 : 
X a ba 5) 


证 g。。=0 而 不 改变 X， 关于 ey 
m (vo0g -本 ao =s1( gn). (8.6) 


补充 条 件 (6.3) 必 然 自动 满足 . 
动量 流 作为 积分 (5.8) 由 分 布 函 数 计算 . 所 需求 的 动量 流 部 分 , 即 条 性 应 力 
张 量 是 


f 


mm 
IC ee= -TF | vavafoXdT = ny Vy (8.7) 


m 
n= 下 | fovevagwdl. (8.8) 


量 ys 形成 一 个 四 阶 张 量 , 对 下 标 对 a,B 和 ?7,6 为 对 称 ,而 y,6 对 的 缩 并 给 


中 黏度 , 亦 称 黏 性 系数 .一 译 者 注 . 
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出 零 . 由 于 气体 是 各 向 同性 的 ,这 个 张 量 只 能 用 单位 张 量 5 来 表达 . 满足 这 些 
条 件 的 表达 式 是 
Nagys 一 | 0 Ops + $508, -$828,]. 
于 是 o's =2nVw, 所 以 n 是 所 需求 的 标量 黏度 . 它 通 过 将 张 量 按 下 标 对 a,y 和 
B,6 的 缩 并 来 确定 : 
m 
n= | “dfI. (8.9) 


在 单 原子 气体 中 ,gs 仅 是 矢量 v 的 函数 . 具有 和 零 迹 的 这 种 对 称 张 量 ,其 一 般 
形式 是 


] 
ge = 人 wm- 了 ao je(o) (8. 10) 


带 有 单一 标量 函数 g(v). 在 多 原子 气体 中 , 张 量 ge 由 许多 变量 ,包括 两 个 天 量 ” 
和 M 组成. 不 存在 立体 异 构 性 的 情况 下 ,gs 可 以 仅 包括 真 张 量 项 ,在 立体 异 构 
性 气体 中 , 履 张 量 项 也 是 可 能 的 . 

黏度 的 一 个 估计 ,类似 关 于 热 导 率 估计 (7. 10), 给 出 气体 动 理学 理论 中 熟 
知 的 初级 公式 


n ~ moN!; (8.11) 
见 对 36 页 的 脚注 包 . 我 们 发 现 ,温度 传导 率 和 运动 黏度 原来 具有 相同 量 级 : 
Kk/(Ne,) ~ I/ (Nm) ~. (8.12) 
在 (8.11) 中 令 1~1/No 和 5~(7T/m)” ,我们 得 到 
n~ VmT/o. (8.13) 


$7 中 关于 x 对 压强 和 温度 的 依存 关系 的 描述 也 完全 适用 于 黏度 7 的 情况 . 
为 了 计算 第 黏度 ,我 们 必须 选择 动 理 方程 (8.3) 左 边 第 二 项 不 为 零 的 
情况 : 





| V =1(x). (8.14) 
我 们 将 寻求 下 列 形式 的 解 : 
X=gVv.:V, (8.15) 
对 于 函数 g 得 到 下 列 方程 : 
mo e(T)_ 
-一 = 人 (8)， (8.16) 


计算 应 力 张 量 并 与 表达 式 56s。V .YY 比较 ,给 出 第 二 黏度 为 
Z = -37 | vedT. (8.17) 
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在 单 原子 气体 中 ,se (本) = 二 ma ,cs =3/2, 从 而 (8.16) 左边 为 零 ， 由 方程 


1 g) =0, 于 是 表明 g =0, 从 而 f=0. 因此 ,我 们 得 出 结论 : 单 原 子 气 体 的 第 二 黏 
度 为 零 . 山 


习 题 
对 于 极端 相对 论 性 粒子 组 成 的 气体 . 证 明 其 第 二 黏度 为 零 (H.M. 


XaAaTrHHKOB ,1955 ) . 

解 :在 参考 系 K 中 . 气体 以 ( 非 相对 论 性 ) 速 度 允 运动 . 一 个 相对 论 性 粒子 
的 能 量 为 e. 在 气体 静止 的 坐标 系 天 ' 中 . 粒子 的 能 量 为 2e'. 两 者 的 关系 为 Be' = 
ce-p"V, 其 中 pp 是 粒子 在 参考 系 K 中 的 动量 ,这 是 洛 伦 兹 变 搁 公 式 ， 其 中 高 于 
8Y 一 阶 的 项 省 略 了 . 在 参考 系 开 中 的 分 布 函数 是 乒 (e - 己 . V), 其 中 fh(e') 是 
玻 尔 兹 曼 分 布 . 

仅 考虑 黏度 时 ,我 们 可 以 立即 假设 除 速 度 VV 的 梯度 外 ,其 它 所 有 宏观 量 的 
梯度 都 为 零 , 并 且 9V/9t =0, 而 (6.10) 中 最 后 一 项 变 为 零 巴 在 (6.11) 中 . 开头 
两 项 也 不 存在 ， 而 第 三 项 变 为 


aV, 

vvV(p:V) = VoPpor = YoPplop; 
v 和 的 方向 相同 ,所 以 psvs =pavs。$6 中 所 用 形式 的 连续 性 方程 和 闹 守 恒 方 
程 ,在 相对 论 性 气体 的 (以 小 速度 只 ) 运 动 中 仍 保持 有 效 ， 因此 ,公式 (6.16) 也 保 
持 有 效 ， 于 是 动 理 方程 变 成 

[2 -au 二 /= /700). 
在 第 二 禾 度 的 问题 中 ,我 们 必须 令 Vs = 二 86sV : ,于 是 
3 

在 极端 相对 论 性 气体 中 ,=cye =cp, 而 热 容 c, =3( 见 第 五 卷 , 8 44, 习 题 ) ;于 是 
方程 左边 为 零 , 因 此 万 为 零 . 


(ss .VV=1(X). 


Q@ ”必须 强调 这 些 气 体 是 在 气态 参量 Nd 对 应 于 玻 尔 兹 曼 方 程 的 近似 下 进行 处 理 的 (在 此 近似 下 
不 依赖 于 密度 ). 在 高 阶 近似 下 (“位 力 展开 ”中 随后 的 项 ; 见 $ 18) ,的 确 出 现 非 零 黏度 i. 另外 的 重要 点 
是 粒子 能 量 对 动量 的 平方 依赖 关系 :在 相对 论 性 “ 单 原子 ”气体 中 . 第 二 黏度 已 不 为 零 ( 虽 然 它 在 另 一 极 
限 情况 ,极端 相对 论 性 情况 下 重新 变 为 零 ,见习 题 ). 

加 ”为 避免 误解 ,可 以 提 及 相对 论 性 气体 中 压强 梯 度 对 热传导 能 流 有 贡献 ( 见 第 六 卷 , $ 126). 
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$9 动 理 系数 的 对 称 性 


对 于 稍微 偏离 平衡 的 系统 , 热 导 率 和 黏度 属于 控制 其 弛 豫 过 程 的 量 . 这 些 
量 称 为 动 理 系数 山 ,满足 昂 萨 格 对 称 原理 包 . 这 个 原理 可 以 一 般 形式 予以 确立 ， 
无 需 讨 论 特殊 弛 瑰 机 理 . 然而 ,在 根据 动 理 方程 对 动 理 系数 的 特定 计算 中 ,对称 
原理 并 不 产生 强加 于 方程 的 求解 的 任何 额外 条 件 . 在 这 种 计算 中 ,对 称 原 理 的 
必要 条 件 必然 是 满足 的 . 查看 一 下 这 个 如 何 发 生 是 有 益 的 . 

在 昂 萨 格 原 理 的 一 般 表 述 中 ( 见 第 五 卷 , $ 120) ,出 现 一 组 描述 系统 对 平衡 
偏差 的 量 zx. 和 ”组 与 这 些 是 “热力 学 共 罗 "的 量 X,= -95/69x,( 其 中 5 是 系统 的 
炉 ). 对 于 稍微 偏离 平衡 的 系统 ,其 弛 殉 过 程 由 确定 x。 的 变 率 作为 X, 的 线性 也 
数 的 方程 组 描述 : 


X, = ~ Yas , (9.1) 
4 


其 中 y,, 是 动 理 系数 . 根据 郧 萨 格 原理 ,如 果 x。 和 x, 在 时 间 反 演 下 表现 相同 , 则 
有 
Ya = Yoa: (9.2) 
这 时 箭 的 变 率 给 出 为 二 次 型 : 
3 = - > Xx, = > Yo,. C9.3) 
这 些 表达 式 中 的 第 一 个 对 于 确立 *。 和 XX 之 间 的 对 应 关系 来 说 通常 是 方便 的 . 
对 于 热 导 率 的 情况 ,我 们 取 ( 介 质 中 任意 给 定点 的 ) 耗 散热 流 矢 量 的 分 量 
q'。 作 为 “速率 ”x,; 下 标 a 于 是 与 矢量 下 标 a 相同 . 对 应 量 X, 是 导数 了 97/9x。 
( 见 第 九 着 ,8$88)， 方程 (9.1) 对 应 于 g's。= -Ksg97T/9xg, 所 以 动 理 系数 y。, 是 量 
72k ,按照 昂 萨 格 原理 ,我 们 应 该 有 ks = ka 
类 似 地 ,对 于 黏度 的 情况 ,我 们 取 黏 性 动量 流 张 量 的 分 量 o's 作为 x,; 对 应 
的 XX 是 -Vs/T( 这 里 下 标 a 与 张 量 下 标 对 og 一 致 )， 方程 (9. 1) 对 应 于 co = 
nasV ,而 动 理 系数 是 Toows， 按 照 昂 萨 格 原理 ,我 们 必须 有 mas = ,owe 
在 前 两 节 中 所 考虑 的 气体 的 热传导 和 黏 性 的 问题 中 , 张 量 K。 和 人。 的 对 
称 性 已 是 介质 各 向 同性 的 必然 结果 ,不 论 动 理 方程 的 解 如 何 . 然而 ,我 们 将 证 明 
这 种 对 称 性 也 会 从 动 理 方程 的 解 得 出 ,而 不 论 气体 是 否 各 向 同性 . 
对 于 微弱 不 均匀 气体 中 的 热传导 和 黏 性 问题 ,求解 程序 是 寻求 对 平衡 分 布 
肾 数 的 下 列 形式 的 校正 : 
X= > g.(T)X,, (9.4) 


@ 本 书 从 俄 文 版 译 为 动 理 系 数 ,通常 称 为 输 运 系数 .一 一 译 者 注 . 
@， 非 平衡 热力 学 中 ,一般 称 为 唯 象 系数 和 昂 萨 格 倒 易 关系 . 一 一 译 者 注 . 
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对 函数 g, 得 到 下 列 形式 的 方程: 
J A (9.5) 
关于 量 L, , 对 热传导 的 情况 是 矢量 的 分 量 
T[ el 7 ) -0 1 vs 
而 对 黏 性 的 情况 , 则 是 张 量 的 分 量 
jd 
| 
(比较 (6.19) ). 方程 (9.5) 的 解 还 必须 满足 下 列 补充 条 件 : 
[fgdT =0, [figsedT =0, |Aepdr =0 


考虑 到 这 些 条 件 , 动 理 系数 y。, 可 以 写成 下 列 积分 形式 : 


二 7| mv Vg 一 


Pyu = - {foLsgsdT. (9.6) 
于 是 对 称 性 y。 = ys 的 证 明 归 结 为 要 证 明 下 列 积分 等 式 : 
[hlsgdT = [fsegsdT. (9.7) 


这 个 证 明 根据 于 线性 化 算 符 了 的 “ 自 共 恩 " 性 质 , 它 可 得 出 如 下 . 
让 我 们 考虑 积分 


[fpr ar = [ffaw' p(y’ ty’ wy -wi) dT, 


其 中 水 (六 和 中 (三 是 变量 太 的 任何 两 个 函数 . 因为 积分 是 对 所 有 变量 本 ,TT,， 
六 ,六 进行 的 ,不 管 怎样 给 这 些 变 量 重 新 命名 (如 在 8$4 中 所 做 那样 ) 都 不 会 影 
响 积 分 的 值 . 我 们 先 作 变换 王 ,请 二 忆 , 太 ,然后 在 这 样 所 得 到 的 两 个 形式 中 ， 
对 每 一 个 再 作 进 一 步 的 变换 三, 厂 ,全 三 ,大 所 有 这 四 个 表达 式 之 和 给 出 


[fpr war = 于 [AIe(Ce+reD -we +e]x 


x[(y + ) -y+y) dT; (9.8) 
记号 w 和 w' 如 在 (3.5) 中 那样 ,现在 让 我 们 考虑 一 个 类 似 积分 ;其 中 yw( 古 ) 和 
gp( 古 ) 分 别 由 p(T) 和 ww(T 代替 (w 和 w' 没 有 变化 !)， 在 这 个 积分 中 进行 变 
换 T",T，,… 一 厂 ,T,,… ,并 利用 细致 平衡 原理 (2.3) ,我 们 有 


[fv oY aT = /ff tp) -wh +t)] x 


x[(po'+p)-(P+eD)]d (9.9) 
(其 中 已 经 应 用 了 (TT) = 有 (TT) ). 将 (9.8) 和 (9.9) 中 的 方 括号 展开 ,并 对 相 
应 项 进行 比较 ,我 们 看 到 两 个 积分 是 相等 的 . 在 进行 比较 时 ,必须 考虑 到 么 正 性 
关系 (2.9) , 它 给 出 ,例如 
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Aly +w)(op +4l)d T= | AR 人 ly +ywi)(g +gp1)dT 
(这 里 将 关系 式 (2.9) 应 用 到 对 变量 夏 生 "的 积分 ,被 积 表 达 式 中 仅 有 ww 和 ww! 
依赖 于 它们 ). 
因此 我 们 得 到 等 式 
| hor war = [fw I pdr. (9.10) 
我 们 注意 到 ,如 果 细 致 平衡 原理 以 其 简单 形式 (2.8) ,w =w' 成 立 , 则 (9. 10) 简化 
至 算 符 工 的 原 义 自 共 斩 : 
Aero)ar= AurCe)dr， (9.11) 
其 中 两 个 积分 都 包含 相同 变量 丁 的 聘 数 gg 和风 ( 当 w=w’ 时 根据 表达 式 (9. 8) 
这 是 立即 显而易见 的 ). 
回 到 动 理 系数 ,我 们 在 (9.7) 第 一 个 积分 中 作 变 换 太一 三 ,并 注意 到 
L(T')= +L,(T), (9.12) 
上 面 和 下 面 的 符 叶 分 别 与 黏度 和 热 导 率 相 对 应 . 我 们 现在 应 用 关系 式 (9.5) 和 
(9.10). 在 (9.10) 中 ,我 们 可 以 用 对 芽 积分 来 代替 对 械 的 积分 ;这 显然 并 不 影 
响 积 分 值 ， 我 们 有 


[hesLsdT = + [fe &。)d 太 = 
= 十 | fig gn) ar 3 | Re)dr 


现在 在 右边 作 变 换 厂 一 个 ,并 考虑 到 (9. 12) ,我 们 就 可 得 到 所 需求 的 结果 
(9.7). 

动 理 系数 也 必须 满足 从 入 增加 原理 得 出 的 条 件 ; 特 别 是 “对 角 " 系 数 y,, 必 
须 为 正 . 因为 动 理 方程 保证 了 业 增 加 , 当 动 理 系 数 是 由 该 方程 计算 出 时 ,自然 就 
必定 满足 这 些 条 件 . 

炉 增 加 可 用 不 等 式 表达 为 


a [nf: cADAr >0 
( 见 8$4). 这 里 用 
/=h(1+ 装 )，C0 = 站 TO 
代入 ,我 们 有 
[AcOar -地 [Anfl +t)100) dr >0. 


第 一 个 积分 恒 等 于 零 ;在 第 一 个 积分 中 ,因为 X 很 小 ,in(1 +X/T) ~X/T, 所 以 我 
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们 求 得 
= [fxix) ar >0. (9.13) 


这 个 不 等 式 保证 了 动 理 系数 的 必要 性 质 . 特别 是 , 当 X =g, 时 , 它 表达 了 y。 为 正 
的 事实 . 


$10 ” 动 理 方程 的 近似 解 


由 于 分 子 ( 尤 其 是 多 原子 分 子 ) 相 互 作 用 定律 ( 它 确 定 碰 撞 积 分 中 的 函数 
20) 的 复杂 性 ,对 于 具体 气体 来 说 ,实际 上 甚至 不 能 以 严格 形式 写 出 其 玻 尔 效 曼 
方程 . 而 且 ,即使 在 作出 关于 分 子 相互 作用 性 质 的 某 些 简 单 假设 的 条 件 下 ,由 于 
动 理 方程 数学 结构 的 复杂 性 ,一般 不 可 能 以 严格 解析 形式 进行 求解 ;甚至 连 线性 
化 方程 也 属于 此 情况 . 因此 ,关于 求 玻 尔 兹 曙 方 程 近似 解 的 相当 有 效 方法 ,在 气 
体 动 理学 理论 中 具有 特殊 意义 . 这 里 将 应 用 于 单 原子 气体 的 这 种 方法 的 原理 盖 
述 如 下 (S.Chapman ,1916 ) . 

我 们 首先 考虑 热传导 问题 ,对 于 单 原子 气体 ,分 子 热 容 c, =5/2, 线 性 化 方 
程 (7. 3) 变 成 


-3 (6 =1(g), (10.1) 
其 中 B=m/(27) ;线性 积分 算 符 I(g) 由 
1(g) = vfs +g'1-g-8)dpido (10.2) 
定义 ,相当 于 碰撞 积分 (3.9) , 而 平衡 分 布 函数 是 中 
fi(v) -NB -er (10.3) 
mn 


近似 求解 方程 (10. 1) 的 一 种 有 效 方法 是 以 将 所 求 函 数 用 互相 正 交 函数 的 
完备 组 进行 展开 为 基础 的 , 索 宁 多 项 式 作为 正 交 函数 可 能 具有 特殊 优点 (D. 
Burnett ,1935 ). 索 宁 多 项 式 由 下 列 公 式 包 


号 由. 证 -rd —% r+s 
SU rr (10.4) 
定义 ,其 中 r 是 任何 数 ,s 是 正 整数 或 零 . 特别 是 ， 
So=1, Si (x)=r+l—x. (10.5) 


Q@ ”分布 函数 到 处 被 认为 定义 于 动量 空间 然而 ,这 并 不 妨碍 为 了 方便 起 见 把 它 用 速度 s = p/m 来 
表达 . 
@@ 它们 与 广义 拉 盖 尔 多 项 式 仅 相差 轨 一 化 和 附 标 的 编号 : 


UE 


(r+s)! ‘rts 
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对 于 给 定 r 和 不 同 *, 这 些 多 项 式 的 正 交 性 质 是 


| e “x'S'(x)S’ (x)dx = “ts,. 


(10.6) 
我 们 将 寻求 (10. 1) 的 解 为 展开 式 
g(v) = An 5 hssnl pr). (10.7) 


通过 略 去 s=0 的 项 ,我 们 自动 满足 (7.4) 的 积分 为 零 的 条 件 ,因为 具有 s=0 和 
s 关 0 的 多 项 式 是 正 交 的 . (10.1) 左 边 括号 中 的 表达 式 是 多 项 式 $5,(Bv ) ,因此 
这 个 方程 变 成 


-vb S3( Br ) = 所 > A,I( vb S3,). (10.%) 


以 wf,(v)S',(Bv) 对 两 边 进行 标 乘 并 对 dp 积分 ,我 们 得 到 一 组 代数 方程 
> gh, = di 1=1,2,.…, (10.9) 


ss 二 上 


其 中 





,= -车 [io Shallv Sia) dp = 8 
这 里 采用 了 下 列 记号 : 
{F,C}= IAAEA, lg -vA(F)A( GCG) dpdp dc， (10.11) 
A(F)=F(y') +F(y'") -Fv) -Fa z 


(10.9) 中 没有 ! = 0 的 方程 ,因为 ,由 于 动量 守恒 :A(vS3,) = A(v)=0, 而 有 
au =0. 热 导 率 可 通过 将 (10.7) 代 人 积分 (7.7) 而 予以 计算 . 条 件 (7.4) 表 明 这 


个 积分 (具有 se = ) 可 以 写成 下 列 形 式 





S; ,9 S:,, }, (10.10) 


-3 Asia(Bo)e « gd'p, 
结果 是 
pe (10.12) 


方程 组 (10.9) 右边 和 表达 式 (10.12) 的 简单 性 ,显示 出 用 索 宁 多 项 式 进 行 展开 
的 优 扣 . 
对 于 黏度 的 计算 是 完全 类 似 的 . Re 6) 的 下 列 形式 的 解 : 


Bop 一 - 蒜 ( vg -3 6 + > BS; (Br ). (10. 13) 


N’ 
代入 (8.6) 并 乘 以 
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LS (pr) (v0 $08), 


和 对 dp 积分 导致 方程 组 
Dbbe50 Ta0l 2 (10.14) 
s=0 因 
其 中 
Bp’ y? , 2 
0 = vi{ (a0 ~ 30) Ss (00 -了 35]Sin (10.15) 


由 (8.9) 求 得 茜 度 为 
n= mB (10.16) 


通过 仅 保 留 展 开 式 (10.7) 或 (10.13) 中 开头 几 项 , 即 通过 人 为 地 使 方程 组 
终止 ,无 穷 方程 组 (10.9) 或 (10.14) 可 以 近似 求解 . 当 项 数 增加 时 ,近似 异常 迅 
速 地 收敛 :一 般 , 仅 仅 保 留 一 项 给 出 < 或 了 的 值 达 到 1% ~2% 的 精确 度 由 . 

我 们 将 证 明 , 对 于 单 原子 气体 的 线性 化 动 理 方程 ,利用 上 述 方法 的 近似 解 ， 
给 出 动 理 系数 值 肯定 小 于 由 方程 的 严格 解 会 得 出 的 值 . 

动 理 方程 可 以 写成 符号 形式 

1(g) =L, (10.17) 
其 中 函数 g 和 世 在 热传导 问题 中 是 矢量 ,而 在 黏 性 问题 中 是 二 阶 张 量 . 相应 的 
动 理 系 数 由 函数 g 作为 正比 于 积分 


- [fel 8)d’p (10. 18) 


的 一 个 量 确定 , 见 $9. 然而 ,近似 函数 g 满足 的 不 是 方程 (10. 17) 本 吴 , 而 仅 是 
积分 关系 


[fell 8) dp= [fed’p, (10. 19) 
根据 确定 g 的 展开 式 中 系数 的 方式 就 很 显然 . 
上 面 所 作 陈 述 由 “ 变 分 原理 ”立即 可 以 得 到 证 实 . 根据 变 分 原理 , (10. 17) 
的 解 在 满足 条 件 (10. 19) 的 函数 类 内 给 出 泛 孔 (10. 18) 的 一 个 极 大 . 这 个 原理 
的 有 效 性 通过 考虑 积分 
- [f(g-9) (8-9)dp 


容易 证 明 , 其 中 g 是 (10.17) 的 解 ,而 og 是 只 需 满足 条 件 (10. 19) 的 任何 试探 画 
数 . 根据 算 符 1 的 一 般 性 质 (9. 13) ,这 个 积分 是 正 的 . 展开 括号 ,我 们 写 出 


QD 然而 ,在 扩散 问题 中 ,尤其 是 热 扩散 问题 中 ,收敛 性 稍微 差 些 . 


8$10 动 理 方程 的 近似 解 .31 . 


外 | ATer(a) +pI(9) -pl(g) -SCp)}dp. 


因为 对 于 单 原子 气体 ,细致 平衡 原理 以 形式 (2. 8) 成 立 , 算 符 1 具 有 自 共 罗 性 质 
(9.11). 由 因此 ,括号 中 最 后 两 项 的 积分 相等 . 于 是 代入 1(8) = 上 给 出 ; 


- [ffgl(e) + oI(p) -291(8)}d’p = 


= - [ftel(e) +ol( 9) -21p}dp >0. 
最 后 ,利用 (10. 19) 变换 最 后 一 项 的 积分 ,我 们 求 得 
本 | Aser(e)dp> | Aere)dp， 

这 正 是 所 要 证 明 的 . 

有 一 个 情况 虽然 没有 任何 直接 物理 意义 ,但 具有 形式 上 的 重要 性 ,这 就 是 按 
照 U = ar 规律 相互 作用 着 的 粒子 组 成 的 气体 @G@ 这 种 情况 具有 下 列 性 质 ,对 
于 这 种 粒子 的 (由 经 典 力学 所 确定 的 ) 碰撞 截面 反比 于 相对 速率 " ,所 以 碰撞 积 
分 中 出 现 的 乘积 vdo 仅 依赖 于 散射 角 8 而 不 依赖 于 .该 性 质 容易 用 量 纲 论据 
予以 证 明 . 实际 上 ,截面 仅 依赖 于 三 个 参量 , 即 常量 a, 粒 子 质量 m 和 速度 ，. 从 
这 些 参量 我 们 不 能 构成 任何 量 纲 为 1 的 组 合 ,而 仅仅 一 个 具有 面积 量 纲 的 组 合 
(avi2 ,因此 它 必然 正比 于 截面 . 截面 的 这 个 性 质 极 大 地 简化 了 碰撞 积分 
的 结构 ,使 得 寻求 对 热传导 和 黏 性 问题 的 线性 化 动 理 方程 的 严格 解 成 为 可 能 . 
结果 发 现 ,这 些 解 正好 是 展开 式 (10.7) 和 (10. 13 ) 中 的 首 项 . @ 


习 题 


1. 求 单 原子 气体 的 热 导 率 ,在 展开 式 (10.7) 中 仅 保 留 首 项 . 
解 :用 展开 式 的 首 项 ,方程 (10.9) 化 为 4 =15/(4al1). 为 计算 1=s=1 时 的 
积分 (10. 10) ,我 们 用 两 个 原子 的 质心 速度 和 相对 速度 来 表达 w ,9 0 0 1 


1 1 ， 
Ve? 十 世 1) = 十 他 1)， 


4 =1 YI, Y= 一 2 1， 


Q@ 必须 强调 如 上 所 述 的 变 分 原理 依赖 于 这 种 情况 ,而 当 细 致 平衡 原理 仅 具 有 其 最 一 般 形式 (2.3) 
时 是 不 成 立 的 . 

”这 种 气体 模型 的 动 理学 性 质 是 麦克 斯 书 (J.C. Maxwell(1866) ) 首先 讨论 的 . 

@ 文献 上 有 时 称 为 麦克 斯 韦 气 体 . 译 者 注 . 

多 《物理 大 全 》 中 瓦尔 德 曼 (1L. Waldmann ) 的 文章 [ Handbuch der Physik,12(1958),295] 的 §38- 
$40 给 出 这 种 情况 的 理论 的 详细 描述 . 

@@” 公式 (1) 一 (6) 应 归于 查 普 曼 和 恩 斯 库 格 . 
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v + =2V PR, 
1 2 T 9 
dpd'p,=m'"d Vd’v.. 
简单 计算 给 出 
A(vS3n) =A(Bvv) =B[(V vv-(V. vw.)v,]. 

求 这 个 表达 式 的 平方 并 对 六 的 方向 求 平均 ,我们 得 到 

2 2 
By ~- (v.90 ) VV = Vsin’0. 


对 4T 太 dy7 积分 并 对 9 的 方向 积分 (后 者 化 为 乘 以 4T)， 最 后 给 出 





Qi -8| | | exp| -sing gande: (1) 
k=75/(16a1,). (2) 
2. 和 题 1 相同 . 现在 是 求 黏 度 . 
解 :类 似 地 我 们 求 得 


B,=5/b%, 7 =5m/(4b0). 
在 积分 (10.15) 中 用 1=s=0, 求 得 


1 2 1 7 7 
Al oem -37 iu] = (VoD i 


7sin’0. 
对 d*V 积分 并 对 9 的 方向 积分 表明 bw = ai ,所 以 
7 =4mx/15. (3) 


对 于 单 原子 气体 ,每 个 分 子 的 热 容 c, =5/2; 因 此 运动 黏度 ?=mTLNm 与 温度 传导 
率 X=K/L(Nec,) 之 比值 ， 称 为 普 朗 特 数 ,在 这 个 近似 下 是 
v/X =27Z3 ， (4) 
而 不 管 什 么 样 的 原子 间 相 互 作用 定律 .也 
3. 认为 原子 是 具有 直径 为 d 的 弹性 硬 球 ,在 相同 近似 下 , 求 单 原子 气体 的 
热 导 率 和 黏度 . 
解 : 硬 球 对 硬 球 的 散射 相当 于 点 粒子 被 半径 为 d 的 不 可 入 性 球 的 散射 ;因此 


人 @ ”对 于 具有 相互 作用 律 VU =a/r* 的 气体 ,公式 (1) 一 (4) 变 成 严格 的 ,并 导致 下 列 值 
«k=3.04T( ma) -2 ,7 =0.817(mva) 


§11 轻 气体 在 重 气 体 中 的 扩散 .33 . 


IE 


64 人 瑟 9 


VmT =0.18 A (6) 











7 = 


16 3 
$11 轻 气 体 在 重 气体 中 的 扩散 


这 里 将 研究 两 种 气体 的 混合 物 中 的 扩散 现象 ,主要 讨论 容许 作 相 当 广 泛 详 
尽 的 理论 分 析 的 某 些 特殊 情况 . 

令 NW 和 AN, 表示 混合 气体 两 组 分 的 粒子 数 密度 , 而 令 混 合 气 体 的 浓度 用 
c=NWLN 表达 ,其 中 =N +AN2. N = P/T 相 联 
系 . 气体 压强 在 整个 体积 内 是 常量 ; 令 浓 度 和 温度 沿 * 轴 变 化 (通过 允许 有 温度 
变化 ,我 们 在 问题 中 包括 热 扩散 ). 

让 我 们 考虑 这 样 的 混合 气体 中 的 扩散 ,其 中 一 种 气体 (“ 重 "气体 ) 的 粒子 质 
量 远大 于 另 一 种 气体 (“ 轻 ”气体 ) 的 粒子 质量 . 假设 后 一 种 是 单 原子 气体 、 因 为 
平 动 的 平均 热能 (在 给 定 温度 下 ) 对 所 有 粒子 都 相同 , 重 分 子 的 平均 速率 远 小 于 
轻 分 子 的 速率 ,可 以 近似 认为 重 分 子 是 静止 的 . 当 一 个 轻 粒子 与 一 个 重 粒 子 碰 
撞 时 ,后 者 可 假设 为 保持 固定 不 动 ,而 轻 粒 子 的 速度 改变 方向 但 绝对 值 保持 
不 变 . 

本 节 中 我 们 将 考虑 混合 气体 中 轻 气 体 ( 气 体 1) 的 浓度 很 小 的 情况 . 因此 轻 
原子 之 间 的 碰撞 相对 来 说 很 稀少 ,我 们 可 以 假定 轻 粒 子 仅 与 重 粒 子 碰撞 . 名 久 

在 任意 气体 混合 物 的 一 般 情况 ,必须 对 每 个 组 分 粒子 的 分 布 函数 建立 一 个 
单独 的 动 理 方程 ,其 方程 右边 包含 给 定 组 分 粒子 之 间 的 碰撞 积分 以 及 该 组 分 粒 
子 与 所 有 其 它 组 分 粒子 之 间 的 碰撞 积分 之 和 . 然而 ,在 考虑 中 的 特殊 情况 ,方便 
的 是 从 头 开 始 推导 简化 的 动 理 方程 . 

所 寻求 方程 是 要 确定 轻 气体 粒子 的 分 布 函数 ,我 们 用 f(p,x) 表 示 . 利用 所 
作假 设 , 轻 粒子 和 重 粒 于 之 间 的 碰撞 并 不 影响 重 粒 子 的 分 布 , 在 扩散 问题 中 这 个 
分 布 可 认为 已 知 . 

设 6 为 轻 粒 子 的 动量 p =miv 的 方向 与 x 轴 之 间 的 夹 角 . 根据 问题 中 条 件 


人 ”为 阐明 递 次 近似 收敛 的 快速 程度 ,可 以 提 及 在 展开 式 (10.7) 和 (10. 13 ) 中 包括 第 二 项 和 第 三 
时 ,表达 式 (5) 和 (6) 分 别 乘 以 (1+0.015 +0.001) 和 (1 +0.023 +0.002). 

@@ ”这 个 气体 模型 的 动 理 学 理论 是 由 洛 伦 兹 (HH. A. Lorentz(1905) ) 首先 发 展 的 . 

@@、 文 献上 有 时 将 这 种 混合 气体 称 为 洛 伦 兹 气体 . 译 者 注 . 
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的 对 称 性 ,很 明显 ,分 布 函数 将 仅 依赖 于 9( 以 及 依赖 于 变量 p 和 x). 设 dc = 
F(p,a)do' 表 示 这 样 的 碰撞 截面 :由 于 碰撞 的 结果 ,具有 动量 p 的 轻 粒 子 动量 变 
为 p' =mi v9 ' ,其 方向 位 于 立体 角 元 do' 内 ,a 是 p 和 p'( 其 绝对 值 相同 ) 之 间 的 夹 
角 . 每 单位 路 径 长 度 上 粒子 发 生 这 种 碰撞 的 概率 是 N,do ,其 中 N 是 重 粒 子 的 
数 密度 ;每 单位 时 间 的 概率 通过 乘 以 粒子 速率 而 求 得 :N,vdo. 

让 我 们 考虑 给 定单 位 体积 中 具有 动量 ,绝对 值 在 给 定 区 间 dp ,方向 位 于 立 
体 角 元 do 内 的 粒子 . 这 种 粒子 的 数目 是 fd p =f(p,0,x)p dpdo. 由 于 碰撞 ,这 
些 粒 子 中 每 单位 时 间 内 有 

fl(p,0,x)p dpdo.， N,vF(p,a)do’ 
个 粒子 取得 动量 p' 方 向 位 于 do 因此 ,动量 改变 方向 的 粒子 总 数 是 
dp | Nfl(p,0,x)F(p,a)do" 
相反 地 ,处 于 dp' =p”dp'do' 的 粒子 中 有 
flp',0',x)p” dp'do’ * N,v'F(p’',a)do 

个 粒子 取得 速度 方向 位 于 do 内 . 因为 p' =p, 碰 撞 的 结果 取得 速度 处 于 dp 内 
的 粒子 总 数 是 


dp | Naof(p,0",%)F(p,a) do 
因此 ,dp 中 粒子 数 的 变化 是 差 值 
dip* Nav { FCpso) [A ps0°,%) -fp,0,x)1do" 
另 一 方面 ,这 个 变化 必须 等 于 对 时 间 的 全 导数 


3 df _ 3 _ 13 af 
dp r=dp(v V)) =dp ,0s 6. 


两 个 表达 式 相 等 给 出 所 寻求 的 动 理 方程 
VCOS 9 Y= No | Flp,a) [f(p,0' ,x) -f/f(p,0,x)1do'= 


三 C(/). (11.1) 
我 们 注意 到 ,对 于 并 不 依赖 于 p 的 方向 的 任何 分 布 函数 1, 上 式 右 边 都 为 零 ; 这 与 
玻 尔 兹 曼 方 程 的 情况 不 同 , 后 者 只 有 对 麦克 斯 韦 分 布 吗 数 太 ,右边 碰撞 积分 才 为 
零 . 这 是 因为 假设 轻 粒 子 被 重 粒 子 散 射 中 动量 的 绝对 值 不 改变 :这 种 碰撞 显然 
使 轻 粒 子 的 任何 能 量 分 布 处 于 定 态 . 实际 上 ,方程 (11. 1) 仅 相当 于 关于 小 量 
mi/ms 的 零 级 近似 ,而 在 高 一 级 近似 下 会 出 现 能 量 弛 瑰 . 
如 果 浓 度 和 温度 梯度 不 是 太 大 (这 些 量 在 平均 自由 程 量 级 的 距离 上 仅 有 赂 
微 变 化 ) , 则 可 寻求 /为 下 列 和 的 形式 : 
f=fo(Pp,*) + 6f(Pp,0,x), 
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其 中 8f 是 对 局 域 平衡 分 布 函 数 矿 的 小 校正 , 它 对 于 c 和 7 的 梯度 是 线性 的 . 我 
们 照样 地 也 寻求 5f 的 下 列 形式 : 

8f=cos0.:g(p,x), (11.2) 
其 中 g 仅 是 p 和 x 的 函数 . 将 它 代 入 (11.1) ,在 左边 仅 保 留 态 的 项 就 够 了 ;在 碰 
撞 积 分 中 ,含有 的 项 消失 了 ， 


CUD) =gNo | F(psa) (cos 9 ~ cos 9)do' 


函数 g 不 依赖 于 角度 ,已 将 它 放 到 积分 号 外 . 
这 个 积分 可 简化 如 下 . 我 们 选 动量 p 的 方向 作为 角度 测量 的 极 轴 . 设 ep 和 
9p' 是 x 轴 和 动量 p' 相 对 于 这 个 极 轴 的 方位 角 . 因此 
cos 0' =cos bcos a + sin Osin wawcos(P -09'). 
立体 角 元 do' = sin adady', 因为 a 是 动量 p' 的 极 角 . 对 dp' 积 分 后 , 含 
cos(g -9p') 项 的 积分 给 出 为 零 . 结果 是 
C(f) = -No(p)vacos 0= -Noi(p)2SH， (11.3) 
其 中 引进 记号 
o.(p) =2m | F(p,a)(! -cos a)sin ada = je -cosa)do, (11.4) 


量 o, 称 为 碰撞 的 输 运 截面 . 
由 (11. 1) ,我 们 现在 求 得 
1 县 
No, Ox 
根据 定义 ,扩散 流 i 是 混合 物 中 一 个 组 分 (在 这 个 情况 是 轻 组 分 ) 的 分 子 流 
密度 . 它 可 以 由 分 布 涌 数 计算 为 下 列 积分 





g(p,x%) = — (ll:5) 





和 | edp， (11.6) 
或 者 ,因为 矢量 i 的 方向 是 沿 x 轴 . 
让 一 [eos 0. jdp= | eos’0 。 gb0d (11.7) 
(在 对 角度 积分 时 , 含 的 项 消失 了 ). 用 (11.5) 代 入 给 出 
.13 fveos'0 ， _ 
ep 
1 9 fjov 
3N, ox) oP 
这 个 表达 式 可 写成 


1 0 v 
et A et a 
"3N, sal | 加 


其 中 ( 表示 对 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 最 后 ,我 们 应 用 浓度 c = WAN 一 NAN， 
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(因为 按 假 设 N >> Ni ) ,并 近似 地 用 N = PAT 来 代替 N,， 考虑 到 压强 为 恒定 量 ， 
我 们 求 得 结果 为 


i ie aC 08) 


这 个 结果 要 与 对 于 扩散 流 的 唯 象 表 达 式 
Re -ND|{ ve+ Fv) (11.9) 
进行 比较 , 它 定义 扩散 系数 D 和 热 扩 散 比 i; 乘积 D; = Dk,; 是 热 扩 散 系 数 ( 见 第 
六 卷 , 8$ 58). 由 因 而 我 们 求 得 





= 二 (wa)》， (11.10) 
/ 
1 a (11.11) 


不 均匀 加 热气 体 中 的 扩散 平衡 ,形成 使 扩散 流 i =0 的 浓度 分 布 . 使 (11. 8) 
中 大 括号 内 的 表达 式 等 于 常量 ,我 们 得 到 
了 
ee (11.12) 
假设 截面 o, 不 依赖 于 速度 ,并 注意 到 《4v〉~ (7T/m)”, 我 们 发 现 对 于 低 浓 度 轻 
气体 的 混合 物 ,在 扩散 平衡 中 ,该 浓度 正比 于 v7, 即 轻 气 体 浓 集 于 温度 高 的 
区 域 . 
扩散 系数 数量 级 上 是 : 
D~ul, (11.13) 
其 中 5 是 轻 气体 分 子 的 平均 热 速 率 , 而 1~1/( No) 是 平均 自由 程 .这 个 公式 有 
一 个 众所周知 的 初级 推导 方法 . 每 单位 时 间 通 过 垂直 于 x 轴 的 单位 面积 从 左 方 
流向 右 方 的 气体 1 的 分 子 数 ,数量 级 上 等 于 乘积 N15, 其 中 密度 N, 必须 在 离 该 
面积 左 方 距离 ! 处 取 , 即 在 这 样 的 点 气体 分 子 能 不 经 受 碰撞 而 达到 该 面积 .我 
们 类 似 地 求 得 通过 同一 面积 从 右 方 流向 左 方 的 分 子 数 ,而 两 者 之 间 的 差 值 给 出 
扩散 流 : 
_dN; 
~N(x-l)v-N(x+i)v~ -Bb 


它 给 出 (11. 13) . 包 


中 热 扩 散 现 象 是 由 恩 斯 库 格 (Enskog(1911) ) 对 混合 气体 的 正好 这 个 模型 所 预示 的 . 

@ 扩散 .热传导 和 黏 性 是 由 同一 机 理 , 即 直接 的 分 子 输 运 引起 的 ,热传导 可 以 认为 是 "能量 的 扩 
散 ”, 而 黏 性 可 以 认为 是 “动量 的 扩散 ”因此 我 们 可 以 断言 ,扩散 系数 九 ` 温度 传导 率 Y = k/wco 和 运动 黏 
度 v=n/Nm 具有 相同 数量 级 ;这 导致 对 于 热 导 率 的 公式 (7. 10) 和 对 于 黏度 的 公式 (8. 11). 
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现在 让 我 们 考虑 相反 的 极限 情况 ,混合物 中 重 气 体 的 浓度 很 小 的 情况 . 在 
这 种 情况 ,扩散 系数 可 以 间接 地 进行 计算 ,无 需 应 用 动 理 方程 . 就 是 说 ,通过 寻 
求 重 气体 粒子 的 迁移 率 来 计算 ,认为 这 个 气体 处 于 外 场 中 . 迁移 率 4 与 相同 粒 
子 的 扩散 系数 由 熟知 的 爱 因 斯 坦 关系 
D=6T (12.1) 
相 联 系 ( 见 第 六 卷 ，§ 59). 
根据 定义 ,迁移 率 是 气体 粒子 在 外 场 中 获得 的 平均 速度 Y 与 场 对 粒子 所 施 
加 的 力 之 间 的 比例 系数 : 
V=bf. (C122 
而 速度 Y 在 给 定 情况 下 由 力 f 与 轻 粒 子 施加 于 运动 重 粒 子 的 阻力 f. 相互 平衡 
的 条 件 来 确定 , 重 粒 子 之 间 的 碰撞 可 以 忽略 ,因为 重 粒 子 相 对 来 说 很 少 ， 同时， 
轻 粒 子 的 分 布 函 数 是 麦克 斯 韦 分 布 : 


N, miv 
hm nm -于 
其 中 m, 是 一 个 轻 粒 子 的 质量 . 
让 我 们 考虑 具有 速度 Y 的 一 个 特定 重 粒子 ,并 取 与 该 粒子 一 起 运动 的 坐标 
系 , 令 v 表示 轻 粒 子 在 此 新 坐标 系 中 的 速度 . 在 此 坐标 系 中 轻 粒 子 的 分 布 郴 数 是 
及 (v + Y) ;与 (6.9) 比较. 假设 Y 很 小 ,我 们 可 以 写 出 


(12.3) 





flv +W) ~ de -) 

所 寻求 的 阻力 f. 可 以 这 样 来 计算 ,把 它 看 成 轻 粒 子 与 重 粒 子 碰撞 时 单位 时 

闻 内 轻 粒 子 传递 给 该 重 粒子 的 总 动量 . 碰撞 中 重 粒子 不 动 , 即 参考 系 不 改变 . 

轻 粒 子 携带 动量 mvwi; 伐 撞 后 ,其 动量 转 过 一 角度 a, 它 带 走 平均 动量 

mi v9 cos gq， 在 这 种 碰撞 中 传递 给 重 粒 子 的 平均 动量 因此 是 mv (1 -cos a). 这 

个 量 乘 以 具有 速度 v 的 轻 粒子 流 ,再 乘 以 这 种 碰撞 的 截面 do ,并 进行 积分 ,我 们 
得 到 传递 给 重 粒子 的 总 动量 为 


f. =n ae +V)vvo,d'p, 


其 中 再 次 应 用 了 (11.4) 的 记号 ， 当 用 (12.3) 形 式 的 fh(v +V) 代 入 时 ,第 一 项 在 
对 v 的 方向 积分 时 给 出 为 零 的 结果 , 剩 下 


一 -好 [AD V. v )v vad p, 
或 者 ,对 wv 的 方向 求 平均 ， 
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2 
TL 


f.= -本 [foo = 一 人 
3 0 t p= i 


其 中 角 插 号 ( ) 再 次 表示 对 寻常 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 最 后 ,注意 到 在 这 个 情 
况 N, >> N, ,我 们 写 出 Ni=AN=P 了 ,所 以 


Vlow ), 


m-P 
f£.= er 


令 阻 力 与 外 力 f 之 和 等 于 零 , 由 (12.2) 我 们 求 得 迁移 率 5, 于 是 所 求 扩 散 
系数 为 
37 
OD (12.4) 
至 于 为 了 计算 这 种 情况 的 热 扩 散 系 数 , 必 须知 道 存在 温度 梯度 情况 下 轻 气 
体 粒 子 的 分 布 函数 . 因而 热 扩 散 系 数 这 里 不 能 以 一 般 形式 进行 计算 . 
数量 级 上 D ~5/Noa ,其 中 5~ YTAmi ,如 (11. 13) 中 那样 是 轻 气体 分 子 的 平 
均 热 速率 . 因此 扩散 系数 的 数量 级 在 两 种 情况 下 是 相同 的 : 
D~T”/(oPm”). (12.5) 


习 题 
确定 两 种 气体 (一 个 轻 气体 和 一 个 重 气体 ) 混 合 物 中 的 扩散 系数 .认为 气体 
粒子 是 具有 直径 为 d， 和 d, 的 弹性 硬 球 . 
解 : 碰 撞 截 面 dg =n(d,+d,) do/167, 所 以 输 运 截面 or， = + d,)’,， 


在 这 个 情况 等 于 总 截面 g. 扩散 系数 是 
A 
(d, +d,) Pm 
其 中 mm 是 一 个 轻 粒 子 的 质量 而 A 是 数值 因数 . 当 轻 气体 的 浓度 很 低 时 , 按 
(11.10) 的 计算 给 出 
3/2 
| -0. 68. 
而 当 重 气体 的 浓度 很 低 时 . 按 (12.4) 的 计算 给 出 
A=3/(2 V2T) =0. 6. 
我 们 注意 到 在 两 种 极限 情况 下 4 的 值 很 接近 . 


$13 存在 外 场 时 气体 中 的 动 理 现象 
分 子 的 转动 自由 度 提供 一 种 机 理 , 使 外 磁场 或 外 电场 能 影响 气体 中 的 动 理 
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现象 . 由 在 磁场 情况 和 在 电场 情况 ,该 影响 具有 相同 性 质 , 我 们 将 首先 讨论 磁场 
中 的 气体 . 
转动 分 子 一 般 具 有 磁 矩 ,其 (量子 力学 意义 上 的 ) 平 均值 将 用 A 表示 . 我 们 
将 假设 磁场 很 弱 ,使 得 KB 和 远 小 于 分 子 能 级 的 精细 结构 间距 . 包 因 此 我 们 可 以 忽 
略 磁 场 对 分 子 态 的 影响 ,于 是 磁 矩 可 对 未 受 扰 态 进 行 计算 ， 对 于 我 们 将 考虑 的 
不 太 低 温度 的 情况 ,8 也 远 小 于 7; 这 使 我 们 能 忽略 磁场 对 气体 分 子平 衡 分 布 
函数 的 影响 . 
磁 矩 平行 于 分 子 的 转动 角 动 量 M ,可 写成 
A =YM. (13.1) 
分 子 的 经 典 转动 相应 于 大 的 转动 量子 数 ;因此 我 们 可 以 忽略 M 中 总 角 动 量 ( 包 
括 自 旋 ) 与 转动 角 动 量 之 间 的 差别 . 常 系数 7 的 值 依赖 于 分 子 的 种 类 及 其 磁 矩 
的 性 质 . 例如 ,对 于 县 有 非 零 自 旋 5 的 双 原 子 分 子 ， 
y ~ ou (13.2) 
其 中 js 是 玻 尔 磁 子 ,而 数 o =J 了 -天 是 总 角 动 量 量子 数 7 了 与 转动 角 动 量 量 子 数 天 
之 间 的 差 值 (o 取 值 5,S -1,…, -5) ;在 分 母 中 ,J 和 天 之 间 的 差别 不 显著 :M = 
#J jiK， 在 公式 (13.2) 中 假定 分 子 中 的 自 旋 - 轴 相 互 作 用 远 小 于 转动 能 级 间 
距 ( 洪 德 情况 b).® 
在 磁场 B 中 ,分 子 受到 力矩 x B 的 作用 . 在 其 影响 下 ,矢量 M 在 分 子 的 
“自由 "运动 中 不 再 是 常量 ,而 是 按照 


=pxB= -yBxM (13.3) 


变化 ,矢量 M 以 角速度 -7Y8 环绕 场 的 方向 而 旋 进 . 因此 动 理 方 程 左边 有 一 添 
加 项 ( 8f/3M)，* MM ,而 方程 变 为 
Yt. Y +y[MxB]: A =)). (13.4) 
分 布 函数 所 依赖 的 变量 三 必须 也 包括 离散 变量 o (如 果 有 这 种 变量 ,如 (13.2) 
中 那样 ) , 它 确定 磁 矩 的 值 . 

在 热传导 和 黏 性 问题 中 ,我 们 再 次 采用 接近 平衡 的 分 布 ,并 将 它 表 达成 


Q@ ”这 个 机 理 是 卡 甘 和 马克 西 莫 夫 (IO. M. Kara8, A. A. MakcHMoB(1961) ) 指 出 的 ,他 们 还 推导 了 本 
节 所 给 出 的 结果 . 

@ 应 注意 到 ,宏观 电动 力学 中 ,磁场 (对 物理 上 无 穷 小 体积 ) 的 平均 值 称 为 磁感应 强度 并 用 B 表 
示 . 当 介 质 密度 如 气体 中 那样 低 时 ,磁化 作用 可 以 名 路 ,于 是 矢量 B 与 宏观 磁场 强度 BH 一 致 . 

@ 利用 第 三 卷 ,$ 113 ,习题 3 推出 的 (关于 情况 4 的 ) 严 格 公式 ,在 和 外 很 大 而 且 具 有 给 定 差 值 
J -天 的 极限 下 ,就 可 得 出 公式 (13.2). 因此 轨道 角 动 量 4 的 贡献 (为 1/J 的 高 一 阶 小 量 ) 可 以 忽略 . 
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f=f(1 +X/T). (13.5) 
我 们 首先 将 证 明 , 动 理 方程 中 并 不 出 现 含 fA9M 的 项 .的确 , 因 为 及 仅 依赖 于 分 
子 的 能 量 e( 本) ,而 3e/9M 等 于 角速度 2, 我 们 有 
y[IMxB]: =y( LMxB] ， 0p) (13.6) 
对 于 转子 和 球形 陀螺 等 类 型 的 分 子 ,M 和 02 是 平行 的 ,(13.6) 的 表达 式 恒 等 于 
零 . 其 它 情况 下 ,在 对 迅速 变化 着 的 相位 求 平均 后 , 它 变 为 零 , 此 必然 性 曾 在 $1 
中 阅 明 过 .， 当 对 称 陀螺 分 子 或 不 对 称 陀 螺 分 子 转动 时 ,分 子 本 喘 的 轴 的 方 句 及 
其 角速度 2 的 方向 都 迅速 变化 . 按 所 述 的 方法 取 平 均 后 ,02 仅 能 保留 治 恒 定 矢 
量 M 方向 的 分 量 2 ,而 对 于 这 个 分 量 ,乘积 (AM xB) :02% =0. 
动 理 方 程 中 剩余 项 类 似 于 $7 或 §8 中 的 方式 作 变 换 . 例如 ,在 热传导 问题 
中 ,我 们 求 得 方程 
ae(T)-c,T 
一 
我 们 再 次 来 求 这 个 方程 的 形式 为 X=g - VT 了 的 解 , 但 是 现在 不 是 拥有 两 个 ,而 是 
拥有 三 个 矢量 :vp ,MM,B ,可 以 用 来 构造 拓 量 函数 g( 丁 ). 外 场 在 气体 中 引起 一 个 
独特 方向 . 因此 ,热传导 过 程 变 成 各 向 异性 的 ,而 标量 系数 k 必须 用 热 导 率 张 量 
Ke 来 代替 ,由 它 确定 热流 的 方程 是 


VT=-y[MxB]: + IX). (13.7) 


qe = ~ Koga (13.8) 
B 
张 量 ke 由 分 布 函数 用 下 列 积分 来 计算 ， 
Kog = -5 | fev,gadT, (13.9) 


出 (7.3). 
依赖 于 矢量 B 的 二 阶 张 量 的 一 般 形 式 是 
Kog = Kg + Kib,bs + Kseogy by, (13.10) 
其 中 5 =B/B,e,s, 是 反对 称 单位 张 量 ,而 ,x, ,ks 是 依赖 于 场 强 B 的 标量 . 张 量 
(13.10) 显 然 具 有 下 列 性 质 :中 
Ka( B)= «kp.( ~ B). (13.11) 
表达 式 (13.10) 相 应 于 热流 
gqg= -kVT-rxnb(b:vyvT)-xlYTxb]. (13. 12 ) 
这 里 最 后 一 项 是 所 谓 奇 效应 :热流 的 这 个 部 分 跟随 场 的 变 呈 而 变 号 . 


@ ”这 个 性 质 表 达 了 存在 磁场 情况 下 动 理 系数 的 对 称 性 . 对 于 目前 这 个 情况 ,这 是 由 于 仅 存 在 一 个 
矢量 5, 借 此 能 构造 出 张 量 ks 的 必然 结果 . 
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方程 (13.7) 右 边 积分 项 I(x) 由 公式 (6.5) 给 出 . 在 其 被 积 函 数 中 包含 函数 
矿 , 它 正比 于 气体 密度 N. 分 离 出 这 个 因数 ,并 将 方程 两 边 除 以 此 因数 ,我们 发 现 
w 仅 出 现在 与 场 的 组 合 BAN 和 与 温度 梯度 的 组 合 V TAN 中 . 因此 很 明显 ,函数 
JoX =fg， VT 将 仅 通过 比值 B/N 的 形式 而 依赖 于 参量 NN 和 有; 积分 (13.9) 也 将 
仅 依赖 于 这 同一 个 量 ,因此 (13.12) 中 的 系数 k,ki ,xs 也 将 如 此 . 密度 N( 在 给 
定 温度 下 ) 正 比 于 气体 压强 P. 因而 磁场 中 气体 的 热 导 率 仅 通过 比值 B/P 而 依 
束 于 场 强 和 压强 . @ 

当 B 增 加 时 ,方程 (13.7) 右 边 第 一 项 增加 ,但 第 二 项 不 变 . 因此 很 显然 , 当 
8B 一 % 时 ,方程 的 解 必然 是 仅 依赖 于 磁场 方向 (而 不 依赖 于 其 大 小 ) 的 函数 ,从 而 
这 个 函数 应 该 使 方程 中 的 M xB. /3M 项 恒 为 零 , 因 此 当 8 一 w 时 ,同样 还 有 
系数 k ,x ,nk 趋向 于 不 依赖 于 五 的 恒定 极限 . 

关于 磁场 中 气体 黏度 的 处 理 是 类 似 的 . 相应 的 动 理 方程 是 


(mo -8 ) Vy =100 -y[MxB]: pr (13. 13) 


参见 (6.19). 要 寻求 形式 为 Y = gosVis 的 解 . 代替 原来 的 两 个 黏 性 系数 9 和 《， 
现在 我 们 必须 应 用 一 个 四 阶 张 量 mes，, 它 确定 黏 性 应 力 张 量 : 

op =TopysY 53 (13.14) 
按 定 义 , 张 量 mw 是 对 两 组 下 标 a,B 和 YY,6 为 成 组 对 称 的 . 对 于 已 知 函 数 X, 该 
张 量 的 分 量 可 计算 出 为 


My | mv vefog yedf. (13.15) 
这 样 求 得 的 黏度 张 量 必 然 会 满足 条 件 
Nagys( B) = 7 ysop ( -B), (13. 16) 
它 表 达 了 动 理 系数 的 对 称 性 . 


用 矢量 5=B/B( 以 及 单位 张 量 8 和 ee。 ) ,我 们 可 以 构造 出 具有 msgs 的 对 
称 性 质 的 下 列 独立 张 量 组 合 : 

(1) 5。.5o + S65p,, 

(2) 688,s, 

(3) B80,babs + Bg,babs + 56sbab 

(4) Sab,bs + 8,sb,bg, | (13.17) 

(5) bbeb,b;, 

(6) bps + be,dos + basdp, + bpsdo,, 

(7) bbobs + bababs + bsbpb, + basbab,, 


By oa Y 


tt sb.b, 


QD 磁场 中 气体 热 导 率 的 变化 称 为 森 夫 特 利 本 效应 . 
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其 中 bs = -bo = ewsy,b,， 在 除 (4) 以 外 的 所 有 这 些 组合 中 ,(13. 16) 的 对 称 性 质 
是 从 它们 对 两 组 下 标 a,B 和 y,6 的 成 组 对 称 性 而 自动 得 出 的 ;而 (4) 中 两 项 正 
是 为 了 满足 条 件 (13. 16 ) 而 组 合 起 来 的 . @ 
与 (13. 17) 的 张 量 数目 一 致 ,磁场 中 的 气体 一 般 具 有 七 个 独立 的 黏 性 系数 . 
这 些 可 以 定义 为 关于 车 性 应 力 张 量 的 下 列表 达 式 中 的 系数 : 
sa = 27| Vy -本 8wv ， y] Ped sv 


+n (2Vs — BagV * V+ BaV,sb,bs -2V.,0,b 


aB" 76 ay 7 BpB 


-2V6b,bs + bbaV + V+b, baV,sb,bs) + 


By “7 a 有 75 


+292( 耻 Op6 + Va,b,b, — 20.boV,sb,bs) + 


ay yy By’Y aB” vy6 
+n( Vo bp t Vb = Vb babs — Vababe be) + 
+2714( Vsbo,bpbs + Vsbpbabs) tii( SaV,sb,bs + bbav 了)， 
(13.18) 
其 中 Vs 定义 于 (6.12). .上述 表达 式 是 这 样 构造 的 ,使 得 7”,m,,… ,ms 是 这 类 张 
量 的 系数 ,它们 对 下 标 a,B 进行 缩 并 时 给 出 为 零 ;:* 和 是 具有 非 零 迹 的 张 量 
的 系数 ,可 称 为 第 二 黏 性 系数 . 我 们 注意 到 它们 不 仅 包含 标量 Y . ,而且 还 包 
含 6 5 (13. 18) 中 的 开头 两 项 对 应 于 应 力 张 量 的 通常 表达 式 , 所 以 了 和 * 是 
寻常 条 性 系数 . 
我 们 注意 到 , 张 量 ke 和 76pys 必 然 是 真 张 量 ,因为 它们 满足 反 演 对 称 的 条 
件 . 因此 ,( 对 于 立体 异 构 材料 的 气体 ) 放 弃 这 个 条 件 不 会 导致 任何 新 项 的 出 现 . 
然而 ,这 种 放弃 会 导致 新 效应 出 现 , 有 一 个 归 因 于 速度 梯度 的 热流 g “和 
归 因 于 温度 梯度 的 黏 性 应 力 r““ ” 这 些 所 谓 交 扰 效应 由 下 列 公 式 描 述 : 
呈 
其 中 ce 和 au 是 三 阶 张 量 ,它们 对 由 喜 号 分 开 的 下 标 对 是 对 称 的 . 用 $9 中 那 
样 选 出 的 x。 和 XX,, 动 理 系 数 yw 和 ?yw 是 Te, 和 了 ay 于 是 昂 萨 格 原理 表明 ， 
存在 磁场 情况 下 我 们 必须 有 
Tas,(B)=¢, se( -B). (13.20) 


:ICTY 
OU op 一 


9 6 —a (13.19) 


这 种 张 量 的 一 般 形式 是 

og,y = QD bgb, + asb, dg + as (bsp, + bd) +a bo,bs + be,b,)- 
(13.21) 

这 个 表达 式 中 的 所 有 项 都 是 尾 张 量 ,所 以 带 有 这 些 系 数 的 关系 式 (13. 19) 在 反 


位 


QD 不 必要 写 下 带 两 个 bs 因子 的 项 的 组 合 :因为 两 个 张 量 ee 的 乘积 化 至 张 量 Se 的 积 , 这 种 组 合 会 
化 至 (13. 17) 中 已 经 包括 的 那些 组 合 . 
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演 下 不 是 不 变 式 . 

现在 让 我 们 简要 地 考虑 ,存在 电场 的 气体 中 的 动 理 现象 . 我 们 选用 由 对 称 
陀螺 类 型 的 有 极 分 子 ( 即 具 有 偶 极 矩 4 的 分 子 ) 构 成 的 气体 在 电场 中 ,有 力矩 
d xEE 作用 于 有 极 分 子 , 所 以 动 理 方程 包含 一 项 


M.- = ldxE]: 有 


d 的 方 同 沼 分 子 轴 , 与 其 转动 角 动 量 好 无 关 . pd 由 于 陀螺 轴 绕 恒定 矢量 MM 
的 方向 迅速 旋 进 , 对 此 求 平均 的 结果 ,上 述 项 中 仅 保留 沿 M 的 分 量 d, 从 而 变 成 


y[M xE]: 2 (13.22) 


其 中 Y=od/M, 并 且 变 量 ol(d 和 了 J -1 至 +1 的 一 
系列 连续 值 . 表达 式 (13. 22 ) 与 磁场 情况 中 相应 项 的 差别 仅 在 于 用 五 代替 了 了 3. 
于 是 所 有 前 述 的 动 理 方程 以 及 由 此 得 出 的 结论 仍然 适用 . 由 

然而 ,有 一 个 差别 起 因 于 下 列 事实 :电场 E 是 真 矢量 而 非 履 和 拓 量 ,不 受 时 间 
反 演 的 影响 .因此 ,对 于 热 导 率 张 量 和 黏度 张 量 的 昂 萨 格 原 理 这 里 表达 为 : 

Kas( E) = Kp E), Nagys ( E) = nys0p( E), (13.23) 

而 不 是 (13.11) 和 (13. 16) 那 样 . 相应 地 ,表达 式 (13.10) 和 (13.18) 中 xk, 三 0 和 
m3 = m4 三 0( 其 中 现在 85=E/E).@ 同 时 , 交 扰 效应 不 仅 在 立体 异 构 气 体 中 是 可 能 
的 ,对 此 表达 式 (13. 21) 完 全 适用 ,而 且 在 非 立 体 异 构 分 子 的 气体 中 也 是 可 能 
的 : 带 有 as=0 的 表达 式 (13. 21 ) 现 在 是 一 真 张 量 . 
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气体 的 动力 学 运动 方程 ,考虑 到 热传导 和 内 摩擦 过 程 ,包含 热流 4(《 能 流 4 
的 耗 散 部 分 ) 和 黏 性 应 力 张 量 o's (动量 流 巡 Ts 的 耗 散 部 分 )， 当 & 和 zw 已 经 
用 气体 中 的 温度 梯度 和 速度 梯度 表达 时 ,这 些 方程 获得 实际 意义 . 然而 ,通常 的 
表达 式 对 这 些 梯度 是 线性 的 ,因此 只 是 按 小 比值 VL( 平 均 自由 程 对 问题 的 特征 
尺度 之 比值 , 称 为 克 努 森 数 Kn) 作 乱 展 开 时 ,展开 式 中 的 第 一 项 .如 果 这 个 比值 
不 是 很 小 ,考虑 到 WL 的 高 一 级 小 量 的 项 作 校 正 也 许 是 适当 的 . 这 样 的 校正 不 
但 在 运动 方程 本 身 中 出 现 , 而 呈 在 气体 流动 中 物体 表面 处 对 这 些 方程 的 边界 条 
件 中 出 现 . 

流 qg 和 o's 展开 式 中 递 次 各 项 ,用 温度 ,压强 和 速度 的 各 阶 空 间 导 数 及 其 各 
寡 次 来 表达 . 这些 项 原则 上 必须 通过 动 理 方 程 解 的 高 一 级 近似 来 计算 . “去 级 - 


QD ” 双 原 子 分 子 在 垂直 于 M 的 平面 内 转动 ;因此 对 于 有 极 双 原子 分 子 o =0. 在 这 种 情况 动 理 方程 
中 电场 对 分 子 运动 的 影响 , 仅 在 场 的 二 次 近似 下 才 出 现 . 
(@ 对 于 非 立 体 异 构 分 子 构成 的 气体 ,在 电场 中 没有 kz ,m3 ,m4 的 项 也 是 反 演 不 变性 条 件 所 要 求 的 . 


人 第 一 章 ”气体 动 理学 理论 


近似 相当 于 局 域 平衡 分 布 函数 f, ,和 理想 流体 的 动力 学 方程 相 适 应 .一 级 近似 
相当 于 $6 一 $8 中 所 考虑 的 分 布 函数 /= 有 (1 +X' /T) ,和 流体 力学 的 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 及 热传导 方程 相 适 应 .二 级 近似 中 ,要 寻求 分 布 函 数 的 下 列 形式 : 

AT 天 xy .1 "| 


并 且 要 将 动 理 方程 相对 于 二 级 校正 X” 线 性 化 ， 获 得 的 方程 具有 下 列 形式 : 
了 (人 
) 7 WA 


(1) (1 (1) (2) 


-of XXX dT dr'dT’, = ), (14.2) 


(14.1) 





其 中 了 是 以 前 引进 的 线性 积分 算 符 (6.5). 符号 ao/st 表示 宏观 量 的 那 种 时 间 导 
数 ,它们 表现 为 对 fix“/T 的 求 导 结 果 要 借助 于 一 级 近似 的 流体 力学 方程 ( 欧 拉 
方程 ) 通 过 空间 导数 来 表达 . 左边 第 二 项 中 符号 (9,/at) 表示 时 间 导 数 要 借助 于 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 或 热传导 方程 中 的 一 阶 项 (含有 nm,t 或 « 的 项 ) 来 消去 . 
我 们 将 不 写 出 二 级 近似 中 出 现 的 g' 和 o's 中 所 有 众多 项 (这 些 项 称 为 伯 内 
特 项 ;D. Burnett,1935). 在 许多 情况 下 ,这 些 项 对 解 作 出 的 贡献 是 远 小 于 下 面 要 
讨论 的 边界 条 件 中 的 校正 . 在 这 样 一 些 情况 下 ,方程 本 身 中 包括 校正 会 是 可 达 
到 准确 度 的 不 合理 夸大 . 我 们 将 仅 限 于 考虑 一 些 典 型 校正 项 并 就 各 类 运动 对 它 
们 作 估 计 . 
首先 ,让 我 们 注意 到 小 参量 Kn = 1ML 以 某 种 方式 与 描述 流体 运动 的 两 个 参 
量 , 即 雷诺 数 Re 和 马赫 数 Ma 相 联 系 . 雷诺 数 定义 为 Re ~ VL/v, 其 中 VY 是 流速 的 
特征 尺度 而 > 是 运动 黏度 ;马赫 数 定义 为 Ma ~ Yu ,其 中 2 在 气体 中 ， 
声速 与 分 子 的 平均 热 速 率 5 是 相同 数量 级 ,而 运动 犁 度 v ~15. 因此 Re ~ VL/45， 
Ma ~ V/5 而 克 弩 森 数 
Kn ~ Ma/Re. (14.3) 
因此 很 明显 ,运动 的 流体 力学 性 的 条 件 Kn <<1, 对 Re 和 Ma 的 相对 数量 级 强加 
一 个 限制 . 让 我 们 首先 考虑 “ 慢 ” 运 动 ,具有 
Re 三 1， Ma <<l1. (14.4) 
让 我 们 考虑 黏 性 应 力 张 量 中 含有 两 个 速度 一 阶 导 数 乘 积 的 任何 伯 内 特 项 ， 
例如 


一 (14.5) 


系数 pf (其 中 p 是 气体 密度 ) 是 数量 级 估计 ， 这 项 对 o'wg 给 出 贡献 a” ~pl V7 
己 ， 黏 性 应 力 中 主要 项 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 项 ) 的 数量 级 是 
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0) 97 plsV 
F ax LL 
而 比值 
2 wy 
i 


因为 Re 三 1, 我 们 看 到 项 (14. 5) 给 出 对 黏 性 应 力 的 改正 ,其 相对 量 级 是 三 
( WL) ;然而 边界 条 件 中 的 改正 ( 见 下 面 ) 对 运动 给 出 远大 得 多 的 改正 ( ~ WL). 
如 果 温 度 梯 度 起 因 于 运动 本 身 , 由 下 列 形式 的 项 中 
pr oT oT 
mo ox, 0Xp 
引起 的 校正 其 至 更 小 ;这 是 因为 特征 温度 差 AT ~ TV/w. 然而, 如果 温 度 差 是 
“由 外 界 " (例如, 漫 于 气体 中 的 加 热 物 体 ) 强 加 的 ,(14.6) 形 式 的 伯 内 特 项 可 能 
ee 


(1) (2) oP 
(od + C ap ) 安 
a 








(14.6) 


OXp 
确定 ,这 个 运动 的 速率 的 估计 量 是 
1 (AT7) 
We 
(M. H. Koran,B. C. TankunH 和 O.T. Ppnmrennep,1970. ) 
在 作 估计 时 ,必须 记 住 AT( 这 里 A 是 有 限 增 量 符 号 外) 可 借助 于 热传导 方程 
“(x 了 7T) =0 利用 温度 梯度 的 平方 来 估计 ,以 及 记 住 运动 仅 是 由 力 的 无 势 部 
a ee i 
类 似 考虑 适用 于 热流 g' 中 的 校正 项 . 不 可 能 仅 从 温度 的 导数 构造 二 级 校正 
项 ;( -kx VT 之 后 ) 第 一 个 这 种 校正 项 是 const x V(AT) (这 里 A 是 拉 普 拉 斯 算 
符 ) ,因此 是 三 级 项 . 除 温度 的 导数 之 外 还 包括 速度 的 导数 的 项 ,例如 


2 
pl (vy.V)vT, 
m 


又 是 给 出 相对 量 级 为 /AL 的 校正 . 
I 快 " 运 动 ,具有 
Re>>1, Ma 三 1. (14.8) 
在 这 种 情况 ,气体 运动 发 生 在 两 个 区 域内 :主要 体积 ,这 里 运动 方程 中 的 恭 性 项 
不 重要 ;和 一 个 薄 边 界 层 ,这 里 气体 速度 迅速 减 小 . 


(14.7) 


二 ” 黏 性 应 力 中 的 这 类 项 是 麦克 斯 韦 (Maxwel(1879) ) 首先 讨论 的 ， 
国 ” 俄 文 版 (和 英文 版 ) 将 此 处 的 A 称 为 拉 普 拉 斯 符号 (Laplacian) ,而 将 下 面 的 A 称 为 拉 普 拉 斯 算 
符 ( Laplacian operator) , 易 混 清 . 为 了 区 别 , 后 者 有 时 也 常用 Vy :这 一 符号 表示 . 译 者 注 . 
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例如 ,证 我 们 考虑 气流 通过 平板 的 情况 ,流动 方向 取 作 * 轴 . 平板 上 边界 层 
厚度 6 是 


~-( 针 一 ( 色 ) 
其 中 x* 是 离 前 缘 的 距离 , 见 第 六 卷 , 8$39. 对 于 速度 沿 x 方向 变化 的 特征 尺度 由 
坐标 x 本身 给 出 ,而 沿 7 方 向 (垂直 于 平板 ) 的 由 边界 层 的 厚度 6 给 出 . 这 里 , 按 
连续 性 方程 ,V, ~V.6/x. 纳 维 -斯 托 殉 斯 黏 性 应 力 张 量 中 的 主要 项 是 

9V, ilV 

Gp oy ~p I 
然而 ,c'. 的 伯 内 特 项 中 没有 一 个 含有 ( 9Y./6y) ;容易 看 出 导数 9V,/9x6 并 不 能 
以 其 二 次 项 构成 这 样 的 二 阶 张 量 ,其 xy 分 量 会 包含 该 平方 项 . re 中 的 最 大 项 
只 能 是 形式 为 
9 ， PV 
EN 
的 那些 项 . 它们 对 o 的 比值 是 o'”/o' ”~lV/x5 ~ (16) , 它 又 是 二 级 项 . 

现在 我 们 将 证 明 在 气体 与 固体 边界 上 的 极限 条 件 下 ,校正 项 给 出 (WZ) 的 一 
级 效应 .由 此 可 见 邻 近 固 体 表面 发 生气 体 稀 玖 的 明显 现象 . 

在 非 稀薄 气体 中 ,固体 表面 处 的 边界 条 件 是 气体 和 固体 的 温度 相等 .然而 ， 
实际 上 ,这 是 一 个 近似 条 件 , 仅 当 平 均 自由 程 可 以 认为 是 无 穷 小 时 才 适 用 . 当 考 
虚 到 固体 与 不 均匀 加 热气 体 接触 面 处 的 有 限 平均 自由 程 时 ,存在 一 个 温度 差 ;一 
般 仅 当 有 完全 热平衡 和 气体 温度 恒定 时 ,温差 才 降 至 零 . 出 

接近 固体 表面 处 ( 离 表 面 的 距离 小 ,但 不 是 太 
小 处 ) ,气体 的 温度 梯度 可 假设 为 常量 ,因此 温度 
随 距 离线 性 变化 .然而 ,在 离 器 壁 ( 中 离 ~! 的 ) 紧 
邻 处 ,温度 变化 一 般 很 复杂 ,其 梯度 不 是 常量 . 图 
1 中 的 连续 曲线 描绘 邻近 表面 处 气体 温度 的 示例 

然而 , 当 考 虑 整个 气体 的 温度 分 布 时 ,在 艇 壁 
邻近 可 与 平均 自由 程 相 比 的 有 关上 距离 内 ,温度 的 
确切 形式 是 不 重要 的 . 至 于 靠近 固 壁 的 温度 分 布 ,我 们 主要 关心 的 仅 是 图 1 中 
曲线 的 直线 部 分 , 它 延 伸 至 远大 于 自由 程 的 距离 . 这 个 直线 的 方程 由 其 斜率 和 


pl 





图 1 


@” 当 所 说 的 是 平均 自由 程 量 级 大 小 的 区 域内 气体 的 温度 时 ,严格 地 说 ,必须 给 所 谓 温度 的 意义 下 
定义 . 目前 情况 下 ,可 以 用 气体 中 给 定点 分 子 的 平均 能 量 来 定义 . 由 该 平均 能 量 确定 温度 的 画 数 取 为 己 
大 体积 气体 的 相同 . 
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在 纵 坐 标 轴 上 的 截 距 来 确定 . 因而 我 们 涉及 的 不 是 器 壁 处 温度 的 实际 间断 ,而 
是 当 温 度 梯度 接近 器 壁 所 有 距离 直至 零 都 假设 为 常量 时 导致 的 间断 ,如 图 1 中 
虚线 所 示 . 设 87 表示 这 个 外 推 的 温度 间断 ,定义 为 气体 温度 减 器 壁 温度 (后 者 
在 图 1 中 任意 地 取 为 零 ). 

当 温 度 梯度 为 零 时 ,间断 57 也 为 零 . 因此 ,对 于 不 太 大 的 温度 梯度 ， 

37T=g 9 (14.9) 
on 

导数 是 沿 进 入 气体 表面 的 法 线 取 的 . 系数 g 可 称 为 温度 间断 系数 . 如 果 进 入 气 
体 体 积 内 时 其 温度 增加 (607“on >0) ,我 们 也 必须 有 87 >0, 所 以 系数 g 是 正 的 . 

固体 器 壁 与 运动 气体 之 间 的 边界 处 出 现 类 似 效 应 . 稀薄 气体 不 是 完全 “ 黏 
附 " 于 表面 ,而 是 在 其 附近 维持 一 个 小 而 有 限 的 速度 ,并 沿 表 面 滑 移 . 如 在 
(14.9) 中 那样 ,我 们 有 滑 移 速率 为 


= 蕊 一 一 (14. 10) 


其 中 V, 是 接近 天 壁 气体 速度 的 切 向 分 量 . 与 g 一 样 , 滑 移 系数 二 也 是 正 的 . 对 
(14.9) 给 出 的 温度 间断 87 所 作 评 注 ,同样 也 适用 于 mw- 严格 地 说 ,这 个 速率 不 
是 在 器 壁 本 身 处 气体 的 实际 速率 , 而 是 在 沿 器 壁 气 体 层 内 梯度 von 恒定 的 假 
设 下 所 外 推 的 速率 . 
系数 g 和 & 具 有 长 度量 纲 ,与 平均 目 由 程 为 相同 数量 级 : 

g~l, é~Ll. (14.11) 
温度 间断 和 请 移 速 率 本 身 因 而 是 iL 的 一 级 量 . 为 计算 g 和 * 上 ,必须 求解 关于 表 
面 附近 气体 分 子 分 布 消 数 的 动 理 方程 ,这 个 方程 必须 考虑 到 气体 分 子 与 器 壁 之 
间 的 碰撞 ,因而 了 解决 定 这 种 碰撞 中 分 子 散 射 的 规律 是 必要 的 . 

如 果 图 1 中 的 虚线 延伸 至 与 横 坐 标 轴 相 交 , 造 成 长 为 g 的 截 距 . 因而 我 们 
可 以 说 存在 温度 间断 时 的 温度 分 布 与 下 列 情 况 相 同 ,好 像 没 有 间断 而 器 壁 移 后 
一 段 距离 g 那样 . 对 气体 滑 移 的 情况 同样 也 适用 ,这 时 器 壁 移 后 一 段 距离 &. 当 
然 , 对 于 这 些 改变 ,意味 着 在 流体 力学 问题 的 解 中 应 该 仅 保留 g 或 的 一 级 项 . 
因为 考虑 到 温度 或 速度 的 间断 ,等 效 于 移动 边界 1 量 级 的 距离 , 解 中 引起 的 校 
正 , 量 级 为 18/ax ~ WL, 即 为 VL 的 一 级 项 . 

除 对 边界 条 件 的 上 述 校正 外 ,还 有 与 VL 相同 量 级 的 其 它 效应 ,在 许多 情况 
下 更 加 重要 ,因为 出 现 某 些 定性 上 新 的 现象 . 

一 种 新 现象 是 接近 不 均匀 加 热 固 体 表面 的 气体 的 运动 , 称 为 热 滑 移 ， 它 与 
混合 气体 中 的 热 扩 散 有 某 种 相似 之 处 . 正如 混合 气体 中 存在 温度 梯度 时 ,与 别 
种 ”气体 分 子 的 碰撞 产生 粒子 流 那 样 ,在 这 个 情况 由 于 器 壁 处 厚度 ~ ! 的 气体 薄 
层 内 的 分 子 与 不 均匀 加 热 器 辟 的 碰撞 同样 引起 一 个 流 . 
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设 V 表示 器 壁 附近 气体 由 于 热 滑 移 所 获得 的 切 向 速度 ,V,T 表示 温度 梯度 
的 切 回 分 量 . 一 级 近似 中 ,我 们 可 以 假定 VY, 正比 于 Vv,T, 即 ,对 于 各 向 同性 表面 ， 
7 = VT (14.12) 
系数 由 必须 正比 于 平均 自由 程 1, 因 为 它 与 厚度 为 1 的 气体 层 中 的 粒子 有 关 . 因 
此 很 明显 ,按照 量 纲 论据 ,x ~ (mz). 用 碰撞 截面 和 气体 密度 来 表达 平均 自由 
程 ,我 们 有 /~1/( No) ~ TA( oP) ,而 最 后 得 到 
9 
/~ pi 
上 的 正 负 号 不 是 由 热力 学 条 件 确 定 ;实验 结 果 表 明 通 常 jw >0. 
最 后 还 有 一 种 一 级 效应 是 运动 气体 中 存在 附加 的 表面 热流 ( 即 局 限于 器 壁 
附近 厚度 ~ i 的 层 内 的 热流 )q',n, 正 比 于 切 向 速度 的 法 向 梯度 : 


q's =9 一 一 ， (14.14) 
具有 量 纲 为 | 能量/ 长度 x 时间]. 
系数 人 和 ep 由 根据 昂 院 格 原 理 得 出 的 一 个 关系 式 相 联系 . 为 推导 这 个 关系 


式 ,让 我 们 考虑 焙 增 加 率 的 “表面 "部 分 $。, 这 归 因 于 器 壁 处 气体 的 运动 并 取 为 
器 壁 表 面 每 单位 面积 的 量 . 这 个 增 量 包括 两 部 分 . 首先 ,存在 热流 gx 给 出 对 


5,4 的 贡献 为 


(14.13) 


-Tg' ,YT, 
参看 归 因 于 体积 热流 的 炉 增 加 率 的 对 应 表达 式 ( 第 六 卷 , $49; 第 九 卷 ，8§ 88 ). 
其 次 ,气体 流 过 器 壁 时 每 单位 面积 经 受 的 摩 扩 力 为 -m9V,/9n. 每 单位 时 间 耗 散 
的 能 量 等 于 这 个 力 所 作 功 





rn 
an I 
而 除 以 了 后 给 出 对 蚁 增加 率 的 贡献 . 因此 我 们 有 
S = ~ VT -nV, 0 (14.15) 
在 昂 萨 格 原 理 的 一 般 表述 中 (§9) ,现在 我 们 取 作 X, 的 量 是 矢量 : 
x = lyr, -lo 
PP 了 on 
将 (14.15) 与 表达 式 (9.3) 进 行 比较 ， 表明 对 应 量 *。 是 矢量 : 
x, =g'", x, = nV.. 


“运动 方程 ”(9. 1) 的 作用 的 是 关系 式 (14. 12) 和 (14.14) ;把 这 些 写 作 
xi =TpX,, x2 =T1MLT 下 ， 
我 们 获得 所 要 寻求 的 关系 式 
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Jp = Thu (14.16) 
(L. Waldmann ,1967 ). 


习 题 


1. 含有 气体 处 于 不 同 温度 T| 和 7 了 ,的 两 个 容器 ,由 一 长 管道 相连 通 ， 由 于 
热 滑 移 ,在 两 容器 中 气体 间 建 立 起 压强 差 ( 热 分 子 压强 效应 ). 试 确定 这 个 压 
强 差 . 

解 :对 于 泊 肃 叶 流动 ,在 压强 和 温度 梯度 影响 下 ,考虑 到 热 滑 移 ,管道 表面 处 
的 边界 条 件 是 在 r=RR 处 ,v=jdT/dx( 其 中 RR 是 管道 半径 而 x 是 洛 管道 方向 ). 
我 们 按 通常 方法 (第 六 卷 ,$17) 求 出 管道 截面 上 的 速度 分 布 为 : 


ee 0 7) + 
每 单位 时 间 流 经 管道 截面 的 气体 质量 是 
- -to (1) 
其 中 pp 是 气体 密度 . 在 力学 平衡 0 =0, 由 此 
dP _ gn dT 
dx R?: dx 


对 管道 整个 长 度 上 的 积分 给 出 压强 差 为 


8 
oe p(T 一 了) 





(如 果 7 -Ti 相当 小 ,mm 和 可取 为 常量 ). 利用 (14.13) 和 (8. I1) 对 该 效应 的 
数量 级 估计 给 出 


当 Q =0 时 管道 截面 上 的 速度 分 布 是 


dx 
气体 没 管 壁 按 温度 梯度 方向 流动 (>0) ,而 在 管道 轴 附 近 它 按 相 反方 向 流动 
(v<0). 

2. 具有 长 度 为 上 和 不 同 半径 (RR < R,) 的 两 根 管道 在 其 两 端 相 连接 ;两 结 
维持 在 不 同 温度 (7T, >7T), 设 其 差 值 很 小 ,由 于 热 滑 移 ,在 管 en edn 
环流 运动 , 试 求 通过 管道 截面 的 总 气体 流 . 

解 :用 尺 去 除 题 上 中 公式 (1), 并 沿 两 个 管道 所 形成 的 闭合 围 道 积分 ,我 
们 有 
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2 
1 





2 
T T 
Q=0 (TT) (BR -RI) 


RS +R' 
流动 在 图 2 所 示 的 方向 发 生 . 


3. 半径 为 RR 的 球体 浸没 于 气体 中 , 设 气 体 维持 有 恒定 温 上 2 
度 梯度 VT=Ah, 试 确定 作用 于 球体 的 力 F. 
解 : 球 内 的 温度 分 布 给 出 为 





二 es 4rcos 0， 7 
Ki 十 二 KK， 
其 中 Kk, 和 ka 分别 是 球体 和 气体 的 热 导 率 ;r 和 日 是 以 球 心 为 图 2 


原点 和 极 轴 沿 4 的 球 极 坐 标 ( 见 第 六 卷 ,850, 题 2). 因此 我 
们 求 得 洛 球 表面 的 温度 梯度 为 
1 9 了 3K2 


一 -一 -一 ”一 -一 一 
Ce 


R330 kK +2k, 

热 滑 移 引 起 的 气体 层 流 仅 由 一 个 矢量 4 确定 . 因此 ,对 于 这 种 情况 的 纳 

维 - 斯 托 克 斯 方程 ， 可 以 像 液体 流 过 在 其 中 运动 的 球体 的 问题 中 那样 ,可 求 同 
样 形式 的 相应 解 ( 见 第 六 卷 , $ 20): 

,4 +n(A.n) +b37(4 人 -A 
r 


r 


Asin 6. 
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其 中 中 =rr; 和 忽略 了 mw 中 的 相 加 常量 ,因为 我 们 必须 有 当 rr 一 wm 时 v=0. 常量 
各 由 条 件 


9 了 
2 =0, 人 当 r=R 
求 得 ,它们 的 值 是 
he ee 局 3«, Rp 
_R? 2( Kk, +2k,) 
作用 于 球体 的 力 是 
12 R 
F=87an4 = 一 二 
K] 十 2K， 


为 了 使 这 些 问 题 中 所 考虑 的 表面 效应 实际 上 小 于 体积 效应 , 题 1 和 题 2 中 
在 管道 半径 上 , 题 3 中 在 球体 半径 上 ,温度 必须 仅 有 微小 变化 . 

4. 两 个 容器 由 一 长 管道 相连 通 , 含 有 气体 处 于 压强 为 P| 和 P,, 但 处 于 相同 
温度 试 确定 容器 之 间 伴 随 着 管 中 的 泊 肃 叶 流 动 的 热流 ( 力 热 效应 ). 

解 : 按 照 (14.14) 和 (14.16), 沿 管 壁 的 热流 是 


gq =27Rg sw =2nRInW . 
另 一 方面 ,根据 定常 流动 下 流体 的 力学 平衡 条 件 ,我 们 有 
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因而 最 后 求 得 
q’ = mR Tu(P, -已 ) 7 
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$ 14 中 所 讨论 的 现象 ,不 过 是 与 平均 自由 程 ! 对 问题 中 特征 扩 度 工 之 比值 
的 高 阶 寡 相 联系 的 校正 效应 ;这 个 比值 仍 假定 为 很 小 . 当 气 体 是 如 此 稀薄 ,或 太 
度 工 是 如 此 小 ,以 致 /L=1 ,即使 带 有 经 校正 边界 条 件 , 流 体力 学 方程 也 变 得 完 
全 不 适用 . 

对 任何 7 所 值 的 一 般 情 况 ,原则 上 必须 在 与 气体 接触 的 固体 表面 上 的 特定 
边界 条 件 下 来 求解 动 理 方 程 . 这 些 条 件 依赖 于 气体 分 子 与 表面 之 间 的 相互 作 
用 ,并且 将 入 射 到 表面 上 的 粒子 分 布 函数 与 离开 表面 的 粒子 的 分 布 图 数 联系 起 
来 . 如 果 这 个 相互 作用 相当 于 分 子 散射 而 没有 诸如 化 学 变化 、 电 离 ,或 被 表面 吸 
收 这 些 过 程 , 则 可 用 概率 (六 , 三 )d 太 来 描述 , 它 表 示 一 个 具有 给 定 一 值 的 分 
子 碰 撞 表面 后 反射 进入 给 定 范围 dT ;函数 w 的 归 一 化 条 件 是 


2 Pdar =1 (15.1) 
用 这 个 函数 ,对 分 布 函 数 扎 厂 ) 的 边界 条 件 变 成 
wT ,Tn .vAT)dT = -nv fT),n.v'>0. (15.2) 


n:v<0 


左边 的 积分 乘 以 d 太 "是 每 单位 时 间 人 射 到 表面 的 单位 面积 上 并 被 散射 进入 给 定 
范围 dT 内 的 分 子 数 ;对 这 样 的 丁 值 范围 积分 ,它们 对 应 于 分 子 向 表面 运动 (n 
为 物体 表面 外 向 法 线 的 单位 矢量 ). (15.2) 右 边 的 表达 式 是 每 单位 时 间 离 开 表 
面 单位 面积 的 分 子 数 . 方程 两 边 厂 的 值 必须 对 应 于 离开 表面 运动 的 分 子 . 
平衡 时 ,气体 温度 与 物体 温度 相同 ,对 于 人 射 和 反射 粒子 ,它们 的 分 布 函数 
必须 都 是 玻 尔 效 曼 分 布 形式 . 因此 函数 w 必须 恒 等 地 满足 下 列 方 程 : 
wTIT’,T nve “dT= -nv'e’, (15.3) 


nV<O 


它 是 通过 用 f( 古 ) = const x exp( -se/T1)( 这 里 7, 是 物体 的 温度 ) 代 入 (15.2) 得 
到 的 . 

在 所 描述 的 一 般 表述 中 ,对 于 高 度 稀薄 气体 流动 的 问题 ,其 求解 当然 是 很 困 
难 的 . 然而 , 当 气 体 稀 薄 到 如 此 程度 ,以 致 达到 lVL >> 1 这样 的 极限 情况 ,该 问 
题 可 很 简单 地 了 予以 陈述 . 

一 大 类 这 种 问题 与 下 列 情况 有 关 : 相 当 大 量 气体 所 占据 的 体积 ,其 线 度 远 大 
于 浸入 气体 中 固态 物体 的 线 度 工 ,并 且 也 远大 于 平均 自由 程 .因此 分 子 与 固体 
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表面 的 碰撞 比较 稀少 ,相对 于 分 子 间 的 碰撞 来 说 是 不 重要 的 . 如 果 气 体 本 身 处 
于 平衡 ,具有 温度 7 ,在 这 些 条 件 下 我 们 可 以 假设 平衡 没有 受到 浸入 物体 的 破 
坏 . 同时 气体 与 物体 之 间 可 能 有 任何 温度 差 . 对 两 者 的 宏观 运动 速度 同样 
如 此 . 

设 7=7, -了 是 气体 温度 与 物体 表面 某 部 分 df 的 温度 之 差 ,而 V 是 气体 相 
对 于 物体 的 速度 ,对 于 r 和 了 不 为 零 的 情况 ,气体 和 物体 之 间 有 热 交 换 , 而 且 物 
体 受 到 气体 所 施加 的 力 . 设 9 为 由 气体 传 向 物体 的 耗 散热 流 , 并 令 下 - Pn 表示 
作用 于 物体 表面 每 一 点 沿 外 法 线 n 方向 每 单位 面积 上 的 力 . 这 里 第 二 项 是 寻常 
的 气体 压强 ;F 是 考虑 中 归 因 于 7 和 YY 的 附加 力 . 量 z 和 Ff 是 + 和 VV 的 函数 ; 当 
后 者 为 零 时 它们 变 为 零 . 

如 果 r 和 了 充分 小 (rz 相对 于 气体 和 固体 的 温度 本 身 ,V 相对 于 气体 分 子 的 
热 速度 ) ,于 是 4 和 下 可 以 展开 成 + 和 VV 的 短 至 线性 项 为 止 . 令 F, 和 VV 表示 FF 
和 VV 沿 法 线 n 的 分 量 ;F, 和 VV. 表 示 其 切 向 部 分 ,后 者 是 具有 两 个 独立 分 量 的 矢 
量 . 于 是 所 述 展 开 式 是 

gqg=ar+BV,, F,=yr+6V,, F,=0V,, (15.4) 

其 中 a,B8,y,6,9 是 表示 任何 给 定 气体 和 国体 材料 特征 的 常量 (确切 地 说 是 温度 
和 压强 的 函数 ). 根据 对 称 性 ,“ 标 ”" 量 g 和 下 ,不 能 含有 矢量 Y, 的 线性 项 . 根据 
同样 理由 ,矢量 F. 的 展开 式 并 不 包含 “ 标 ” 量 7 和 VV, 的 线性 项 . 

量 a,6 和 9 是 正 的 . 例如 , 当 气 体温 度 超过 物体 温度 (+ >0) 时 ,热量 将 从 气 
体 传递 给 物体 ,热流 y 的 相应 部 分 将 为 正 ; 因 此 a >0. 其 次 ,由 于 气体 相对 于 物 
体 流 动 引 起 的 作用 于 物体 的 力 fF, 和 FF 必须 分 别 与 Vi 和 VV. 处 于 同样 方 辐 ;因此 
6>0 和 0>0. 至 于 系数 B 和 的 正 负 号 并 不 能 从 一 般 热 力学 考虑 得 出 ,虽然 实 
际 上 它们 通常 似乎 是 正 的 . 它们 之 间 有 一 简单 关系 式 , 那 是 动 理 系数 的 对 称 性 
的 一 个 推论 . 

为 了 推导 这 个 关系 式 ,我 们 来 计算 由 气体 和 在 其 中 的 物体 组 成 的 系统 中 总 
炉 的 时 间 导 数 . 物体 在 单位 时 间 内 通过 每 个 面 元 df 从 气体 获得 的 热量 为 gd 
物体 的 炉 5, 中 的 增 量 是 

Se pr 

其 中 积分 是 对 物体 的 整个 表面 进行 的 . 

为 了 计算 气体 的 焕 增加 ,我 们 采取 使 气体 在 物体 位 置 处 为 静止 的 坐标 系 ; 于 
是 在 表面 上 每 一 点 的 速度 是 ~-V. 为 了 阐明 所 要 求 的 关系 式 ,我 们 将 假定 在 运动 


期 间 物 体 的 形状 可 能 变化 ;于 是 在 其 表面 上 各 点 的 速度 VV 是 任意 独立 变量 . 根 
据 热 力学 关系 式 dE = 7Td5 - Pd 多, 每 单位 时 间 气 体 的 炉 的 变化 是 


i | 
S.=% (Eb: A A )s 
2 
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具有 下 标 2 的 量 属于 气体 . 根据 系统 的 总 能 量 守恒 ,导数 天 ,是 物体 能 量变 化 的 
负 值 ， 这 个 变化 由 热量 gdf 和 对 物体 所 作 功 由 ( -V) * (FF -Pn) df 两 部 分 组 
成 ， 因 此 我 们 求 得 气体 能 量 的 变化 为 
FE, = $l -~g+FV+F,.V,-P,V)df 
气体 体积 的 变化 等 于 物体 体积 变化 的 负 值 : 
YZ, = 7 df 
所 以 气体 炉 的 变化 是 
$, = a 


将 5, 和 5, 的 导数 相 加 ,然后 令 (对 于 7 很 小 )7, ~7,=7, 我 们 最 后 有 系统 总 炳 的 
变 率 为 








$= |[ 答 + 2 SS | (15.5) 


对 于 昂 萨 格 原理 一 般 表 述 ( $9) 中 的 量 x, ,x, ,xs ,x ,我 们 分 别 取 为 物体 表 
面 上 任意 给 定点 的 gq, Ff, 和 矢量 F, 的 两 个 分 量 . 为 求 得 对 应 量 X, ,我 们 将 
(15.5) 与 关于 炉 的 变 率 的 一 般 表达 式 (9.3) 相 比较 ,结果 看 到 | ,X, ,站 ; ,XX 分 
别 是 在 同一 点 的 -7/T, -VAT 以 及 矢量 -VAT 的 两 个 分 量 . (关系 式 (9.1) 中 
的 那些 ) 动 理 系数 是 

Yi =a7 ， yz =67, Y33 = Ya = 07 ， 
yw =BT, Ya =yT. 
于 是 对 称 性 ya = yz 给 出 所 要 求 的 关系 式 : 
B=yT. (15.6) 

此 外 ,根据 二 次 型 (9.3) 为 正 ($ >0) 的 条 件 , 我 们 有 早已 提 到 的 不 等 式 a， 

B,9>0, 并 且 还 有 不 等 式 
Tad > B-. 

为 了 计算 (15.4) 中 的 系数 ,我 们 需要 知道 气体 分 子 受 物体 表面 散射 时 ,由 
前 面 所 定义 的 函数 w( 芽 ', 厂 ) 所 表达 的 散射 定律 的 特定 形式 ， 作 为 例子 ,让 我 们 
推导 一 个 原则 上 能 用 来 计算 a 的 公式 . 

因为 ”个 分 子 与 壁 的 每 次 碰撞 传递 给 璧 的 能 量 是 a - e ,于 是 气体 传递 给 
物体 的 能 流 密度 由 下 列 积分 给 出 : 


9 = [Ce -se) 1v, lw T', TAT)ATAT,, (15.7) 
积分 是 对 v <0,v', >0 的 范围 进行 的 . 
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让 我 们 将 这 个 表达 式 利用 细致 平衡 原理 进行 变换 . 根据 细致 平衡 原理 , 平 
衡 时 ,分 子 受 壁 散 射 中 全 一 三 跃迁 的 数目 等 于 太一 三 牙 迁 的 数目 . 这 意味 着 


w(T',T) |exp( 所 < =w(T" ,rT") Iv lexp (FS ): (15.8) 
1 | 


平衡 时 ,气体 和 壁 的 温度 相等 . z 
让 我 们 对 (15.7) 中 的 积分 变量 重新 命名 :太一 六 ,7T' 一 .将 得 到 的 两 个 
表达 式 相 加 ,然后 用 2 除 ,结果 给 出 


9 = 二 [se -ee X 








x [wl TI’,T) | le wT ,TT’) [lo ,le ?1dradr.. 
最 后 ,将 (15.8) 的 w( 古 ', 厂 ) 代 入 ,然后 将 被 积 函 数 用 小 差 值 + = 7, -了 7, 的 舌 展 
开 , 我 们 求 得 g = ar ,其 中 


1 ’ ; 《 ) / 
a = a -2')’ |v lw Tr Dexp( 生 -全 全 ]dard (15.9) 


(v, <0, v', >0; 温 度 7 ~ 7 的 下 标 已 经 省 略 )， 

关于 从 壁 散射 的 分 子 的 分 布 函数 ,依赖 于 它们 与 壁 相互 作用 的 特定 性 质 . 
有 所 谓 完全 适应 ,如 果 从 物体 每 个 面 元 所 反射 的 分 子 (不 管 其 碰撞 前 速度 的 大 
小 和 方向 如 何 ) ,具有 这 样 的 分 布 , 它 与 离开 容器 上 小 孔径 的 分 子 东 中 的 分 布 相 
同 ,而 容器 中 气体 温度 等 于 物体 温度 ， 换 名 话说 ,对 于 完全 适应 , 受 壁 散射 的 气 
体 达到 与 壁 热 平衡 ， 有 意义 的 是 将 (15.4) 中 系数 的 值 与 完全 适应 情况 的 系数 相 
比较 . 特别 是 ,气体 分 子 和 固体 壁 之 间 的 能 量 交 换 通常 用 适应 系数 来 描述 , 它 定 
义 为 比值 ras ,其 中 oo 对 应 于 完全 适应 的 情况 .在 实际 情况 下 ,通常 不 能 达到 
完全 适应 ,因而 适应 系数 小 于 1 

a 实际 是 最 大 可 能 值 的 事实 容易 证 明 如 下 .让 我 们 从 稍 许 不 同 的 观点 来 看 
(15.5) 中 的 $: 不 是 把 它 当 作物 体 和 气体 整个 在 一 起 的 总 炳 ,而 是 当 作物 体 与 
时 间 At 内 达到 物体 表面 的 正好 那些 气体 分 子 在 一 起 的 炉 ， 对 于 这 个 系统 ,具有 
完全 适应 的 分 子 反射 表示 向 一 个 完全 平衡 态 的 转变 ,所 以 它 的 箭 取 最 大 可 能 值 
因此 ,伴随 这 个 转变 的 炉 的 变化 AS =$A 也 将 是 极 大 @. 换 句 话说 ,对 于 完全 适 
应 的 情况 ,二 次 型 (9.3) 必 须 对 X,( 即 7,V, 和 VV,) 的 任何 给 定 值 都 是 极 大 ， 系数 
y. 的 相应 值 此 时 用 下 标 零 表示 ,我 们 可 以 将 这 个 条 件 写成 

aa ,2(Bo -BP) 6 -op 0o-0 
T 


ee TV + 大 > 0. 





Q@@ ”这 个 论证 的 要 点 是 ,可 以 认为 物体 ( 它 起 “ 热 库 ”的 作用 ) 在 整个 过 程 中 处 于 平衡 ,而 理想 气体 的 
炉 仅 依赖 于 其 分 子 的 分 布 律 , 而 不 依赖 于 它们 之 间 的 相互 作用 律 . 
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由 此 得 出 下 列 不 等 式 
Qo >a, 66>6, 0 >0， 
T(ao -a)(6 -6) > (Bo -B). (15.10) 
让 我 们 考虑 高 度 稀薄 气体 从 具有 线性 尺度 工 的 小 孔 的 流出 中. 在 极限 
WVL >> 1 ,这 个 过 程 是 很 简单 的 过 程 . 分 子 将 各 自 独立 地 离开 容器 ,形成 分 子 束 ， 
其 中 每 个 分 子 以 其 到 达 小 孔 的 速率 运动 . 每 单位 时 间 离 开 小 孔 的 分 子 数 等 于 分 
子 与 具有 面积 s 等 于 小 孔 面 积 的 表面 之 间 每 单位 时 间 的 碰撞 数 . 器 壁 每 单位 面 
积 上 的 碰撞 数 是 P/(2mm 了 1 ,其 中 已 是 气体 压强 ,mm 是 一 个 分 子 的 质量 ; 见 第 
五 卷 , $39. 因此 ,每 单位 时 间 流 出 的 气体 质量 是 


| m 
一 3 有 /—. 5 
OQ=s FT (15.11) 


如 果 含 有 气体 的 两 个 容器 由 一 小 孔 相 连通 ,对 1 <<L 的 情况 ,在 力学 平衡 时 
两 个 容器 中 气体 的 压强 已 和 P, 相 等 ,不 管 它们 的 温度 7T, 和 了 如何， 如果 
1 >> 工 ,力学 平衡 条 件 是 每 个 方向 通过 小 孔 的 分 子 数 相等 . 根据 (15. 11) ,这 个 条 
件 给 出 
Pp ， 
人 
因此 两 个 相连 通 容器 中 稀薄 气体 的 压强 是 不 同 的 ,它们 分 别 正比 于 温度 的 平方 
根 ( 克 努 森 效应 ). 
迄今 为 止 我 们 已 经 讨论 的 是 独自 处 于 平衡 的 大 量 高 度 稀 薄 气 体 中 的 现象 . 
现在 让 我 们 扼要 考虑 另 一 类 型 的 现象 ,其 中 气体 本 身 不 是 处 于 平衡 态 . 例如 ,对 
于 两 个 加 热 至 不 同 温度 并 浸没 于 稀薄 气体 中 的 两 个 固体 平板 之 间 的 热量 传递 ， 
板 间 距离 远 小 于 平均 自由 程 . 在 两 板 间 运动 的 分 子 ,相互 之 间 几 乎 不 经 受 任何 
碰撞 ,从 一 个 平板 反射 后 ,它们 自由 地 运动 直至 撞 到 另 一 板 上 . 当 被 较 热 的 板 散 
射 时 ,分子 从 板 上 获得 一 些 能 量 ,然后 当 它们 达到 较 冷 板 时 将 一 些 能 量 传递 给 冷 
板 . 因而 这 个 情况 下 的 热 传 递 机 理 与 非 稀 薄 气 体 中 的 寻常 热传导 机 理 本 质 上 不 
同 . 它 可 用 一 个 传 热 系 数 « 来 描述 ,( 按 寻常 热 导 率 类 推 ) 它 可 以 这 样 定义 ,使 得 
K( 了， 一 了 )) 
we 
其 中 gq 是 每 单位 时 间 每 单位 面积 平板 所 传递 的 热量 ,7, 和 7, 是 两 平板 的 温度 ， 
L 是 它们 间 的 距离 . « 的 值 可 利用 (7. 10) 作 数量 级 估计 . 因为 分 子 间 的 碰撞 
现在 是 用 分 子 与 板 的 碰撞 代替 ,平均 自由 程 1 必须 用 两 板 间 的 距离 L 来 代替 . 
因此 





(15.12) 


(15.13) 


QD 这 种 现象 称 为 演 流 . 一 一 译 者 注 . 
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x~LoN~ Ss 


(15.14) 
/mT 

高 上 度 稀 薄 气 体 中 的 传 热 系数 正比 于 压强 ,和 非 稀 薄 气 体 中 的 热 导 率 大 不 相同 
BJ Wl ~ . 


执导 对 大 不 相同 ,后 
者 不 依赖 于 压强 . 然而 ,应 该 强调 ,这 里 的 < 不 仅仅 是 气体 本 身 的 性 质 : 它 还 依 
赖 于 问题 的 特定 条 件 , 也 就 是 板 间 距离 L 

一 个 类 似 效应 是 高 度 稀 薄 气 体 中 的 “和 恭 性 ”, 例 如 ,气体 中 两 块 平 板 的 相对 
运动 下 (再 次 具有 工 <<1) 会 出 现 . 


这 里 的 黏度 7 必须 这 样 来 定义 ,使 得 

F =nVL, (15.15) 
其 中 FF 是 作用 于 运动 平板 每 单位 面积 上 的 摩擦 力 , 而 V 是 一 个 平板 相对 于 男 一 
个 平板 的 运动 速率 . 用 距离 二 来 代替 (8.11) 中 的 平均 自由 程 ,我 们 有 


7 ~ moNL ~ PP \ 屋 (1S.16) 
即 ,稀薄 气体 中 的 黏度 同样 正比 于 压强 


习 题 
1. 在 初始 瞬间 1=0, 气 体 占据 半空 间 x <0. 忽略 碰撞 ,确定 随后 瞬间 的 密 
度 分 布 . 


解 : 如 果 忽 略 碰 撞 , 动 理 方程 简化 为 


ot or 
其 通 解 为 /=f(r -vi,v)， 对 给 定 初始 条 件 , 我 们 有 


vz, >x/t 时 ， f=f(2), > <x/t 时 f=0. 
其 中 所 是 麦克 斯 书 分 布 ， 气 体 密 度 是 
pe N, 
N(1,x) = | hicwm dv,dv, dv. 学 | 1 - $| 生 三 |]， 
其 中 


二 
和 本 
P(E) = | dy 


度 . 因为 已 经 忽略 碰撞 这 些 公 式 实 际 


而 NV, 是 初始 密 仅 适 用 于 |x| <<i 范 
围 内 . 
一 个 半径 为 展 的 球 , 在 稀薄 气体 中 以 速度 9 运动 . 试 确定 作用 于 球 上 
的 力 . 

解 : 对 球 的 运动 的 总 阻力 是 


F = -EVR (8 +20). 
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3. 一 个 无 重量 平 盘 的 两 面 被 加 热 至 不 同 温度 了 ,和 了 , 试 确定 平 盘 在 稀薄 
气体 中 的 运动 速率 . 
解 : 平 盘 的 ( 牌 直 于 其 平面 方向 的 ) 速 度 由 下 列 条 件 求 得 :作用 于 平 盘 两 面 
的 合力 为 零 ， 它 以 冷 面 向 前 运动 ,速率 了 给 出 ( 当 了 >7 时) 为 
V=35( Ts -7). 


4. 对 于 完全 适应 情况 ,计算 适应 系数 a 的 值 al. 
解 :每 单位 时 间 与 物体 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 , 所 贡献 出 的 能 量 是 


jv.ed 厂 ,其 中 户 是 具有 温度 为 隐 的 气体 的 玻 尔 蓄 要 分 布 函数 ,e 是 一 个 分 子 的 


能 量 ,而 Y 轴 乍 直 于 表面 . 上 述 同 样 分 子 所 携带 走 的 能 量 ( 在 完全 适应 情况 下 ) 
可 简单 地 通过 用 物体 的 温度 了 代替 人 而 求 得 . 于 是 热流 是 


d = G2 -fi)ev,dl, 


对 ?2 的 积分 是 从 0 至 wm， 分 子 的 能 量 写 成 & = Bi, + me ,其 中 ci 是 内 部 运动 
能 量 . 通过 计算 给 出 每 个 积分 的 值 为 


| ea =y{( En +27) =»{# + =v7| C， +3] 


其 中 =c,T 是 一 个 分 子 的 平均 能 量 . 而 v=P/V2nmT 是 每 单位 时 间 碰 撞 到 表 
面 单 位 面积 上 的 分 子 数 . 热量 g 是 在 到 达 和 离 去 的 分 子 数 相 等 , 即 相 同 了 情况 
下 两 者 之 间 的 能 量 差 . 这 样 获得 g=a( 了 -7 ) 中 的 系数 的 值 是 
P 1 
an = 3 
假设 差 值 了 -了 很 小 ,所 以 我 们 令 了 = 一 三 了 . 
5. 与 题 4 相同 . 但 要 计算 的 是 系数 B 和 ?的 值 . 
解 :每 单位 时 间 与 物体 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 , 所 贡献 动量 的 法 向 分 量 ， 
等 于 气体 压强 的 一 半 . 用 了 来 表达 压强 ,我们 有 
已 TmT 
2 "NN 2 
对 于 相同 vy 但 不 同 温度 7T, 和 7T, 的 情况 ,该 量 有 不 同 值 ,其 差 值 给 出 由 温度 差 引 
起 的 附加 力 尺 .如 果 了 人 也 -也 很 小 ,我 们 求 得 
yo = P/(47). 
对 于 B, 按 照 (15.6) 有 B。=P/4. 
6. 与 题 4 相同 ,但 要 计算 的 是 系数 6 和 9 的 值 . 
解 :我 们 取 物 体 在 其 中 为 静止 的 而 气体 以 速度 只 运动 的 坐标 系 ,x 轴 为 表面 
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的 法 向 而 xy 平面 含有 8 这 个 坐标 系 中 的 分 布 兄 数 是 


2 int 


f= const ， exp| -本 有 -VvV.) FD -V) + 中 





对 于 完全 适应 的 情况 ,反射 分 子 具 有 YY =0 的 分 布 子 数 ;7 被 假设 为 零 . 
为 计算 切 向 力 下 ,我 们 令 凡 =0. 到 达 物 体 表面 的 分 子 所 贡献 总 动量 的 7 分 
量 是 . 


| mo,v. /aT = mV, | v. fdT =mV,r, 
对 v, 的 积分 为 从 0 至 mm. 这些 分 于 所 带 走 的 动量 的 ) 分 量 为 零 ， 因 此 P = 


myV, ,所 以 
ne 
0,=vm=P py 


现在 令 V. 关 0,V, =0. 直至 的 一 阶 项 ,我 们 有 
mv, 
f=Jo t+ Vo, 
其 中 万 是 了 =0 时 的 分 布 函 数 . 每 单位 时 间 与 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 数 是 


v= |fo.dT = oC 


十 。 
V2nmT 2T 
这 些 分 子 所 贡献 的 动量 的 x 分 量 是 


a EL 
| ms: far = 了 + PV, TT 


从 反弹 面 所 反射 分 子 具有 VV =0 的 分 布 函 数 , 这 样 归 一 化 使 得 积分 | md 等 于 
上 面 所 确定 的 入 射 分 子 数 v， 这 些 分 子 所 携 走 动量 的 x 分 量 是 


7 P PV., [Tm 
-3 2TmT = -7 7 FT 


附加 于 压强 的 法 向 力 是 下, =60V,, 其 中 








6,=P pa | = (41+). 


7. 一 块 平板 在 稀薄 气体 中 以 速率 V 沿 自身 平面 方向 运动 ,假设 完全 适应 ， 
试 确定 平板 的 温度 . 
解 : 如 题 4 中 那样 进行 ,我 们 求 得 携带 来 的 能 量 为 
TT. 2 
0 
而 携带 走 的 能 量 为 
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令 两 者 相等 给 出 





mV 
de 


8. 一 个 半径 为 尺 的 柱 形 管 ,由 于 压强 和 温度 梯度 引起 管道 中 气体 流动 , 试 
确定 通过 管道 截面 的 气体 流量 . 气体 是 如 此 稀薄 使 得 ! >> RUD. 在 分 子 与 管 壁 碰 
撞 中 发 生 完全 适应 . 

解 :从 具有 完全 适应 壁 反射 的 分 子 , 其 速率 分 布 是 v, fd’p, 其 中 /是 麦克 斯 
书 分 布 沸 数 而 x 轴 重 直 于 表面 . 如 果 妇 是 一 个 分 子 的 速度 与 x 轴 之 间 的 夹 角 ， 
我 们 求 得 所 反射 分 子 相 对 于 其 运动 方向 (不 管 它们 的 速率 如 何 ) 的 分 布 是 

二 cos 他 do ; 
TT 
这 个 函数 的 归 一 化 是 使 得 对 平面 一 侧 整 个 立体 角 积 分 后 给 出 v. 

我 们 取 z 轴 沿 管 轴 , 而 原点 选 在 所 考虑 截面 处 . 最 近 一 次 从 管道 表面 各 部 
分 所 反射 的 分 子 通 过 这 个 截面 . 距离 z 处 壁 表面 面 元 df 所 散射 分 子 中 ,反射 方 
向 位 于 所 述 截 面 对 管 壁 表 面 有 关上 点 所 张 的 立体 角 中 的 那些 分 子 ,能 通过 该 截面 ; 
因此 ,这 些 分 子 的 数目 是 df .Vv | cos do/m, 对 所 述 立 体 角 范 围 积 分 

对 位 于 离 所 述 截 面相 同 距离 的 所 有 点 ,这 个 积分 显然 是 相同 的 . 因此 ,每 单 
位 时 间 通 过 这 个 截面 的 分 子 总 数 , 可 通过 用 表面 环 元 2mRdz 代替 df, 并 对 管道 
的 整个 长 度 进行 积分 而 获得 ;再 乘 以 一 个 分 子 的 质量 m ,我们 得 到 通过 管道 截面 
的 气体 的 质量 流 率 ， 

0 =2mR | v( [eos ddo dz. 
数目 为 压强 和 温度 的 汤 数 , 沿 管道 长 度 变 化 、 如果 压强 和 温度 沿 长 度 方向 (z 
方向 ) 的 梯度 不 太 大 ,我 们 可 以 给 出 
»v(z) =v(0) + 


含有 z(0) 的 积分 显然 为 零 ,因此 包 


dv 
CQ = 2mR EE 





z=0 


| 2C08 好 dodz. 





z=0 


为 了 完成 积分 ,我 们 在 所 考虑 截面 的 平面 中 取 坐 标 r 和 opjr 为 截面 上 变动 


中 这 个 类 型 的 气体 流动 称 为 自由 分 子 流动 . 
@ 俄 文 版 将 下 式 中 的 m 误 为 ,同时 经 验算 后 面 两 个 0 的 表达 式 中 前 者 少 了 m 而 后 者 多 了 7#, 现 
已 改正 . 一 一 译 者 注 . 
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点 4' 离 截面 周 界 上 固定 点 O 的 距离 . 而 gp 为 04' 与 截面 半径 间 的 夹 角 (图 3). 
从 器 壁 上 (与 位 于 同一 母线 上 的 )4A 点 处 


反射 然后 通过 A' 的 分 子 ,其 加 度 与 管 澡 在 ”全 一 











4 点 的 法 线 之 间 的 夹 角 旭 , 应 使 得 人 
4 1 
> 和 | | A | 
2 十 2 \ | 1/ 一 一 \ / 
\ I9/__—” rN / 
立体 角 元 可 以 写成 一 一 兰 一 一 一 “天 
人 3 ， 
0 请 


即 ,面积 rdrdg 被 投射 到 垂直 于 线段 A4' 
的 平面 上 ,其 结果 用 该 线段 长 度 的 平方 来 除 . 积分 是 在 
-7T/2<9En7/2, Ogr<2Reos pg, -< 
区 域内 实现 的 ,结果 是 
87mR’ dv 
0 
最 后 , 令 v=P/V27wmT, 我 们 得 到 
8 P, 
i 
其 中 括号 内 的 差 值 是 在 管道 一 poh 
许 的 ,因为 Q 恒定 ,因而 这 个 导数 , 沿 管道 是 恒定 的 . 
9. 设 有 两 个 国体 平面 相距 工 << 71, 以 相对 速率 了 运动 ,并 分 别 具 有 温度 Ti 和 
7, ;假设 完全 适应 , 求 固体 平面 之 间 的 摩擦 力 . 
解 : 令 平面 1( 温 度 了 ) 为 静止 ,而 平面 2 在 xx 方向 以 速率 了 运动 ,并 令 》 
向 为 从 平面 1 机 的 具有 速率 w >0 和 vw <0 的 分 子 分 别 被 从 平面 1 和 
2 反射 ;对 完全 适应 情况 ,它们 的 分 布 画 数 是 





2A， mv” 
te 0 
7 | oe ee 
本 0 
7 [exp 27, )， 


其 中 N, 和 NN, 是 相应 的 粒子 数 密度 ;总 密度 N=N| +N,. y 方 向 总 流 为 零 的 条 件 
给 出 
N vv 了 =N, VT,. 
作用 于 每 个 平面 的 压强 为 P=N,T| +N,T, ,每 单位 面积 的 摩擦 力 是 
F,= -FF =mV | v,fdp 


ry>0 
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2mT, I 
= 一 一 CR a: 
TT ~ LE ee 


mm 
,= -下 =TP /—-. 
Eb, F = 上 5 一 


与 (15.15) 和 (15.16) 一 致 . 
10. 假设 完全 适应 , 试 确 定 具 有 几乎 相等 温度 TI 和 7 了, 的 两 个 平板 之 间 的 传 
热 系 数 K. 
解 :对 完全 适应 的 情况 ,入 射 到 平板 1 上 的 分 子 具 有 温度 为 了 的 平衡 分 布 . 
因此 ,从 板 1 至 板 2 的 能 流 是 g =ag( 卫 -了 ). 取 题 4 的 ao, 并 由 (15. 13 ) 确定 
K ,我 们 求 得 


如 果 1 = 


“=mL = oo wa 


V2mmT 2 
与 (15.14) 的 估计 一 致 . 

11. 一 个 半径 为 R<<1 的 圆 盘 ,在 气体 中 以 速度 -下 运动 ,其 速率 了 远大 于 
原子 的 平均 热 速 率 vi. 试 确定 圆 盘 后 面 轴 上 的 气体 密度 . 

解 : 当 了 >>oy 时 ,从 圆 盘 后 表面 所 反射 的 粒子 是 不 重要 的 (接近 表面 狭 罕 区 
域 除 外 ; 见 下 面 ). 这 是 入 射流 中 国 盘 的 “ 影 区 ”问题 . 在 圆 盘 为 静止 的 坐标 系 中 
(气体 以 速度 不 运动 ) ,在 没有 圆 盘 时 分 布 函数 应 为 

No m(vy 一 及 
Jolv) mrp | 
在 有 圆 盘 的 情况 下 ,在 z 轴 上 (图 4) 气 体 粒子 的 数 密度 是 


| 


N(z) =2T | | fC psin 好 dz?dp ， 


0 Fo 
其 中 纤 是 和 z 轴 之 间 的 夹 角 ,8 是 盘 半 径 在 z 轴 上 观察 点 所 张 角 (tan Vo = 
R/z; 具 有 好 < 节 的 粒子 被 圆 盘 所 遮 断 ). 在 了 >>or 条 件 下 ,积分 给 出 


1/2™ 


N 2 
N( 2z) | | wl | (v -Veos 90)” + Vsin do] hdr~ 
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V . VV R’ 
~ Ncos Boexp| 一 ， sin’D, | = Au 二 exp ee Rr 
其 中 Nu 是 远离 圆 盘 的 气体 密度 . 对 dv 的 积分 是 在 cos 好 >>vrAV 的 假设 下 实现 
的 (可 以 证 明 这 个 不 等 式 也 是 使 从 后 表面 所 反射 的 粒子 可 以 忽略 的 条 件 ). 


$16 动 理 方程 的 动力 学 推导 


$3 所 给 出 的 关于 动 理 方程 的 推导 ,虽然 从 物理 观点 来 说 是 令 人 满意 的 ;但 
是 引起 人 们 很 大 兴趣 的 是 :怎样 根据 理论 的 数学 形式 体系 , 即 根据 气体 粒子 的 运 
动 方程 将 动 理 方程 解析 地 推导 出 来 . 这 种 推导 已 由 博 戈 留 波 夫 (H. H. 
Boromo6oB(1946) ) 给 出 . 这 个 方法 的 价值 还 在 于 下 列 事实 , 它 提 供 一 种 正规 步 
又 ,原则 上 不 仅 适 用 于 推导 玻 尔 效 曼 方程 ,而 且 适 用 于 推导 对 它 的 校正 , 即 ,小 
“气态 参量 "一 一 比值 (dj7) 的 高 阶 项 ,其 中 d 是 分 子 尺度 (分 子 力 的 作用 程 ) 而 
z 是 分 子 间 的 平均 距离 . 下 面 所 给 推导 限于 纯 经 典 描述 的 单 原 子 气 体 , 即 假设 不 
仅 气 体 粒 子 的 上 自由 运动 ,而 且 其 碰撞 过 程 都 是 用 经 典 力学 来 描述 . 

我 们 从 关于 气体 整体 作为 粒子 系统 的 分 布 隔 数 的 刘 维 尔 定理 出 发 . 6 
维 相 空间 中 的 这 个 函数 ,用 A“” (1,7, ,7,,… ,7wy) 表示 ,其 中 7, 是 第 a 个 粒子 的 
一 组 坐标 和 动量 的 分 量 :7, = (7, ,Pp。). 假设 分 布 函 数 归 一 化 为 1: 

| 本 
d7, =dx.dp. 
玻 尔 兹 曼 方 程 中 出 现 的 “ 单 粒子 ”分 布 函数 ,通过 f/f“ ' 对 除 一 个 之 外 的 所 有 dr。 
积分 而 获得 : 
fe7) = [f° dreedrs (16.1) 

函数 广 ”" 也 是 归 一 化 为 工 ,我 们 将 保留 (不 带 上 标的 ) 记 号 了 作为 归 一 化 至 粒子 总 
数 的 分 布 函 数 :f=.AY". 

我 们 注意 到 ( 见 第 五 卷 , $3) , 刘 维 尔 定理 是 由 相 空 间 中 的 连续 性 方程 得 出 
的 推论 ,对 于 闭合 系统 的 分 布 函 数 必须 满足 这 个 方程 : 





3 /a2 9 a 0 本 的 了 
0 0 =0. 16.2 
+ > J r ) rd 5.) | ( ) 
利用 哈密 顿 方程 
, aH 5 aH 
_9H __3H 16.3 
ps or, 


从 而 得 出 下 列 等 式 : 


(.1° ) -7 (77) (f° ) 2 (£7) 
2 DE 


二 ， (16.4) 
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其 中 假设 r=w ,和 p, 通 过 方程 (16.3) 用 7 ,7,,… 来 表达 . 方程 (16.4) 表 达 了 
刘 维 尔 定理 的 内 容 . 
我 们 将 单 原子 气体 的 哈密 顿 函 数 写成 下 列 形式 : 


2 
H= 0 + > U(r,-r,|)). (16.5) 
a easy 


这 里 假设 没有 外 场 ,并 假设 气体 粒子 之 间 的 相互 作用 简化 为 它们 的 对 相互 作用 
之 和 @. 于 是 方程 (16.4) 变 成 
C0 (a ) (f° ) 
2 2 b<a 二 | 5 
其 中 U,,(azb) 表 示 U( |r, ~7,|). 
现在 让 我 们 将 这 个 方程 对 dr,…drs 积 分, 于是, (16.6) 中 求 和 的 所 有 项 
中 , 仅 剩 下 含有 对 p, 或 ,的 导数 的 那些 项 ;其 它 项 的 积分 可 变换 成 对 动量 空间 
或 坐标 空间 中 无 穷 曲 面 的 积分 ,结果 为 零 ， 因 此 我 们 有 
af Y(t,71) af Y(t;71) 
at 人 Or, - 








aU bs 
= /N= We ,ry,, (16.7) 


i 
A |f andarn (16.8) 


(16.7) 中 的 因子 .人 海上 处 到 仪 积 分 变量 标志 上 不 同 的 各 项 ,严格 地 说 ,这 类 项 的 
数目 是 .A-1, 但 这 个 数 很 大 ,A 一 1 二 人 1; 可 用 .A 来 代替. 
类 似 地 ,将 (16.6) 对 dr;…dryx 积 分 ,我 们 得 到 
aa 全 BF . af™ aU, , ap 42 aU, of a 
at 1 or or bp Or, sp | 
(3) {3) 
= 有， o/s , 9U;,s 
; | [2— Rt Ba (16.9) 
其 中 f(t,7) 了 2 ,Ta ) 是 三 粒子 分 布 肾 数 . 
用 这 种 方法 继续 进行 下 去 ,我们 会 得 到 几乎 无 穷 ( 由 于 .NH 很 大 !) 级 列 的 方 
程 多 ,每 个 方程 通过 /'"' "来 表达 /f'“". 所 有 这 些 方程 在 下 述 意 义 上 是 严格 的 : 











Q@D 后 一 假设 具有 模型 性 质 ， 然而 ,要 着 重 指出 的 是 ,在 一 级 近似 (相应 于 玻 尔 兹 曼 方 程 ) 下 , 它 一 般 
并 不 影响 结果 :在 这 个 近似 下 ,只 有 粒子 的 对 碰撞 发 生 , 其 它 ( 非 成 对 的 ) 相 互 作用 不 起 作用 . 

@ 现在 一 般 称 为 BBGKY 级 列 方程 ,因为 是 由 博 飞 留 波 夫 (H. H. 5oromo6og(1946) ) , 玻 恩 和 格林 
(M. Born ,H. S. Green(1949 ) ) , 柯 克 伍德 (J. G. Kirkword(1946)), 伊 癸 (J. Yvon(1939)) 最 初 独立 地 推导 出 
来 的 . 译 者 注 . 
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关于 气体 的 稀薄 程度 未 曾 作 任何 假设 . 然而 ,为 了 得 到 闭合 方程 组 ,就 必须 通过 
利用 气体 是 稀薄 的 这 个 条 件 以 某 种 方式 使 方程 级 列 终止 .特别 是 ,这 个 方程 中 
的 一 级 近似 相当 于 使 级 列 已 经 终止 在 第 一 个 方程 (16.7) ,其 中 双 粒 子 函 数 f 
用 j 广 "来 近似 表达 . 这 是 考虑 到 气体 的 稀薄 性 质 , 通 过 方程 (16.9) 完 成 的 . 

回 到 这 个 方程 ,我 们 将 首先 证 明 右 边 的 积分 很 小 ， 的 确 ,函数 V(7 仅 在 作 
用 力 程 内 , 即 当 r<4d 时 才 显 著 不 等 于 零 ， 央 此 ,在 (16.9) 右 边 积 分 的 两 部 分 中 ， 
对 坐标 的 积分 实际 上 仅 是 对 区 域 |r, -rz,|d 或 |r;-r,|d 的 积分 ,或 对 一 个 
体积 ~d 的 区 域 积分 . 还 要 注意 ,在 对 气体 整个 体积 ~.AF 的 积分 中 ,应 该 有 


”ar，= /9 ,我 们 得 到 下 列 估计 量 


Wi | 2 3U() of 
万 ， or Or op! rr 
由 此 可 以 看 出 ,方程 (16.9) 右 边 相 对 于 左边 含 9U/9r 的 项 来 说 ,小 一 个 比值 
(d/7)’ ,因此 可 以 忽略 . 方程 左边 的 项 全 体 乃 是 全 导数 df /di, 其 中 ,r,,pi， 
忆 2 被 认为 是 时 间 的 函数 , 它 满足 具有 二 体 问 题 哈 密 顿 函数 
H= + +U( [ri -r,|) 
的 运动 方程 (16.3). 因此 我 们 有 
Tf (Ts) =0. (16.10) 
迄今 为 止 ,对 方程 所 作 的 所 有 变换 都 纯粹 是 力学 变换 . 当然 ,为 了 推导 动 理 
方程 , 某 种 统计 假设 也 是 必要 的 . 这 个 可 以 表述 为 每 对 碰撞 粒子 的 统计 独立 性 ， 
在 推导 $3 中 的 动 理 方程 时 (那里 碰撞 概率 被 写成 (2. 1) 的 形式 ,正比 于 乘积 
f/f) 实质 上 曾 假 设 过 . 正在 考虑 的 方法 中 ,这 个 陈述 当 作 微分 方程 (16. 10) 的 初 
条 件 . 正 是 它 导致 关于 时 间 的 两 个 方向 的 不 对 称 性 ,结果 由 时 间 反 演 下 不 变 的 
力学 方程 推导 出 了 不 可 赣 的 动 理 方程 . 气体 粒子 位 置 和 动量 间 的 关联 只 是 在 其 
碰撞 期 间 ( ~ d/5) 引 起 的 ,同时 仅 延 伸 至 距离 ~ dg. 因此 关于 相 碰 撞 粒 子 的 统计 
独立 性 的 假设 ,也 是 $3 中 早已 讨论 过 的 关于 动 理 方程 所 允许 的 距离 和 时 间 间 
隔 的 根本 限制 的 来 源 . 
令 为 为 碰撞 前 某 瞬 间 , 那 时 两 个 粒子 仍 离 得 很 远 ( |re -mo| >>d, 其 中 下 标 
零 表 示 物 理 量 在 该 瞬间 的 值 )， 相 碰撞 粒子 的 统计 独立 性 意味 着 在 该 瞬间 fb , 双 
粒子 分 布 函数 分 解 成 两 个 单 粒子 分 布 函数 三 ”的 乘积 因此,(16. 10) 从 为 至 : 
的 积分 给 出 
人 (16.11 ) 
这 里 要 把 re = (ro,pio) 和 zx = (ro,pao) 理 解 为 ,为 了 使 两 粒子 在 瞬间 上 获得 所 
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必需 的 坐标 和 动量 值 7, = (7 ,pi) 和 7, = (7r,,p;) ,在 瞬间 两 粒子 应 具有 的 那 
样 的 坐标 和 动量 值 ;在 这 个 意义 上 ,ro 和 ro 是 ,7 和 + -5 的 函数 (只 有 ro 和 
rw 依赖 于 t-io;pw 和 pw 的 值 与 碰撞 前 粒子 的 自由 运动 有 关 , 而 并 不 依赖 于 
1 一 加 的 选择 ). 

现在 让 我 们 转 到 (16.7) , 它 将 要 成 为 动 理 方程 . 方程 左边 早已 具有 所 需要 
的 形式 ;现在 我 们 关心 的 是 右边 的 积分 ,人 它 最 终 要 变 成 玻 尔 效 曼 方程 中 的 碰撞 积 
分 . 把 (16. 11) 的 4'” 代 入 这 个 积分 并 在 两 边 从 /'" 改变 至 f= 人 我 们 写 出 

"0 ee 0 Ch), 
其 中 
2 9 

C(f)= | 一 一 1 (16.12) 
积分 (16.12) 中 只 有 在 |r, -mn 1 ~d4 的 范围 内 , 即 发 生 碰 撞 的 区 域内 才 是 重要 
的 . 然而 ,在 这 个 范围 ,我 们 (在 这 里 所 考虑 的 一 级 近似 下 ) 可 以 忽略 了 上 对 坐标 的 
依赖 关系 ;因为 1 仅 在 距离 LL 上 才 发 生 显著 变化 ,L 是 问题 的 特征 尺度 , 它 总 之 远 
大 于 d. 因此 ,如 果 为 了 使 分 析 和 公式 稍微 简化 些 , 我 们 将 研究 空间 均匀 的 例子 ， 
即 假设 /不 依赖 于 坐标 ,碰撞 积分 的 最 后 形式 将 不 改变 . 立即 可 以 注意 到 ,函数 
f(to,pPiwo) 和 f(to,py) 中 (通过 zo(t) 和 ro(1)) 对 时 间 的 显 式 依存 关系 ,因此 也 消 
失 了 . 

我 们 可 以 利用 (16. 12) 的 被 积 范 数 括号 中 的 表达 式 是 运动 积分 的 事实 ( 正 
是 像 (16. 11) 中 所 显示 的 那样 ) ,来 对 被 积 隙 数 进行 变换 ;显然 与 此 无 关 , 固 定 瞬 
间 的 动量 值 pl, 和 pso 按 定义 已 经 是 运动 积分 同时 注意 到 上 面 所 提 及 的 它们 
不 显 含 1 的 事实 ,我 们 有 


d = 
王八 0 ,Pio fio ;030 = 


0 0 aU', 0 92 0 ) 
二 四 一 一 一 十 7 本 t 3 it 9 = 0. 
避 人 re fio ,Pyo)f lio ,ps) 





(16.13) 
由 此 ,我 们 将 对 p, 的 导数 通过 对 7 ,r, 和 p, 的 导数 来 表达 ,并 代入 (16. 12). 当 将 
积分 变换 到 动量 空间 中 的 面积 分 时 ,含有 3/3p, 导 数 的 项 消失 . 于 是 我 们 求 得 


C(At,P1)) = fs». {A to ,Pio)fl to ,P20) }d xd ps， (16.14) 


其 中 用 了 两 粒子 的 相对 速度 v ,=v , -v,, 并 考虑 到 plo 和 py ( 因 而 括号 中 的 整个 
表达 式 ) 仅 通过 差 值 r=r, -7r, 而 依赖 于 r, 和 r, 的 事实 -用 z 轴 沿 v .的 柱 面 坐标 
z,p,g 来 代替 r= (x,y,z) ,注意 到 mw ， 3/9r =v.90/9z, 而 对 dz 积分 后 将 (16. 14) 变 
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换 成 出 
C(f(t,p1)) = | to ,Pio)f( to ,P20)} v .pdpdpd ps. (16.15) 


现在 我 们 忆 及 pi, 和 pb 是 (在 时 刻 ) 粒 子 的 初始 动量 ,而 在 最 后 瞬间 i: 具 
有 动量 p, 和 p, 这 个 事实 . 如 果 在 最 后 瞬间 z =z, -2 = -% ,很 显然 在 初始 瞬间 
粒子 相互 离开 得 “甚至 更 远 ”, 即 ,一 般 没有 碰撞 换 句 话说 ,在 这 个 情况 ,初始 动 
量 和 最 终 动量 是 相同 的 

Pio =Pi， Pz =P; (z= —-%). 
如 果 z= +% ,pio 和 pb 作为 对 碰撞 的 初始 动量 ,该 碰撞 给 出 粒子 动量 为 p, 和 p，,; 
在 这 个 情况 ,我 们 写 出 
Pio =P Up)，P2o =P20p) (z= +o ). 
这 些 量 是 坐标 p 的 函数 ,po 起 碰撞 参量 的 作用 ,乘积 
pdpdo = do 
是 经 典 碰撞 截面 . 

最 后 ,还 要 注意 到 明 数 fi( to ,Pio} 和 f(to ,P20 ) 对 to 的 显示 依存 关系 在 这 个 近 
似 下 可 用 对 i 的 同样 依存 关系 来 代替 . (16. 11) 的 正确 性 仅 要 求 满足 不 等 式 上 - 
1 >> d/5: 在 瞬间 i, 粒子 间距 离 必 须 远 大 于 力 程 4d. 然而 , 差 值 1 -应 这 样 选 
择 ,使 得 还 满足 1~t,。<<W5 的 条 件 , 其 中 i 是 平均 自由 程 ;比值 i/5 是 平均 自由 时 
间 , 它 正好 是 确定 分 布 函 数 的 可 能 时 间 变 化 周期 的 特征 量 . 因此 ,分 布 函 数 在 
1 ~ 期 间 的 变化 比较 小 ,而 可 以 忽略 . 

根据 这 些 考虑 ,我 们 得 到 积分 (16. 15 ) 的 最 终 表 达 式 为 


C(f(t,p1)) = | {fp ftsp's) -f(t,pi)f(t,ps) }.dod p,, (16.16) 
它 与 玻 尔 兹 曼 碰 撞 积 分 (3.9) 一致. 
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为 了 求 得 对 玻 尔 兹 曼 方 程 的 第 一 校正 项 ,我 们 必须 回 到 § 16 中 这 些 项 被 忽 
略 之 处 ,并 通过 计 及 气态 参量 的 高 一 阶 项 以 增加 计算 准确 度 . 首先 ,(16.9) 中 曾 
经 省 略 了 含有 三 粒子 关联 /的 项 ,因此 三 粒子 碰撞 不 在 考虑 之 列 . 而 且 , 在 将 
碰撞 积分 (16. 12 ) 变换 至 最 终 形式 (16. 16) 时 ,我 们 忽略 了 分 布 函 数 超过 距离 
~d 和 时 间 ~ d/5 范围 以 外 的 变化 ;对 碰撞 从 而 被 认为 是 发 生 在 单一 点 上 的 “局 
域 " 事 件 . 现在 我 们 必须 考虑 到 这 两 种 本 源 的 校正 :三 粒子 碰撞 以 及 对 碰撞 的 


@ 极限 := +% 要 理解 为 距离 远大 于 d 但 远 小 于 平均 自由 程 上 (如 果 照 字义 来 看 待 ， 结果 会 为 零 ， 
因为 在 气体 所 占据 区 域 之 外 f 三 0), 出 现 这 种 情况 是 由 于 从 (16.12) 变 为 (16.14) 时 应 用 了 方程 (16. 13)， 
而 该 方程 仅 在 粒子 经 历 下 一 次 碰撞 前 才 是 正确 的 . 
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“ 非 局 域 性 ”. 
在 一 级 近似 下 ,方程 级 列 终 止 在 第 二 个 方程 , 它 把 1 和 /联系 起 来 . 在 
二 级 近似 下 ,我们 必须 探究 第 三 个 方程 , 它 把 1 和 "联系 起 来 ,以 类 似 于 一 
级 近似 在 (16.9) 中 省 略 f) 项 的 方式 省 上 略 掉 “项 ， 于 是 方程 变 为 
d 
di 
相当 于 早先 对 /4'” 的 方程 (16. 10) ;假设 (17. 1) 中 的 变量 7, ,rs ,7 在 三 体 问题 中 
按照 运动 方程 随时 间 而 变化 ;再 次 假设 粒子 间 的 对 相互 作用 .利用 碰撞 前 粒 
子 的 统计 独立 性 , (17. 1) 的 解 是 
Fs ,Ta ,T3 ) = Cs Chana (17.2) 
这 里 的 量 i。,7w(a =1,2,3) 具 有 像 (16. 11) 中 那样 相同 的 意义 ,Tw = 7 (t,to， 
T4173,7;) 是 粒子 在 时 刻 如 必须 具有 的 坐标 和 动量 值 ,以 便 在 时 刻 t 达 到 相 空 间 
中 特定 点 7 ,ri ,73. 与 (16.11 ) 的 唯一 差别 是 ,现在 r。= (rw,pw) 是 三 体 (而 非 
二 体 ) 问 题 中 的 初始 坐标 和 动量 ,假定 这 个 问题 原则 上 已 解 出 @. 
为 了 写 下 和 变换 后 继 的 公式 ,方便 的 是 定义 一 个 算 符 $2;, 它 作用 于 变量 为 
Ti ,7T: ,Ti( 属于 三 体 问 题 中 三 个 粒子 ) 的 函数 ,其 结果 是 使 这 些 变量 按照 下 列 方 
式 


A =0,， (17.1) 


Po 
FF) 
(tt) 





rr, =ro+ 
疡 ,一 >D。 Pp (17.3) 


变换 . 类 似 地 , 算 符 $,, 将 作用 于 变量 r ,7, (属于 二 体 问题 中 的 两 个 粒子 ) 的 函 
数 而 导致 这 种 变换 .变换 (17. 3) 的 一 个 重要 性 质 是 ,对 于 时 间 ~- >> d/5, 它 
不 再 与 时 间 有 关 . 的 确 ,对 于 这 种 + - 4, 粒子 相 离 很 远 ,以 恒定 速度 v ,=pw/m 
自由 运动 ,ro 的 值 随 时 间 的 变化 为 const -yw (it -加 ) ,在 (17.3) 中 失去 了 对 时 间 
的 依存 性 .而且 ,如 果 粒 子 间 没有 相互 作用 ,变换 (17.3) 会 化 为 恒等式 :在 不 论 
何 时 总 是 自由 运动 的 情况 下 ,右边 恒 等 于 左边 .根据 同样 理由 ,如 果 粒 子 中 的 一 


个 ,例如 粒子 1 ,并 不 与 粒子 2 和 3 发 生 相互 作用 , 则 $,,, = 3$,,; 算 符 $,, 和 5,, 于 
是 简化 为 1. 因此 ,很 显然 ,如 果 三 个 粒子 中 任何 一 个 并 不 与 其 余 两 个 发 生 相 互 
作用 , 算 符 


Q@ 与 一 级 近似 大 不 相同 (比较 63 页 的 脚注 中 ) ,这 个 假设 对 处 理 方法 的 一 般 性 设置 了 一 些 限制 , 因 
为 在 三 体 碰撞 中 可 能 有 三 体 相 互 作用 效应 ( 即 在 哈密 顿 洱 数 中 形式 为 U(r; -六 ,mm 一 ri ) 的 项 的 效应 ) 它 
并 不 能 简化 为 对 相互 作用 . 

@@ 当然 ,实际 上 对 于 三 体 问 题 . 仅 在 例如 硬 球 的 少数 情况 才能 给 出 解析 解 . 
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Cs = S123 是 0 0 2 (17.4) 
为 零 . 换 句 话说 ,这 个 算 符 把 归 因 于 所 有 三 个 粒子 相互 作用 的 部 分 从 函数 中 分 
- 离 出 来 (而 作为 特例 ,三 体 问 题 也 包括 对 相互 作用 ,第 三 个 粒子 处 于 自由 运动 ). 


利用 算 符 5,,(17.2) 变 成 
A :7T2 ,7T3 ) = Saf (t,t 2 


A (17.5) 
其 中 


FOr7) =f (ro i) 7] (17.6) 
(太吉 中 自 变 量 r 的 移动 补偿 了 归 因 于 算 符 $1 的 相应 移动 ). 


双 粒 子 分 布 函 数 1' ”通过 将 函数 1' ”对 变量 +, 积分 求 得 ,而 /“” 对 7, 和 7， 
的 积分 给 出 分 布 函 数 /' : 


A Rh [FO ds (17.7) 
f° (bn) - (Be ens ;T3 ) dT,d7,. (17.8) 


随后 计算 的 目的 是 要 通过 从 这 两 个 方程 (用 (17.5) 的 大 2) 消 去 产 ”, 从 而 以 所 
需 准 确 度 将 1 用 /来 表达 .然后 ,将 这 个 表达 式 代 和 人 (16.7) , 它 本 身 是 严格 
的 ,我 们 得 出 所 寻求 的 动 理 方程 . 


为 实现 这 个 程序 ,我 们 首先 对 积分 (17.8) 进行 变换 ,用 (17.4) 的 算 符 G2 
来 表达 (17. 5) 中 的 算 符 $，， 注 意 到 (基于 分 子 总 数 守恒 的 ) 显 然 等 式 ; 
[F907) dr = [f VC,7)dr =1,， 
| Saf ,sn 1 ,72 ) dT71d7, = 
我 们 得 到 
J 全 fF) (t,to ,7T) +2 | 1(5, -1) FD (tT ) Fe (t,t ,T,) 1d7, + 
+ [1G Om) PY sisra) PY sto) | dradrs. (17.9) 
这 个 方程 可 以 用 逐步 求 近 法 进行 求解 , 记 住 $,, -1 是 一 阶 小 而 Gs 是 二 阶 小 ;与 


(16.9) 右 边 的 估计 进行 比较 . 在 零 级 近似 , 了 (1,4o,71) = 用 ”(i,71). 在 其 次 
两 组 近似 ， 


$17 考虑 到 三 粒子 碰撞 的 动 理 方程 “69 ， 


~ 


a -2| { (8, — DF TOF (i,7,) 1 dr, - 


a | i[ Gs =4(S -1) (8 +3 2 fF TOf OT)f Dt,7s) drydr，， 
现在 还 需 把 这 个 表达 式 代 人 (17.5) ,然后 代 和 人 (17.7) ,并 且 仅 保留 不 高 于 二 阶 
小 ~($。-1)? 和 ~ Co 的 项 最 后 结果 是 

fT Ta) = Gof TY)f (tT) + 
jjam， (17.10) 
其 中 
Rd (17.11) 


必须 强调 5 算 符 在 其 乘积 中 的 次 序 是 值得 注意 的 . 例如 , 算 符 $,,$;, 首 先 作 变量 
变换 71 ,7T;,T3 一 TT (Ty ,Ti FT Ti) ,区 数 Ff, (7T,,T;) 应 由 相互 作用 着 的 粒 
子 2 和 3 的 运动 方程 确定 ;然后 变量 再 经 受 变 换 7 ,7T,,7T3 一 1 (Ti 7T;)， 
志 (7 ,7,) ,7T3 ,现在 其 中 函数 7 ,(7, ,7,) 由 一 对 相互 作用 着 的 粒子 1 和 2 的 运动 
问题 来 确定 . 
现在 将 (17.10) 代 入 (16.7) 并 到 处 将 函数 1/'" 变换 至 了 =AY'” ,我 们 求 得 
下 列 形式 的 动 理 方程 0 
af( 1,7,) af(i,71) 0 
人 fs (17. 12 ) 
其 中 


C (f(t,7)) = 


1 fr 9U,, Oe 
C (f(t,7)) ”大 ar A A A Di 


(17.14) 
这 里 第 一 个 是 对 碰撞 积分 ,而 第 二 个 是 三 体 碰 撞 积 分 ,让 我 们 更 详细 地 考虑 它 
们 的 结构 . 
两 个 积分 中 ,被 积 函 数 都 含有 在 空间 不 同 点 取 值 的 涌 数 在 对 碰撞 积分 
中 ,要 把 这 个 “ 非 局 域 性 ?效应 分 开 作 为 对 寻常 ( 玻 尔 效 曼 ) 碰撞 积分 的 校正 为 
此 ,我 们 将 被 积 函 数 中 (在 距离 ~d 范围 内 ) 慢 变 的 函数 1 以 r, -rr 的 蜘 展开 . 


因为 被 积 函数 中 的 这 些 函 数 之 前 有 算 符 $,, 让 我 们 首先 考虑 量 S17, 和 


9U,, 0 .人 
{Sif Et, Tt, 7,) }d7,, (17.13) 
六 0P 





全 ”推导 对 玻 尔 兹 曼 方程 的 校正 项 的 方法 ,早已 由 博 戈 留 波 夫 (H,.H. 5oromo6oag(1946) ) 指 出 . 后 来 
格林 (M.S. Green( 1956) ) 首先 给 出 这 些 项 的 最 终 形式 . 
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ST; , 算 符 5,, 将 变量 r, 和 ,变换 成 怎样 的 量 . 在 二 体 问 题 中 两 个 粒子 的 质心 
(ri + 户 ) 均匀 地 运动 ;因此 算 符 $,, 使 这 个 和 不 变化 ， 从 而 我 们 可 以 写 出 











和 A /r+r, r,-r r,-r, 1 

1 2 1 2 2 ] 
Sr 十 j=m+ 7 -F272 7), 
S12T7, = 了 T+ 7 ea = 





现在 ,展开 也 数 
Sa fl isr, ,Pi1) =f( £, $7, ;Pio) ， 


Si f(r ,P,) =/(1, Sur, ,P20) 
为 疡 -六 的 需 直 至 一 阶 项 ,我 们 得 到 


加 (17. 15 ) 
其 中 
(2) aU,, 0 
Co (f(t,r ,Pi)) = ar “3 Ab Pio)ft, rT, ,Pr) }d7,, (17.16) 
1 尼 ; 
1 0 


CP (ft71,p1)) = {= 
1 


0 0 从 
+ [fn, Po) r/o ,P20) -ft 7 Pr) Grn ,p10) | “SP -7,) | drz, 





9 0 
{mr pr pn) + 


(17.17) 
对 六 的 导数 是 在 恒定 Po 或 pz 下 取 值 . 
积分 (17. 16) 与 (16. 12) 相同 出; 在 8$ 16 中 曾经 阐明 ,怎样 (通过 完成 对 空间 
坐标 的 三 个 积分 之 中 的 一 个 而 ) 将 这 个 积分 化 至 寻常 的 玻 尔 兹 曼 形 式 . 
现在 让 我 们 考虑 三 体 碰撞 积分 (17. 14). 为 了 使 这 个 积分 中 包括 “ 非 局 域 
性 ”, 应 该 要 超过 所 假设 的 准确 度 , 因 为 积分 本 身 是 小 校正 .因此 ,在 三 个 函数 了 
的 自 变量 中 ,所 有 径 矢 rx, ,r,,r, 都 被 取 作 为 相同 的 ,而 且 我 们 必须 假设 算 符 


,并 不 作用 于 这 些 变 量 上 人 @; 
CO RD) 
1 9U,, 


| 人 
or l Bp tt Pi ft ,rpP2)f tt, Tr, ,ps) }d7,d7,. (17.18) 


Q@ ”表达 式 (17.16) 与 (16.12) 的 差别 在 于 函数 的 自 变 量 中 的 如 用 :来 替换 . 然而 ,替换 后 反正 一 
样 有 (16. 13) 右 边 的 等 式 ,因为 对 Ti,r; ,Pi ,Pp; 的 依赖 性 仅 通过 pio 和 和 p20 而 进入 ,而 后 者 是 运动 积分 . 

”为 了 避免 误解 必须 强调 ,这 些 简化 并 不 意味 着 被 积 表达 式 不 再 依赖 于 fr, 和 r;, 对 这 些 变 量 的 依 
存 性 通过 5 算 符 仍 然 出 现 ,5 算 符 将 动量 p, 变 换 成 函数 po (ri ,r, ,ma ,Pi ,Pa ,Ps ) 





$17 考虑 到 三 粒子 碰撞 的 动 理 方程 。 7+ ， 


其 次 让 我 们 稍微 详细 地 来 考察 算 符 R。 的 结构 ,以 便 阑 明 积分 (17. 18 ) 所 考虑 到 
的 碰撞 过 程 的 性 质 . 


首先 , 当 三 个 粒子 中 任何 一 个 与 其 余 并 无 相互 作用 时 , 算 符 角 ,,( 像 (17.4) 


中 的 算 符 G61, 一样 ) 为 零 ， 然而 ,对 Rss #0 的 那些 过 程 不 仅 包括 字义 上 的 三 体 
碰撞 ,而 且 还 包括 几 个 对 碰撞 的 组 合 . 

在 真 三 体 碰 撞 中 ,三 个 粒子 同时 进入 “相互 作用 范围 ", 如 图 5a 中 图 式 所 
示 . 但 是 算 符 丸 ,对 于 下 列 这 样 的 “三 体 相互 作用 ”也 不 为 零 ,这 种 相互 作用 包 
括 三 个 连续 的 对 碰撞 ,并 且 有 一 对 粒子 互相 碰撞 两 次 ,图 5b 中 图 式 所 示 是 这 种 
过 程 的 一 个 例子 (对 此 $,, =1 使 得 Rs =8S -380D). 不 仅 如 此 , 算 符 Rs 还 
考虑 到 这 类 情况 , 那 是 三 个 碰撞 中 的 一 个 (或 多 个 ) 是 “虚设 的 ”, 即 仅 当 任何 真 
实 碰撞 对 粒子 路 径 的 影响 可 以 忽略 时 才 发 生 的 情况 . 图 5c 中 显示 一 个 例子 , 那 
里 储 撞 1 -3 仅 当 粒 子 3 的 路 径 不 受 它 与 粒子 2 的 碰撞 的 影响 时 才 会 发 生 @( 对 


于 这 个 过 程 3 = S152, ,但 是 Si 1 ,所 以 Ri, = -Si Di 


1 入 1! 2 3 
“102 
\ 
1 2 3 1 2 3 
(a) (b) 


图 5 





如 同 在 $ 16 中 对 积分 Co 进行 变换 那样 ,三 体 碰撞 积分 中 辐 样 能 完成 对 坐 
标的 六 重 积分 之 一 ,因此 经 变换 后 ,相互 作用 势 VU, 不 再 显 式 地 在 公式 中 出 现 久 . 


QD 同时, 算 符 R123( 与 算 符 Gizs 不 同 !) 对 所 有 两 个 对 碰撞 的 序列 为 零 . 例如 ,对 于 由 碰撞 2 -3 和 


1 -2 组 成 的 过 程 ,我 们 应 该 有 5.2 = SS，,S， = 所 以 及， =0. 
@ “注意 到 $ 算 符 作用 的 意义 ,我们 必须 按 北 时 间 追 随 粒子 路 径 ， 
3 格林 的 一 篇 文章 ( M.S, Green, Phys. Rev. .136A(1964) ,905) 中 完成 了 这 种 变换 . 
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$ 18 动 理 系数 的 位 力 展开 


在 $7 和 §8 中 曾经 表明 , 热 导 率 和 黏度 不 依赖 于 气体 密度 (或 压强 ) ,是 由 
于 仅 考 虑 分 子 间 对 碰撞 的 结果 . 对 于 这 类 碰撞 ,碰撞 频率 ( 即 一 个 给 定 分 子 每 单 
位 时 间 内 所 经 受 的 碰撞 数 ) 正比 于 密度 NN, 平均 自由 程 1x1/N, 而 因为 mn 和 x 下 
比 于 ,所 以 它们 不 依赖 于 N. 当然 ,这 样 获 得 的 me 和 ko 仅 是 这 些 量 的 密度 寡 
展开 式 ( 称 为 位 力 展开 式 ) 中 的 首 项 . 在 高 一 级 近似 中 ,已 经 有 形式 为 
k=ko(1+aNd )，7=7(L+BNd) (18.1) 
的 密度 依存 关系 . 其 中 d 是 分 子 尺 度量 级 的 参量 ,而 a 和 BB 是 量 纲 为 1 的 常数 . 
这 些 一 级 校正 具有 双重 来 源 ,反映 在 动 理 方程 的 校正 项 CY 和 C' ”中 . 三 体 碰 
撞 ( 其 频率 正比 于 NV ) 使 平均 自由 程 减 小 .而 对 碰撞 的 非 局 域 性 造成 这 样 一 种 
可 能 性 ,通过 某 表 面 的 动量 和 能 量 传递 ,也 可 在 碰撞 粒子 并 未 实际 通过 表面 的 情 
帝 下 实现 :粒子 到 近 距 离 ~d ,然后 分 离开 , 仍 处 于 表面 两 侧 . 这 个 效应 使 动量 流 
和 能 量 流 增加 . 
应 用 更 准确 的 动 理 方程 (17. 12 ) 对 热传导 或 黏 性 问题 的 解 , 要 以 86 一 88 
中 早已 描述 过 的 同样 方案 为 基础 . 我 们 寻求 形式 为 A=j(1+Xv 人 的 分 布 函数 ， 
其 中 是 局 域 平衡 分 布 函 数 , 而 X/T~ 1L 是 一 小 校正 . 三 体 碰 撞 积 分 CG) ,与 
Co . 样 , 对 函数 态 来 说 ,其 值 为 零 . 因此 ,我 们 必须 保留 其 中 带 X 的 项 ,所 以 相 
对 于 玻 尔 效 曼 积分 C'” 来 说 ,积分 C” 是 相对 量 级 ~ (d/7) 的 校正 . 然而 ,在 积 
分 C， 中, 它 含 有 分 布 函数 的 空间 导数 ,只 要 取 了 = 太 就 足够 了 ;在 这 个 意义 上 ， 
项 C1!” 应 拿 到 方程 左边 ,那里 它 给 出 同一 相对 量 级 ~ ( 4d/7) 的 校正 .因此 , 动 理 
方程 中 的 两 个 附加 项 C'” 和 Ci” 给 出 同一 量 级 的 贡献 0. 
为 参考 起 见 , 对 于 气体 的 热 导 率 和 黏度 ,用 (半径 为 4 的) 硬 球 模型 求解 更 
准确 的 动 理 方程 的 结果 是 
K=Kko(1+1.2Nd )，7=7(l+0.35Nad )， (18.2) 
其 中 ku 和 7 是 $10, 习 题 3 中 获得 的 值 (J.V. Sengers,1966)&2. 
通过 对 动 理 方程 作出 (由 四 体 碰撞 等 引起 的 ) 进 一 步 校 正 ,原则 上 还 有 可 能 
确定 动 理 系数 位 力 展开 的 后 续 项 . 然而 ,重要 的 是 要 注意 到 ,这 些 项 将 会 含有 NN 
的 非 整 数 寡 ; 函数 x(N) 和 ”wm(N) 在 点 和 N=0 被 发 现 为 非 解 析 的 . 为 前 明 这 个 行 


@ 这 个 论据 消除 了 可 能 引起 的 任何 误解 ,因为 积分 Cl?” 包含 C"”) 中 没有 的 导数 af/9r ~f/L, 由 于 
这 点 ,似乎 两 项 会 给 出 不 同 数量 级 的 校正 . 

@ ”相应 计算 非常 费力 ,在 理论 物理 讲义 ,第 九 卷 C, 动 理学 理论 [ Lectures in Theoretical Physics Vol. 
IX C, Kinetic Theory (ed. by W.E. Brittin) , Gordon & Breach, New York, 1967 | 中 森 杰 斯 (Sengers) 的 一 篇 
文章 中 可 找到 其 计算 进程 的 阐述 . 
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为 的 来 源 , 让 我 们 考虑 理论 中 出 现 的 积分 的 收敛 性 (E.G.D. Cohen,]. R. Dorfman,， 
J. Weinstock ,1963 ). 


我 们 来 研究 (17.10) 中 的 积分 , 它 确定 三 体 碰撞 对 二 粒子 分 布 函 数 的 贡献 . 


积分 的 收敛 特征 对 于 算 符 尺 ,所 考虑 到 的 不 同类 型 碰撞 过 程 是 不 同 的 ， 让 我 们 
用 图 Sb 中 那样 的 过 程 作为 一 个 例子 . 

积分 是 在 给 定 相 点 +, 和 7, 下 对 相 体 积 dr, 求 积 的 . 留 作 最 后 一 个 积分 变量 
的 是 粒子 3( 在 时 刻 直 离 2 -3 发 生 碰撞 点 的 距离 ,在 这 个 最 后 积分 过 程 之 前 ， 
被 积 表 达 式 将 包括 下 列 因子 :(1) 对 变量 7 的 体积 元 rdr;;(2) 如 果 我 们 按时 间 
反 演 追随 粒子 3 的 运动 ,要 能 够 使 碰撞 3 -2 发 生 , 粒 子 3 的 动量 p, 的 方向 很 显 
然 必 须 位 于 某 个 立体 角 元 内 ,也 就 是 碰撞 区 域 在 距离 ,处 所 张 的 角 , 给 出 一 个 因 
子 dQ/r;(3) 另 一 个 这 种 因子 来 自 下 述 情况 ;要求 “ 反 冲 ”粒子 2 进入 与 粒子 1 
的 碰撞 范围 ,这 个 条 件 对 动量 p; 可 能 方向 强加 的 进一步 限制 ， 因 此 我 们 得 到 形 
式 为 | adr/ 人 5 的 积分 ,积分 限 皮 为 从 rs ~d 到 % , 它 显然 是 收敛 的 , 类 似 地 可 以 证 


明 ,对 于 其 它 类 型 碰撞 过 程 ,积分 的 收敛 性 甚至 更 快 . 





图 6 


四 体 磁 撞 的 贡献 在 (17. 10) 中 能 用 类 似 形 式 的 积分 来 表达 ,也 是 在 给 定 7 
和 7: 下 对 粒子 3 和 4 的 相 空 间 求 积 . 

让 我 们 考虑 图 6 所 示 类 型 的 四 体 碰 撞 . 我 们 再 次 将 距离 r, 留 作 最 后 一 个 积 
分 变量 .与 前 述 估计 的 差别 在 于 这 里 的 被 积 表达 式 中 存在 对 dr 的 积分 ， 显然 ， 
这 个 积分 给 出 的 贡献 正比 于 1 -4 之 间 的 碰撞 截面 , 即 , ~ 和 (1 -2 之 间 的 第 二 
次 碰撞 , 像 以 前 一 样 ,会 保证 限制 其 积分 范围 按 p, 的 方向 . ) 于 是 根据 量 纲 考虑 ， 


显然 ,对 dr 的 积分 引进 量 级 为 疡 rd? 的 附加 贡献 对 dr 的 积分 结果 为 | dr 


形式 , 即 , 在 上 限 为 对 数 发 散 的， 在 某 一 距离 4 处 截断 积分 ,我 们 得 到 函数 / 
2 中 的 一 个 贡献 , 它 含 有 大 对 数 In( A/d)， 这 个 对 数 也 相应 地 出 现在 对 动 理 系 
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数 的 校正 中 , 它 结 果 不 是 正比 于 ( Nd) 而 是 正比 于 ( Nd’)*In( A/d). 

发 散 项 的 出 现 意 昧 着 不 能 把 四 体 碰 撞 与 所 有 那些 更 高 阶 (五 体 等 ) 碰 撞 分 
开 来 单独 处 理 . 的 确 ,发散 表明 大 7 是 重要 的 . 但 是 即使 当 7 ~l1 时 ,粒子 4 能 与 
某 个 粒子 5 碰撞 ,等 等 .消除 发 散 的 方法 ,因而 是 很 清楚 的 :在 对 / 
(4,7,,7,) 的 表达 式 中 ,我 们 必须 考虑 到 与 所 有 各 阶 碰撞 有 关 的 项 ,保留 每 阶 
中 的 最 快 发 散 积 分 . 这 种 求 和 可 以 实现 ,并 具有 可 预见 到 的 结果 :对 数 中 的 任意 
大 参量 4 用 平均 自由 程 的 数量 级 1 ~ 17ZNd 来 代替 必 . 

因此 , 动 理 系数 的 展开 式 具 有 形式 


«=xo| 1 to Nd ro t+] (18.3) 
对 于 mm 有 类 似 结 来 . 
$19 平衡 气体 中 分 布 范 数 的 涨 沙 


动 理 方程 所 确定 的 分 布 函数 (在 $19 和 $20 中 将 用 /表示 ) 给 出 相 空间 体 
积 元 dxdI 中 的 平均 分 子 数 ;对 处 于 统计 平衡 的 气体 ,f(T) 是 玻 尔 兹 曼 分 布 函 
数 及 (6.7) ,不 依赖 于 时 间 上 和 (如 果 没 有 外 场 时 ) 不 依赖 于 坐标 r. 很 自然 会 出 
现 关于 严格 微观 分 布 函 数 f(1,r, 厂 ) 的 涨 落 问题 , 即 当 气体 粒子 按 其 严格 运动 方 
程 运动 时 ,f 随时 间 变 化 进程 中 所 经 受 的 涨 落 问题 &. 

我 们 定义 涨 落 的 关联 函数 (或 者 更 简短 所 谓 关 联 ) 为 

A a Bd RY ee (19.1) 
其 中 8f=f-f. 在 平衡 气体 中 ,这 个 函数 仅 依赖 于 时 间 差 :=i -二 ; 求 平均 是 在 
固定 差 值 下 相对 于 时 间 4 和 之 一 取 的 . 因为 气体 是 均匀 的 ,坐标 r, 和 7, 在 关联 
函数 中 也 是 作为 差 值 r=r, -r; 出 现 . 因此 我 们 可 以 任意 取 志和 ,为 零 ,并 写 出 
关联 了 郴 数 为 





CSf(i,r,T,) 8f(0,0,T,)). (19.2) 
因为 气体 是 各 向 同性 的 ,这 个 函数 对 的 依存 关系 事实 上 化 为 对 绝对 什 ~ 的 依 
如 果 函 数 (19.2) 为 已 知 , 则 其 积分 给 出 粒子 数 密 度 关联 函数 


(8N(1,r)8N(0,0)) = { afi,r,T,) 8 0,0,T,)) dT dr. (19.3) 


对 远大 于 平均 自由 程 1 的 距离 >, 密度 关联 函数 可 通过 涨 落 的 流体 力学 理论 计算 
( 见 第 九 卷 ,§ 88) ,而 对 距离 ri 则 需要 应 用 动 理学 处 理 方法 . 


人 见 下 列 文献 :K. Kawasaki,I Oppenheim ,Phys. Rev. ,139A(1965 ) . 1763. 
”这 个 问题 是 卡 多 姆 采 夫 (B.B. Kanomues(1957)) 首 先 讨 论 的 . 








$19 平衡 气体 中 分 布 函数 的 涨 落 “75. 


直接 根据 定义 (19.1) 明 显 看 出 
CSf(t,r,T) SAO0,.T,)) = (8 -i, -rr,T,) 0,0,T)). (19.4) 
关联 函数 也 具有 很 深刻 的 对 称 性 , 它 对 应 于 时 间 反 演 下 系统 的 平衡 态 的 对 称 性 . 
时 间 反 演 过 程 用 较 早 时 刻 -i 来 代替 较 后 时 刻 1, 间 时 还 用 反 演 的 症 值 代替 古 
值 . 因此 ,所 考虑 的 对 称 性 可 表达 为 下 列 等 式 : 
《Sir ,SO0,0,P = -ir, TI)SO,0,T3)). (19.5) 

当 上 =0 时 ,函数 (19.2) 把 同一 时 刻 相 空间 中 不 同 点 的 涨 落 联 系 起 来 . 但 是 
同时 涨 落 之 间 的 关联 仅 传播 粒子 力 程 量 级 距离 ,而 在 所 考虑 理论 中 这 个 距离 认 
为 是 零 ,所 以 同时 关联 函数 变 为 零 ， 必须 强调 这 个 结果 是 由 于 考虑 的 涨 落 联 系 
于 平衡 态 的 性 质 . 在 $20 我 们 将 看 到 在 非 乎 衡 情况 下 同时 涨 落 也 是 关联 着 的 . 

在 非 零 距离 上 没有 关联 时 ,同时 关联 函数 化 为 8 困 数 ,其 系数 是 相 空间 中 一 
点 处 的 方 均 涨 落 ( 比较 第 九 卷 ,，$ 88). 在 处 于 平衡 的 理想 气体 中 ,分 布 函数 的 方 
均 涨 落 等 于 分 布 函 数 本 身 的 平均 值 ( 见 第 五 卷 , § 113); 因 此 ， 

(Sf(0,r,T,) SH0,0,T,)) =f(T)S(r) ST, -1,). (19.6) 

不 同 点 涨 落 之 间 的 非 同 时 关联 ,即使 在 忽略 分 子 尺度 的 理论 中 也 会 出 现 . 
这 一 关联 必然 产生 是 显然 的 ,因为 某 个 瞬间 在 相 空 间 中 某 点 参与 涨 落 的 粒子 ,在 
任何 随后 瞬间 已 经 是 处 于 其 它 点 了 . 

对 it 堵 0 关联 函数 的 计算 问题 ,不 能 以 一 般 形 式 求解 ,但 可 以 化 为 特定 方程 
的 解 . 为 此 ,需要 忆 及 准 定 态 涨 落 一 般 理 论 的 以 下 命题 ( 见 第 五 卷 ,$ 118 和 
§119). 

邻 x,(1) 为 平均 值 等 于 等 的 涨 落 量 . 我 们 假定 ,如 果 系 统 处 于 非 平衡 态 , 具 
有 x%, 的 值 超 出 其 平均 涨 落 的 极限 (但 仍 很 小 ) , 则 系统 趋向 平衡 的 弛 瑰 过 程 可 用 
线性 “运动 方程 ”描述 : 


VN (19.7) 
带 有 恒定 系数 和 A,,， 因此 我 们 可 以 断言 。 的 关联 函数 满足 类 似 方程 ， 
sO).(0)) = - 对 As(za(Dxe(0)》，t>0， (19.8) 
其 中 *e 为 自由 下 标 . 对 上 >0 求 解 这 些 方程 ,根据 对 称 性 质 ， 
(x(t)xs(0)) = xr,( -i)x,(0)), (19.9) 


它 是 关联 函数 定义 的 结果 ,于 是 我 们 求 得 对 :<0 时 函数 的 值 . 
在 现在 的 情况 下 ,运动 方程 (19.7) 由 对 平衡 分 布 函数 f 的 小 增 量 5/ 的 线性 
化 玻 尔 效 曼 方程 描述 . 因此 分 布 函数 的 关联 函数 必须 满足 积分 微分 方程 


(rT 0,0 TD))》=0，4>0， (19.10) 


其 中 也 是 作用 于 其 后 函数 中 变量 上 的 线性 积分 算 符 : 
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Tg(T,) = | te +f'g’ -figi - 
-Feg]durdr' dr (19.11 ) 
(19.10) 中 变量 丁 , 是 自由 变量 . 用 作 方 程 初始 条 件 的 是 :=0 时 关联 函数 的 值 
(19.6) ;而 在 上 <0 时 的 关联 函数 以 后 取决 于 等 式 (19.4)( 而 条 件 (19.5) 是 这 些 
结果 所 目 动 满足 的 ). 公式 (19.10),(19.11) 和 (19.4) 构 成 一 组 方程 ,原则 上 足 
以 完全 确定 关联 函数 . 
通常 感 兴趣 的 不 是 关联 函数 本 身 而 是 其 相对 于 坐标 和 时 间 的 健 里 叶 变 换 ， 
由 ( Sf.8f;) i 表示 ,其 中 下 标 1 和 2 指 自 变 量 厂 和 TT,: 


i J uf (aur Yu, 0,T,))e iC*'-o Ogx, (19.12) 


称 为 涨 落 的 谱 函 数 或 谱 关 联 函 数 . 如 果 一 个 涨 落 函 数 展开 为 相对 于 时 间 和 坐标 
的 健 里 叶 积 分 ,其 健 里 叶 分 量 乘积 的 平均 值 与 谱 关 联 函 数 由 公式 
CBfor( Ti) Bf Ts)) =(27) Sw +o')d(k+k’)( Sf dp) (19.13) 
相 联 系 ( 见 第 五 卷 , 8$ 122 ). 
容易 推出 这 样 一 个 方程 , 它 原则 上 允许 确定 涨 落 的 谱 函 数 而 无 需 预 先 计 算 
时 空 关联 函数 . 
将 (19. 12) 中 对 :的 积分 范围 分 成 两 部 分 (从 -% 至 0 和 从 0 至 % ) 并 应 用 
(19.4) ,我 们 有 
(Bf Bf) or = (AM) + (Bp) bi, (19.14) 
其 中 


(8f,8f,) 04" = = ff (ar TAO Te ms (19.15) 


我 们 对 方程 (19. 10) 应 用 单 侧 健 里 叶 变 换 (19.15). 同时 将 包含 对 :和 对 7 导数 
的 项 作 分 部 积分 ,并 考虑 到 当 r 一 % 时 和 当 1 一 % 时 关联 函数 必须 趋 于 零 而 当 
i =0 时 必须 由 (19.6) 给 出 这 个 事实 . 结果 得 到 所 寻求 方程 为 下 列 形式 : 


[iCk oo) -7 ] (SS) =F(T)ST, -T,). (19.16) 
如 果 我 们 仅 关 ， 心气 体 密度 的 涨 落 ,而 不 是 关心 分 布 函数 本 身 的 涨 落 .将 方程 
(19. 16) 对 d7 进行 积分 是 适当 的 : 
[i(k :wv -wo) -TS TN =F(T). (19.17) 
所 寻求 谱 函 数 (SV ), 可 由 这 个 方程 的 解 通 过 一 重 积分 求 得 ,而 不 是 如 (19.3) 
中 那样 要 通过 二 重 积 分 求 得 . 
求 (5SV ) 的 另 一 方法 根据 于 密度 关联 函数 与 对 形式 为 
LUt,Pr) = Ue) (19.18) 
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的 弱 外 场 的 响应 率 之 间 的 关系 ( 见 第 九 卷 , $86).， 如 果 这 个 场 引 起 密度 变化 
为 


SN .=a(w,k)U,, (19.19) 
于 是 (根据 第 九 卷 的 (86. 20)) ,密度 的 谱 关 联 晒 数 在 经 典 极限 下 是 
(SN ) -全 Ima(w， k). (19.20) 


令 8f(1,r) 为 同一 场 引 起 的 分 布 函 数 的 变化 ; 它 满 足 动 理 方程 


af， .08f _9U .af 
ot or 9r 0f 


Sf(t,r, 太 ) 的 健 里 叶 分 量 写 出 为 
for CT) =Xor( T) Ur, 
在 其 中 将 外 场 分 离 成 为 一 个 因子 . 于 是 对 Xu 的 方程 是 


[iCk .ww -wo) -TX T)=ik- a (19.21) 
0 
( BN’) -一 四 [x Tar (19. 22) 
习 题 


1. 对 处 于 平衡 的 单 原子 气体 ,在 忽略 碰撞 的 情况 下 ,确定 其 密度 关联 函数 . 


解 :对 于 单 原子 气体 , 量 厂 是 动量 p 的 三 个 分 量 . 方程 (19. 10) 对 7 =0 的 
解 是 
(Sf(t,r,p1) 3/(0,0,p,)) =f (pi)8(r-yvt)d(p, = 
而 其 侍 里 叶 分 量 是 
(Sf 8f) 6 =27f (Pp) (Pp -p(w -kv). 
将 这 些 表达 式 ( 用 麦克 斯 书 函 数 广 ) 进 行 积分 ,给 出 密度 关联 函数 为 


372 





(SN(1,r)8N(0,0)» = ub zp| -区 |， (1) 
(SN ) ， -2 ol -2 (2 ) 


2. 与 题 | 相同 ,但 考虑 到 碰撞 ,碰撞 积分 形式 为 站 g= -g/T,7 为 恒定 时 间 . 
解 : 方 程 (19.16) 化 为 代数 方程 ,由 此 我 们 确定 ( 58/8) ,然后 由 (19. 14 ) 


Q@ ”应 着 重 指出 ,这 个 关系 仅 在 平衡 情况 下 才 存 在. 
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(of i -Pp,). (3) 
我 们 注意 到 ,甚至 少量 碰撞 的 存在 ,也 改变 了 高 频 (w >> 且 ,对 于 具有 相 速 度 远 
大 于 分 子 热 速 度 的 涨 落 ) 下 密度 谱 关 联 函 数 的 渐 近 行为 : 
(SN ) ， =2N/rw’,， (4) 
即 关 联通 数 按 靠 律 而 不 是 如 (2) 中 那样 指数 式 地 随 频率 增加 而 减 小 . 


$ 20 非 平 衡 气体 中 分 布 函 数 的 涨 落 
令 气 体 处 于 非 平衡 定 态 , 具 有 某 种 分 布 函 数 f(r, 厂 ) 满 足 动 理 方程 : 
v=C(7)， (20. 1) 


函数 了 可 能 对 平衡 分 布 函 数 f 有 很 大 偏差 ,因而 不 能 假设 碰撞 积分 C(f ) 相 对 
于 差 值 f -fh 为 线性 化 的 , 非 平衡 定 态 在 气体 中 必须 通过 与 外 界 相 互 作用 而 维 
持 ; 例 如 ,气体 可 能 具有 靠 外 源 维持 的 温度 梯度 ,或 者 它 可 能 作 定 常 运 动 ( 它 并 
不 归结 于 气体 整体 的 运动 ) ,等 等 . 

让 我 们 设法 计算 分 布 函数 f(t,r, 厂 ) 相对 于 f(r, 矿 ) 的 涨 落 . 这 些 涨 落 又 可 
通过 关联 函数 (19. 1) 来 描述 ,其 中 求 平 均 是 以 通常 方式 在 给 定 差 值 :=t, -it, 下 
相对 于 时 间 完 成 的 ,而 关联 函数 仅 依赖 于 t. 然而 ,由 于 分 布 1(r, 古 ) 的 非 均 义 
性 ,现在 关联 函数 分 别 地 依赖 于 坐标 mm 和 x, ,而 不 是 仅 依赖 于 其 差 值 . 性 质 
(19.4) 现 在 变 成 

(Sf (1) 8 (0)) = (8p( -tf(0)), . (20. 2) 
其 中 
fA (rs (0 EHO0 rT 
可 是 关系 式 (19.5) 涉 及 时 间 反 演 ,一 般 并 不 适用 于 非 平衡 情况 . 
分 布 函数 的 关联 函数 仍然 满足 同样 的 方程 (19. 10): 


(Ft) (a0)) =0, (20.3) 


其 中 了 是 线性 积分 算 符 (19. 11) , 它 作 用 于 变量 T 厂 . D 关 于 这 个 方程 的 初 条 件 
问题 , 即 同时 关联 函数 的 形式 , 比 平衡 情况 下 要 复杂 得 多 ,后 者 简单 地 由 表达 式 
(19.6) 给 出 . 在 非 平衡 气体 中 ,同时 关联 函数 本 身 是 由 某 个 动 理 方程 确定 的 ,而 
后 者 的 形式 可 以 利用 关联 函数 与 8 16 所 定义 的 双 粒 子 分 布 函数 广 ” 之 间 的 关 
系 来 确立 . 定 态 时 ,函数 f(r, 帮 ;Ts,T), 跟 f(r, 厂 ) 一 样 ,并 不 显 式 地 依赖 
于 时 间 . 


中 在 非 平衡 情况 下 应 用 这 个 方程 应 归于 拉克 斯 (M. Lax(1966)). 
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为 推导 这 个 关系 ,我 们 注意 到 ,因为 相 空间 体积 元 dr = dxdT 是 无 穷 小 ,能 
同时 处 于 其 中 的 不 过 一 个 粒子 . @ 因 此 平均 数 fdr 也 是 一 个 粒子 处 于 体积 元 dr 
中 的 概率 (有 两 个 粒子 同时 在 其 中 的 概率 为 高 阶 小 量 ). 由 此 可 见 , 两 个 体积 元 
dr， 和 dr, 中 粒子 数 乘积 的 平均 值 等 于 它们 每 个 当中 同时 各 发 现 一 个 粒子 的 概 
率 . 对 于 一 对 给 定 粒 子 ,根据 双 粒 子 分 布 函数 的 定义 ,这 是 乘积 方 2 dr,dr;. 可 是 
因为 从 (很 大 的 ) 粒 子 总 数 中 可 以 有 .NH(ANH-1) .NY 方式 选 出 一 对 粒子 ,于 是 
我 们 有 

fidr7, * fd7,) = dd 

然而 ,这 样 获 得 的 等 式 (f.〉=.N?*f 2 仅 与 相 空间 中 不 同 点 相 联 系 . 而 过 渡 至 极 
限 x, 荆 , 一 rr,,T,, 必 须 考虑 到 如 果 dr, 和 d7, 重合 ,dr, 中 的 一 个 原子 也 在 d7， 
中 . 考虑 到 这 种 情况 的 关系 式 是 

ff) = +f dr -rr)d(T, -TT,). (20. 4) 
的 确 , 将 此 等 式 乘 以 dr,dr, 并 对 某 个 小 体积 Ar 积分 后 ,右边 第 一 项 给 出 ~ 
(Ar):? 的 二 阶 小 量 ,而 含有 8$ 函数 的 项 给 出 f Ar 为 一 阶 量 . 因此 我 们 有 

(| or sy 
正 应 该 如 此 ,注意 到 精确 至 一 阶 量 在 小 体积 Ar 中 只 能 是 或 者 没有 任何 粒子 或 
者 有 一 个 粒子 . 
将 (20.4) 代 入 单 时 关联 函数 的 定义 中 

(800)88(00) = (f.(0)f.(0)) -ff;, 

我 们 得 到 所 寻求 的 单 时 关联 函数 和 双 粒 子 分 布 函数 之 间 的 关系 : 
(8f.(0)8f(0)) = A ff -fifs tf dr -7r,)6(T, -T,). (20.5) 

在 处 于 平衡 的 理想 气体 中 , 双 粒 子 分 布 函数 化 为 乘积 /ao = 广 六 /T , 而 
(20.5) 化 至 (19. 6). 至 少 , 当 点 1 和 2 之 间距 离 增加 时 ,f 2 趋 于 这 个 乘积 ， 
所 以 

(Sf.(0)8f(0))—0， 当 Ir, - 产 1 一 o 时 . (20.6) 

双 粒 子 分 布 函 数 满足 类 似 于 玻 尔 兹 曼 方 程 的 一 个 动 理 方程 . 这 个 方程 可 以 
从 对 F “的 方程 (16.9) 推 导出 来 ,类 似 于 对 单 粒子 分 布 函 数 的 方程 由 (16.7) 推 
出 那样 . @ 然 而 ,我们 这 里 将 给 出 对 fF“” 的 方程 的 另 一 种 推导 ,类 似 于 $3 中 对 玻 
尔 兹 曼 方程 的 推导 ,以 直观 物理 论据 为 基础 . 

我 们 取 作 未 知 函数 的 不 是 f'” 本 身 ,而 是 差 值 

Be Vd (20.7) 


QD) 下面 的 推导 套用 第 五 卷 . $ 116 中 的 论证 . 
@ 在 $17 中 ,方程 (16.9) 仅 用 作 特定 目的 , 即 用 来 从 对 7 的 方程 消去 f'”. 
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当 Ir, -r,1 一 % 时 , 它 趋 于 零 ( 它 是 不 带 最 后 一 项 的 关联 函数 (20. 5 ) ). 这 个 量 在 
涨 落 理论 的 通常 意义 上 是 小 量 , 即 与 ff, 比较 起 来 是 1/N 的 量 级 

没有 碰撞 时 ,函数 wp 满足 一 个 方程 , 它 仅 仅 表达 刘 维 尔 定理 , 广 ” 沿 一 对 粒 
子 相 轨道 的 恒定 性 : 


df dp_, .39 ap -_ 
ee =0. (20. 8) 


由 于 碰撞 引起 的 9 的 变化 归 因 于 两 类 过 程 . 
粒子 1 和 2 与 任何 其 它 粒 子 的 碰撞 ,而 非 互 相 碰 撞 , 引 起 (20. 8) 右 边 出 现 


fp+fg 的 项 ,其 中 个 和 了 是 分 别 作 用 于 变量 和 的 线性 积分 算 符 
(19.11). 

粒子 1 和 2 之 间 的 相互 碰撞 起 特殊 作用 ,引起 两 个 粒子 1 和 2 从 相 空 间 中 
一 对 点 同时 “ 跳 变 "到 另 一 对 点 . 与 推导 (3.7) 所 用 严格 相同 的 论据 ,在 (20. 8 ) 右 
边 给 出 一 项 SCr， -7r,)C,(f) ,其 中 


Ci,(f ) 3 [Ae A a .AY Me (20.9) 


(在 这 个 积分 中 , 涨 落 可 以 忽略 ) ;因子 5(r, -7r,) 表 达 经 受 碰 撞 的 粒子 处 于 空间 
同一 点 这 个 事实 . 
这 样 一 来 ,最 后 我 们 得 到 下 列 方程 


0 0 入 入 二 二 
9， toa lp -Tp=8(r -7) Cf). (20. 10) 
2 


这 个 方程 的 解 ,按照 (20.5) 给 出 作为 对 方程 (20.3) 在 上 =0 时 的 初 条 件 的 函 
数 . 包 没 有 右边 时 , 齐 次 方程 (20.10) 具 有 解 
D =fo Afos + fo Afo,， 
Afo = AN RAT + 2 - AV, (20.11) 

对 应 于 平衡 分 布 h 中 粒子 数 、 温 度 ,以 及 宏观 速度 的 任意 小 变化 . 

然而 .这 个 “寄生 " 解 ,由 于 条 件 当 |Ir, -r,1 一 % 时 pg 一 0 而 被 排除 . 因此 ,在 
平衡 的 情况 , 当 积 分 C1; 恒 为 零 时 ,方程 (20. 10) 给 出 pg =0, 我 们 回 到 了 初 条 件 
(19.6). 

方程 (20. 10) 右 边 , 即 处 于 给 定 态 , 和 本 , 的 粒子 间 的 对 碰撞 ,因此 可 被 认 
为 是 在 非 平 衡 气体 中 涨 落 的 单 时 关联 的 来 源 . 通过 使 两 个 态 的 占据 数 产 生 一 个 
同时 的 变化 ,对 碰撞 产生 这 些 数 之 间 的 关联 . 在 平衡 态 ,由 于 分 子 对 的 正 碰撞 和 


QD (20.9) 再 对 dr 积分 给 出 寻常 玻 尔 效 曼 碰撞 积分 . 
G@) 这 个 结果 应 归于 下 列 诸 人 :C.B. FagueBHd,B. .Typesny,P. Karnntoc(1969) ,IIL. M, Korag ,A, 用 . 
IIymrpMaH(19069 ) . 


$20 非 平 衡 气 体 中 分 布 范 数 的 涨 落 .81 . 


逆 碰 撞 的 严格 补偿 ,这 个 机 理 没 有 任何 效应 ,从 而 没有 任何 单 时 关联 . 
如 果 分 布 /不 依赖 于 坐标 r( 如 当 偏 离 平 衡 是 由 外 场 维持 时 可 能 出 现 的 那 
样 ) ,我 们 可 以 考虑 对 气体 整个 体积 平均 后 的 分 布 范 数 的 涨 落 , 即 函 数 


f(T) = fr, T) da (20. 12) 


的 涨 落 ( 这 里 我 们 用 相同 字母 /来 表示 ,但 自 变量 中 不 含 >). 相应 关联 函数 满足 
的 方程 , 它 不 同 于 (20. 3 ) ,不 包含 对 坐标 的 导数 的 项 : 


(+F, 35 -bh ) (Caf, 800,T,)) =0,t>0; (20.13) 
方程 左边 增加 了 外 场 作 用 于 粒子 的 力 了 引起 的 一 项 . 单 时 关联 函数 


C8/(0,T,) 8f(0,T,)) = 


-一 一 





27 (2 x ra 1 、 
=.4 (了 了， .3 = )f (TT,) i 一 了 2 ) = 
=9(T,,7,) A ge (20. 14) 


满足 方程 
， 9 0 ^ 人 
[t, Ep | +1,) [CT ,7,) = Ci (9(T,,T,)). 
(20. 15) 
如 果 气 体 处 于 闭合 容器 中 . 这 个 方程 要 在 表达 气体 中 粒子 总 数 为 固定 值 (无 涨 
落 ) 的 附加 条 件 下 来 求解 : 
ao,PDaro,Pm))dam = ao,PrDaKo,m))dm =0. 
(20. 16 ) 
这 个 条 件 在 平衡 情况 下 也 必须 满足 ,但 它 不 是 被 表达 式 [(T)/218(T, 
- 厂 ,) 所 满足 ,后 者 对 应 于 关联 西 数 (19.6). 正确 的 表达 式 可 以 依靠 任意 选择 
(20. 11) 而 获得 ,适当 地 挑选 参量 A 人 我们 得 到 
(OTI OTT) = DF TIOT -Ts) -FTOFT,). 
(20. 17) 
这 个 关联 函数 还 包括 并 不 含有 8 函数 的 一 项 
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$21 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 


相当 大 - -类 动 理 现象 是 由 这 样 一 些 过 程 构 成 的 ,这 类 过 程 的 每 次 基 元 事件 中 
(分 布 函 数 所 依赖 的 ) 物理量 的 平均 改变 量 远 小 于 其 特征 值 . 这 类 过 程 的 弛 豫 时 间 
远大 于 构成 其 微观 机 理 的 各 基 元 事件 的 时 间 ; 在 这 个 意义 上 ,它们 可 称 为 慢 过 程 . 

一 个 典型 例子 是 轻 气 体 中 小 量 换 质 重 气体 的 动量 弛 豫 问 题 ,认为 轻 气 体 本 
身 处 于 平衡 .由 于 重 粒 子 的 浓度 低 ,可 以 忽略 它们 之 间 的 相互 碰撞 ,而 仅 考 虑 重 
粒子 与 基质 ( 轻 ) 气 体 粒子 的 碰撞 . 然而 , 当 一 个 重 粒 子 与 轻 粒 子 碰撞 时 , 重 粒 子 
的 动量 仅 经 受 比较 小 的 改变 ， 

为 明确 起 见 ,我 们 将 讨论 的 正 是 这 个 例子 ,并 推导 这 种 情况 下 杀 质 粒子 的 动 
量 分 布 函 数 f(i,p) 所 满足 的 动 理 方 程 . 

令 w(p,g)dg 表示 与 轻 粒 子 碰撞 的 基 元 事件 中 每 单位 时 间 内 重 粒 子 的 动 
量变 化 为 p 一 P -9g 的 概率 . 于 是 对 函数 f(i,p) 的 动 理 方程 是 


人 = | {w(p+q,g)f(t,p+q) -w(p,gq)flt,p)ldgq, (21.1) 


其 中 右边 是 单位 时 间 内 进入 和 离开 一 给 定 动量 空间 体 元 dip 的 粒子 数 之 间 的 差 
值 . 根据 所 用 假设 ,函数 w(p,q) 随 4 的 增加 而 迅速 碱 小 ,因而 积分 中 起 最 重要 
作用 的 g 值 是 比 痊 子 的 平均 动量 要 小 得 多 的 那些 值 . 这 种 情况 允许 在 被 积 表 达 
式 中 使 用 下 列 展开 式 ; 
wp +q,g fi p+q) ~w(p,q)f(t,p) + 
+9 (PI) + 74 Fp (P91g). 
于 是 动 理 方程 变 成 


gf_ 9 frr 9 
ot ep C1 


$21 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 .83 . 


其 中 

ps 3 ] 3 

4。 = | gw p,q)d q, Bs = 7 | gs9pw pg)d 9. (21.3) 
因而 动 理 方程 (从 一 个 积分 微分 方程 ) 现 在 变 成 一 个 微分 方程 . 为 了 更 清楚 地 显 


示 其 意义 ,可 将 物理 量 4. 和 Bs 用 符号 形式 写 出 如 下 : 
~ _ ~qo 之 qugp 
4 

其 中 求 和 是 对 时 间 3: 内 发 生 的 大 量 磁 撞 进行 的 . 
(21.2) 右 边 的 表达 式 是 矢量 s 在 动量 空间 中 的 散 度 - 9s,79p。 的 形式 ,这 里 


ss。 定义 为 : 





(21.4) 


CS 2 


aB.,s 
A, =4 十 一 一 一 (21.5) 
9pp 
换言之 ,方程 (21.2) 具 有 ,应 该 说 ,动量 空间 中 的 连续 性 方程 的 形式 ,从 而 在 过 
程 中 目 动 保持 粒子 数 守恒 . es 是 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 
按照 公式 (21.4) , 动 理 方程 中 的 系数 可 利用 碰撞 的 平均 特征 来 表达 ,在 这 
个 意义 上 ,它们 的 计算 是 纯 力学 问题 . 然而 事实 上 ,并 不 需要 分 别 计算 4。 和 Bs; 
利用 统计 平衡 时 粒子 流 应 为 零 的 条 件 ,它们 中 的 一 个 可 以 通过 另 一 个 来 相互 表 
达 . 在 目前 这 个 例子 中 ,平衡 分 布 涌 数 是 


f= const ， exp 二 


其 中 M 是 重 气 体 粒 子 的 质量 ,而 了 是 主要 气体 ( 轻 气体 ) 的 温度 . 将 这 个 表达 式 
代入 方程 s =0 中 给 出 


MTA, = B,spp: (21.6) 
因而 动 理 方程 变 成 下 列 形式 : 
of(t,p) _ 3 全 
人 Bu (jf f+ | | (C2107) 


我 们 注意 到 ， ee 原因 是 对 
于 (21.4) 中 的 可 变 号 量 4, ,其 一 次 竹 的 平均 要 比 二 次 表达 式 的 平均 ,涉及 更 大 
程度 的 相 消 . 展 井 式 的 后 面 各 项 全 比 开 头 两 项 小 . 

与 系数 Bs 能 有 依存 关系 的 唯一 矢量 是 重 粒子 的 动量 p. 如 果 这 些 重 粒 子 的 
速度 p/M 平均 来 说 远 小 于 轻 粒 子 的 速度 ,就 可 以 认为 重 粒子 在 碰撞 中 是 不 动 
的 ;在 这 个 近似 下 ,Bs 不 依赖 于 p. 从 而 张 量 Bg 归 结 为 一 个 常 标量 B: 


1 
Bs= Bs, B= |9w(0,g) dq, (21. 8) 
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而 方程 (21.7) 具 有 下 列 形式 : 
ee ( 坊 f+ ,| (21.9) 
注意 到 方程 (21.7) 写 外 场 中 的 扩散 方程 之 间 具 有 形式 上 的 相似 性 ， 由 形式 
(21.9) 来 看 尤其 明显 . 扩散 方程 具有 形式 : 
Oc 
8 
其 中 是 杂质 浓度 ,已 是 外 场 对 杂质 粒子 所 施加 的 力 , 是 扩散 系数 ,而 b 是 迁 
移 率 . 可 以 认为 方程 (21.9) 所 描述 的 过 程 是 动量 空间 中 的 扩散 ,如 起 扩散 系数 
的 作用 ;(21.9) 右 边 两 项 中 系数 之 间 的 关系 类 似 于 扩散 系数 与 迁移 率 之 间 熟 知 
的 爱 因 斯 坦 关 系 乙 =27( 见 第 六 卷 , § 59). 

(21.2) 形 式 的 动 理 方程 ,其 中 的 系数 通过 (21.4) 用 基 元 事件 的 平均 特性 来 
确定 , 称 为 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 (A. D. Fokker,1914; M. Planck,1917). 变量 p， 
作为 粒子 动量 的 特定 性 质 在 所 阐述 的 推导 中 没有 起 什么 作用 . 

因此 ,显然 的 是 ,对 于 其 它 变量 的 分 布 函数 记 相 同形 式 的 方程 也 是 适用 的 ， 
只 要 满足 作为 该 推导 基础 的 条 件 : 基 元 事件 中 该 量 的 变化 相对 很 小 ,以 及 表达 这 
些 事件 中 引起 函数 /变化 的 积分 算 符 相对 于 上 j 了 的 线性 性 质 . 

作为 男 一 个 例子 ,让 我 们 再 叙 及 轻 气体 在 重 气 体 中 形成 少量 杂质 的 情况 . 在 
与 重 粒 子 碰 撞 中 , 轻 粒子 的 动量 在 方向 上 有 很 大 改变 而 在 绝对 值 上 仅 有 很 小 改变 . 

虽然 在 这 些 条 件 下 ,对 于 杂质 气体 粒子 的 分 布 孙 数 就 动量 矢量 p 而 论 , 方 程 
(21.7) 已 不 适用 ,但 是 对 于 分 布 咀 数 仅 就 绝对 值 p 而 论 ,可 以 建立 起 一 个 类 似 
方程 . 如 果 分 布 函数 如 前 所 述 那样 是 相对 于 动量 空间 体 元 dp 取 的 (所 以 具有 动 
量 绝对 值 p 在 范围 dp 内 的 粒子 数 是 .At,p)4Tp dp ) ， 于 是 ， 对 与 dp 有 关 的 函数 
4Tp f 来 说 ,将 有 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 : 


a(fp” ) 9 0 2 
= A+B3 fp) |， 


=yV. (DVYc- bcF), 


或 
2 | (21. 10) 


其 中 

a 
0 (21. 11) 
花 括 号 中 表达 式 是 动量 空间 中 的 径 同 流 s. 对 于 平衡 分 布 


f=const. th 


(其 中 m 是 轻 粒 子 的 质量 ,而 7 了 是 主要 气体 ( 重 气 体 ) 的 温度 ) 的 情形 , 径 向 流 s 应 
该 化 为 零 . 这 个 条 件 给 出 4 和 B 之 间 的 关系 ,而 动 理 方程 (21. 10) 因 此 具有 下 列 形式 : 
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mite 


:= -8( 考 站 (21. 12 ) 
习 题 


1. 对 于 轻 气 体 中 的 括 质 重 气体 ,假设 重 粒子 的 速率 与 轻 粒 子 的 速率 相 比 为 
很 小 , 试 确定 其 动量 空间 中 的 扩散 系数 (方程 (21.9) 中 的 B). 

解 : 如 正文 中 所 指出 的 ,在 所 述 条 件 下 ,动量 传递 可 以 通过 假定 在 碰撞 中 重 
粒子 为 国定 并 忽略 其 能 量变 化 而 进行 计算 . 于 是 计算 重 粒子 的 动量 改变 时 认为 
轻 粒 子 有 同样 改变 : (Ap)” =2p (1 -cosa), 其 中 p' 是 轻 粒 子 的 动量 值 而 Qa 是 
其 散射 角 . 因此 


Sy(Ap)’ =8: | 2p" (1 -cos a)Nv'do, 
其 中 NN 是 轻 气体 粒子 的 数 密度 ,最 后 我 们 有 


让 
B=—(p’ 
3mP Or,) ， 


其 中 0o,= | (1-eos a)do 是 给 运 截 面 , 求 平均 是 对 轻 气体 粒子 分 布 取 的 

2、 应 用 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 确定 重 粒 子 在 轻 气 体 中 的 迁移 率 . 

解 : 当 存 在 外 场 时 ,方程 (21.9) 左 边 要 增加 一 项 下 ， 多 ,其 中 到 为 作用 于 粒 
子 上 的 力 . 假设 这 个 力 很 小 ,我 们 寻求 方程 的 形式 为 /= + 5/ 的 定 态 解 . 其 中 万 
是 麦克 斯 书 分 布 ,而 5f << 有 fh. 于 是 对 6/ 的 方程 为 


9 a8f pp afo 
2 | ee 二 
op ( op + op 


因此 


于 是 8 =fF.p/B. 迁移 率 户 是 方程 
5 = | a: v dip=bF 


中 的 系数 . 积分 的 计算 给 出 
T 3mT 


Da 
B Nlop’) 


它 与 (12.4) 一 致 . 
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$22 电场 中 的 弱电 离 气体 


让 我 们 考虑 均匀 电场 E 中 的 电离 气体 . 这 个 场 扰动 了 气体 中 自由 电子 的 平 
衡 分 布 , 并 在 其 中 引起 电流 . 我 们 将 推导 确定 电子 分 布 的 动 理 方程 中 

对 于 微弱 电离 的 情况 ,意味 着 气体 中 的 电子 (和 离子 ) 浓度 很 小 ,因此 电子 
与 中 性 分 子 之 间 的 碰撞 才 是 重要 的 ;电子 之 间 的 碰撞 以 及 电子 与 离子 的 碰撞 可 
以 忽略 . 我 们 还 将 假设 电子 在 电场 中 (即使 在 强 场 中 , 见 下 面 ) 所 获得 的 平均 能 
量 不 足以 使 分 子 激发 或 电离 ,于 是 电子 和 分 子 之 间 的 碰撞 可 以 认为 是 弹性 的 . 

由 于 电子 质量 m 和 分 子 质量 M 之 间 的 很 大 差别 ,电子 的 平均 速度 还 大 于 分 
子 的 平均 速度 . 根据 同样 理由 ,在 碰撞 中 电子 动量 的 方向 改变 很 大 ,但 是 其 绝对 
值 仅 改变 很 小 . 在 这 些 条 件 下 , 动 理 方 程 中 的 碰撞 积分 变 成 两 部 分 之 和 ,它们 分 
别 代表 由 于 动量 绝对 值 的 改变 和 由 于 动量 方向 的 改变 而 引起 的 在 动量 空间 给 定 
体 元 中 粒子 数 的 变化 ;其 中 第 一 部 分 可 以 表达 成 福 克 尔 - 普 衣 克 微 分 形式 . 

由 于 对 场 方向 的 对 称 性 ,分布 函数 (除了 时 间 以 外 ) 仅 依赖 于 两 个 变量 , 动 
量 的 绝对 值 p 和 动量 p = ms 与 场 E 的 方向 (我 们 取 为 z 轴 ) 之 间 的 夹 角 90, 对 于 
函数 大 上,p,9) 的 动 理 方程 具有 形式 名 


¥ -og , = 本 (p's) + Nv | [flt,p,0°) -flisp,0)]do, (22.1) 


(22. 1) 右 边 第 一 项 相当 于 福 克 尔 -~ 普 朗 克 方 程 (21. 12) 的 右边 . 第 二 项 是 对 于 
动量 方向 变化 的 碰撞 积分 . 在 这 个 积分 中 ,可 认为 分 子 是 不 动 的 (wN 为 分 子 的 数 
密度 ) ;一 个 电子 经 受 碰撞 后 动量 方向 由 9 变 为 0'( 或 者 由 0' 变 为 9) ,这 样 每 单 
位 时 间 的 碰撞 数 为 Nvdo ,其 中 do 是 电子 被 静止 分 子 所 散射 的 截面 , 它 依赖 于 p 
以 及 p 和 p' 之 间 的 夹 角 a( 假 设 截面 已 经 对 分 子 的 取 问 进行 过 平均 ). 

下 面 将 考虑 一 个 定 态 ,具有 与 时 间 无 关 的 分 布 函 数 ,因此 将 略 去 方程 (22. 1) 
中 的 项 9f/9t. 

为 计算 B ,我们 应 用 等 式 

(v -V) =(v'-V')’, 

它 表 达 弹 性 碰撞 前 后 两 粒子 的 相对 速度 数值 保持 不 变 (v ,VV 与 »',V' 分 别 是 电 
子 和 分 子 的 初速 度 与 末 速 度 ). 分 子 速 度 的 变化 远 小 于 电子 速度 的 变化 (AV = 


QD 本 节 闸 述 的 理论 应 归于 达 维 多 夫 (B. KH. HapprxoB(1936)). 极 限 公 式 (22. 18) 是 较 旱 时 候 由 德 鲁 
维 斯 坦 (M.J. Dmyvesteyn(1930)) 推 导出 的 . 
@@ 在 本 书 中 ,e 总 是 表示 正 量 ,元 电 集 的 绝对 数值 ,因此 ,电子 上 的 电荷 是 - e. 
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-mAv Mi) ;因此 ,将 上 列 等 式 展开 后 ,我 们 可 令 Y = Y". 于 是 
2V . (9 -9 )=v -v2vAv, 
其 中 Av =v -是 小 量 . 从 而 
(Ap) =m’ (Av)’ = V2) (V0)] 

对 这 个 表达 式 的 求 平均 分 两 个 阶段 实现 . 首先 ,我们 对 分 子 速度 的 (麦克 斯 
韦 ) 分 布 求 平均 . 由 于 这 个 分 布 的 各 向 同性 ,我 们 有 (了 万》= 于 8w (到 》, 而 
《人 》=37M. 因此 ,我们 有 

(Ap) = T(r ren -2 "9 )~ (1 -eos oa) (22:2 


现在 我 们 必须 对 电子 每 单位 时 间 所 经 受 的 碰撞 求 平均 ,这 通过 对 Nvdo 求 积分 
而 完成 . 结果 是 


27 人 





Nm’ veo,T yh 
pm 
Be 177 ， (22.3) 


其 中 o,= | (1 -cos a)do 是 输 运 截面 ,1 是 平均 自由 程 ,其 定义 为 


1=1/No., (22. 4) 
( ” 般 来 说 i 是 p 的 函数 ). 因此 (22.1) 中 的 流 s 是 
:= -只 (w+7 二 )， (22.5) 


我 们 注意 到 ,根据 (22. 2) ,碰撞 中 电子 能 量 的 变化 是 As ~5Ap ~T(m/M)” 
~zE(m/M)“. 因此 ,这 个 能 量 的 显著 变化 仅 在 发 生 ~ M/m 次 碰撞 后 ,而 电子 动 
量 的 方向 在 甚至 一 次 碰撞 后 也 会 有 相当 大 的 改变 . 也 就 是 说 ,电子 能 量 弛 殉 时 间 
Tr, ~7,M/m, 其 中 7, ~1/5 是 动量 方向 的 弛 瑰 时 间 . 

方程 (22. 1) 左 边 也 要 变换 至 变量 p 和 0: 
of , sin sin’0 of _ 


.fp 
eB 3 eB [eos 0 + el (22. 6) 
这 样 推导 出 来 的 动 理 方程 ,可 和 寻求 按 勒 让 德 多 项 式 展 开 形 式 的 解 : 

fl(p,0) = 2 fr(p)P, (eos 0). (22.7) 


下 面 我 们 将 看 到 这 个 展开 式 中 递 次 各 项 的 数量 级 迅速 递减 . 因此 ,实际 上 仅 取 展 
开 式 中 开头 两 项 
f(p,0) =fo(p) +fi(p)cos 0 (22. 8) 
就 足够 了 . 
将 (22.8) 代 人 (22.1) 中 的 积分 ,给 出 
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[pe) -Kp,e) | do = -heose 


(比较 (11. 1) 中 一 个 类 似 积分 的 变换 ). 于 是 动 理 方程 变 为 
2 fi 2 i 2N 1， 了 
-ek [foeos G+f 1cos en 0 | Eh ) t+ ficos 0 =0,， 
式 中 撤 号 表示 对 p 求 导数 . 这 里 已 省 略 p“ (sip ) "cos 9 项 ,因为 它 显然 比 
(zf.ADD) cos 9 项 小 得 多 ( 比值 ~ mAM)(s。 和 35 是 在 表达 式 (22.5) 中 用 所 或 代 
替 的 结果 ). 将 这 个 方程 乘 以 P =1 或 P, =cos 9 并 对 dcos 9 积分 ,我 们 得 到 两 
个 方程 : 


] 1 E 
(pS)’=0, $= -Ph +mpTfo) -本 (22.9) 
Pp 


fi = (22. 10) 


表达 式 S 代表 经 电场 修正 的 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 由 (22.9) 可 见 S = 
const/P . 然而 , 流 S 对 所 有 p 值 都 必须 是 有 限 的 ,因此 const =0. 现在 将 (22. 10) 
的 代入 方程 $=0 中 ,我 们 求 得 确定 (p) 的 方程 ; 


(eEI)°M 
[pT+ 3p 
迄今 我 们 对 于 函数 i(p) 的 形式 未 作 任 何 假设 ,一 阶 方程 (22. 11) 的 积分 可 


以 对 任意 1p) 写 出 . 为 了 得 到 更 具体 的 结果 ,我 们 将 假设 1= const, 它 相当 于 假 
设 截面 o, 不 依赖 于 动量 由 . 于 是 方程 (22.11) 的 积分 给 出 


2 
fh + =0. (22. 11) 


2 y276 


fi(p) =const ， [| EC (22.12) 
其 中 
eE!l IM 
ps (22. 13 ) 
对 于 函数 1(z) ,由 (22.10) 和 (22. 12) 我 们 有 
~ _F /到 ?ye 人 
fi= -fo $s (22. 14) 


量 y 是 描述 场 对 电子 分 布 的 影响 程度 的 参量 . 弱 场 的 极限 情况 相当 于 y << 
1. 于 是 ,一 级 近似 下 ,f,(p) 归 结 为 未 受 扰 麦克 斯 韦 分 布 :f, xe ” ,5 =37/2, 而 


天 二 - 下 (22. 15 ) 


Q@D 在 电子 温度 充分 低 的 情况 下 ,这 总 是 正确 的 ,因为 对 于 慢 粒 子 来 说 . 截面 趋 于 不 依赖 于 能 量 的 极 
限 值 ( 见 第 三 卷 , § 132). 


$22 电场 中 的 弱电 次 气体 .89 . 


气体 中 产生 的 电流 由 电子 迁移 率 
LS veos 0 * fd'p = py (22. 16) 
确定 ,其 中 NN. 是 电子 数 密度 由 . 利用 (22.15) 的 ,简单 计算 给 出 弱 场 下 的 迁移 
2 
0 3m mT) 

这 个 表达 式 应 该 满足 爱 因 斯 坦 关系 D =b7, 其 中 D 是 扩散 系数 (11. 10) 
作为 弱 场 判 据 的 不 等 式 y <<1 的 意义 ,可 以 由 下 列 简单 论据 加 以 理解 . 显 
然 ,只 要 电子 在 其 平均 自由 时 间 内 所 获得 的 能 量 远 小 于 一 次 磁 撞 中 所 丢失 给 原 

子 的 能 量 , 场 对 电子 分 布 的 影响 就 很 小 . 前 者 的 能 量 是 e 到 ,而 后 者 是 


Se ~ V8P~Vp~ [VTm, 


其 中 已 和 7 是 原子 的 动量 和 速率 ;变化 SP 是 电子 动量 的 量 级 . 判 据 是 根据 这 两 
个 表达 式 的 比较 得 出 的 . 
在 强 场 (y >>1) 的 相反 情况 ,我 们 求 得 @ 


Ap) =4erp( -Mz), 


(22. 17) 


y TT 
3 (22. 18 ) 
~ 225T(3/4) (may7) 
- -6 /时 才 所 (22. 19) 
电子 平均 能 量 是 
_ 2 RM /5 M 
pe (地) el=0. 43eE! (22. 20) 
而 电子 迁移 率 是 
4 (5/4) 1” (22. 21) 


(JE 
还 需 曾 明 使 展开 式 (22.7) 收 敛 的 判 据 . 为 此 我 们 注意 到 它 的 递 次 各 项 之 间 
在 数量 级 上 有 下 列 关 系 


QD 由 于 不 同 惑 让 德 多 项 式 的 正 交 性 ,展开 式 (22.7) 的 各 项 中 只 有 /hh 的 项 对 归 一 化 积分 有 贡献 ,而 
只 有 ficos 9 的 项 对 5 有 贡献 . 

@， 通过 重新 求解 方程 (22. 11)( 在 其 中 令 了 =0) 来 推导 公式 (22. 18), 这 要 比 在 (22. 12) 中 取 极 限 
更 为 简单 . 
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ek 2 
es A ~ (22: 22 ) 


(经 过 (22.7) 的 代入 , 乘 以 P, (cos 9) ,并 对 dcos 6 积分 后 , 动 理 方程 左边 剩 下 
所 -1! 的 项 而 在 碰撞 积分 中 剩 下 f 的 项 ). 当 y <<1 时 ,电子 平均 能 量 &~7T, 由 
(22. 22 ) 我 们 有 





£: ~eE! ( m 

ff, TT 

在 强 场 情 况 有 y >> 1 ,平均 能 量 z~eEl(M/m)'”, 所 以 又 有 
f/f ~ (m/M)'” <<1. 

因为 my 很 小 ,所 以 展开 式 是 收敛 的 中 . 


8$23 韭 平 衡 弱 电离 气体 中 的 涨 落 


本 节 我 们 将 讨论 处 于 非 平 衡 定 态 的 弱电 离 气体 中 电子 分 布 函数 的 涨 落 , 假 
定 气 体 是 空间 均匀 的 并 处 于 恒定 均匀 电场 E 中 . 

这 里 将 仅 考虑 涨 落 的 时 间 关 联 而 不 考虑 它们 的 空间 关联 . 于 是 ,用 对 气体 的 
整个 体积 求 平均 后 的 函数 


fp) =) frp) ds (23.1) 


来 代替 严格 的 ( 涨 落 着 的 ) 随 空间 变化 的 分 布 函数 A(i,r,p) 是 适当 的 (这 一 节 将 
用 相同 字母 /来 表示 这 个 平均 后 的 分 布 函数 ,但 不 含 变量 >); 它 仅 随 时 间 涨 落 . 
函数 /(p) 是 上 一 节 中 求 得 的 分 布 (22.8) ,f 相 对 于 f 而 涨 落 . 

对 于 所 讨论 的 系统 ,我 们 最 感 兴趣 的 主要 不 是 寻求 分 布 函数 本 身 的 涨 落 ,而 
是 与 之 有 关 的 电流 密度 了 的 涨 落 . 对 于 这 些 量 的 关联 肖 数 由 下 列 显然 公式 


(Bj.(t) js(0)) =0 { Cafltsp) af(0,p')) vv'gd pdp’ (23.2) 


相 联 系 ,当然 ,其 中 了 [是 对 气体 体积 求 平均 后 的 电流 密度 涨 落 %%. 

对 于 非 平衡 气体 问题 的 求解 是 根据 $20 指出 的 一 般 方法 @. 

按 此 方法 ,关联 函数 (8/(i,p)5/(0,p')) 满 足 (相对 于 变量 1: 和 pp 的 ) 动 理 方 
程 (22. 1) ,这 里 它 相 当 于 一 般 方法 中 的 方程 (20. 13). 也 数 


QD 然而 ,我 们 注意 到 ,校正 项 f,f,… 不 能 借助 于 方程 (22. 1 ) 来 确定 . 因为 这 个 方程 是 以 福 克 尔 - 
普 朗 克 近 似 为 基础 的 ,在 此 近似 下 按 m/M 为 高 阶 项 的 量 已 经 被 忽略 掉 了 . 

@ ”这 个 求 平均 相当 于 一 个 实验 情况 . 其 中 测量 的 是 气体 中 总 电流 的 涨 落 ; 这 种 涨 落 等 于 在 给 定 方 
向 的 平均 电流 密度 的 涨 落 乘 以 样本 的 截面 . 

@ 普 里 斯 (P.J. Price(1959) ) 对 这 个 问题 的 研究 是 计算 非 平衡 系统 中 涨 落 的 第 一 个 例子 . 这 里 我 们 
将 按照 古 列 维 奇 和 卡 蒂 留 斯 (B. 区 .Typears,P. KaTHntoc(1965) ) 的 阐述 . 
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g(t,p) = | (384P)8KOP De dp (23.3) 
满足 一 个 类 似 方程 ,而 所 需求 的 电流 关联 函数 同样 也 可 以 通过 这 个 函数 表达 为 
(je(t) jo(0)) = [gal 1,p) ved’p. (23. 4) 
这 样 我 们 得 出 下 列 方 各 
8 _o(E.alg- 
人 


[PB( Festa)] -me 人 [ge(5p,6) -eCi,p,0)]do, (23.5) 


其 中 8 由 (22.3) 给 出 . 

动 理 方程 (22. 1) 仅 考虑 到 电子 与 分 子 的 碰撞 ,而 没有 考虑 电子 相互 之 间 的 
碰撞 . 因此 ,这 里 没有 任何 机 理 去 建立 不 同 动量 电子 间 的 单 时 关联 ,而 对 于 函数 
g(t,p) 的 “初始 ”条件 与 处 于 平衡 态 下 的 相同 . 因为 我 们 涉及 的 是 对 气体 整个 体 
积 求 平均 后 的 分 布 晴 数 的 涨 落 ,必须 考虑 到 粒子 (电子 ) 数 的 恒定 不 变性 9. 于 是 
根据 (20. 17) ,在 这 种 条 件 下 我 们 有 


COp) MAO p)) = Bp) 8p -p') -FPF (p') | 
(其 中 N。 是 电子 密度 ) ,因而 对 于 初始 函数 有 
g(0,p) = FF(p)(v -V), (23.6) 


其 中 站 是 具有 分 布 (p) 的 状态 下 电子 的 平均 速度 . 当然 ,这 个 速度 平行 于 场 EE， 
我 们 可 将 它 写 成 
Y = -ebkE, (23.7) 


其 中 6 是 迁移 率 . 电子 总 数 的 恒定 性 意味 着 | dp =0, 因 而 也 有 


[gs(i,p) dp=0. (23. 8) 


按照 $19 中 所 描述 的 方法 ,我 们 作 (23.5) 的 单 侧 傅 里 叶 变 换 : 将 该 式 乘 以 
e”“ 和 对 上 从 0 至 o 进行 积分 . 同时 考虑 到 初 条 件 (23.6) 和 g(%,p) =0, 对 项 
e “6g/3t 作 分 部 积分 ,结果 得 到 方程 


QD 因为 我 们 仅 涉 及 场 的 存在 所 引起 的 对 偏离 平衡 的 涨 落 的 影响 ,我 们 忽略 了 由 电离 和 复合 过 程 所 
产生 的 电子 总 数 的 涨 落 . 当 所 有 电子 是 由 具有 低 电 离 势 的 杂质 所 形成 时 ,这 些 涨 落 也 许 严 格 没有 ;于 是 电 
子 的 总 数 简单 地 等 于 杂质 原子 总 数 .我 们 还 忽略 中 性 分 子 浓度 的 涨 落 ,这 个 浓度 的 相对 涨 落 肯 定 远 小 于 
电子 的 相对 量 , 因 为 电子 浓度 远 小 于 分 子 浓度 . 
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3 (+) 
i (二 > 2 (+) .08 ) 
人 op . p” 90pL MI Ts 要 ap | 


+ Nb [gp) -gp ) do = SFP) -V), (23.9) 


其 中 
g' (wp) = | egCi,p) de. (23. 10) 
由 于 (23. 8) ,这 个 方程 要 在 下 列 附加 条 件 
|g' (wp)d’p=0 (23. 11 ) 
下 求解 . 


如 果 方 程 (23. 9) 的 解 为 已 知 , 则 所 需求 的 电流 关联 函数 的 谱 展开 式 可 以 通 
过 简单 积分 而 求 得 ,我 们 写 出 : 
(jjs), = | dt | em (8f(1,p) (0,p')) vv'sd pd’p’, 
并 严格 像 推 导 (19. 14) 那 样 进行 ,获得 
(jg) =e | gs’ (wp)vs +g (~-w,p)veld?p. (23; 12) 


为 具体 起 见 ,我 们 将 认为 平均 自由 程 ! = const. 在 平衡 态 , 没 有 电场 时 ,函数 
f 是 平衡 麦克 斯 韦 分 布 h(p). 于 是 容易 看 出 ,方程 (23.9) 的 解 是 


(+) _p hp) 1 
DY 1-iwl/v’ 








(23. 13) 
因为 
| -也 ) do = OP. (23. 14 ) 


如 果 wr, <<1( 其 中 7, ~ or 是 关于 动量 方向 的 弛 豫 时 间 ) ,我 们 可 以 忽略 
(23. 13 ) 分母 中 的 项 - iwl/v. 于 是 积分 (23. 12 ) 的 计算 导致 结果 为 


2 
(7 ) 。 = (23. 15) 


其 中 cc =e Nb 是 气体 在 弱 场 中 的 电导 率 ,b 是 由 公式 (22. 17) 给 出 的 弱 场 中 的 
迁移 率 . 当然 ,结果 (23. 15 ) 与 关于 电流 的 平衡 涨 落 的 尼 奎 斯 特 一 般 公 式 相 一 致 
( 见 第 九 卷 ,$78). 的 确 ,让 我 们 考虑 平行 于 % 轴 的 圆柱 体积 内 的 气体 . 因为 电 
流 密度 已 经 是 对 体积 平均 过 的 , 则 总 电流 =j.5, 其 中 5 是 圆柱 的 截面 积 . 于 古 ， 
按照 (23. 15 ) ,我 们 有 

_27T05S” 27T0S _2 


= -一 23. 1 


(/), 
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其 中 上 = 多 8 是 样本 的 长 度 ,R =L/oS 是 其 电阻 出. 

当 EEzx0 时 ,方程 (23.9) 用 逐步 求 近 法 求解 ,与 对 (22. 6) 求 解 的 方式 相同 ， 
但 是 后 一 方程 确定 一 个 标量 函数 ,而 (23.9) 是 对 矢量 函数 写 出 的 . 这 种 函数 ( 依 
赖 于 恒定 矢量 E 和 可 变 矢量 p) 的 展开 式 的 为 首 几 项 可 写成 


8 (wp)=h(w,p)n+telg(w,p) + eg (w,p)|, (23. 17) 
而 且 g, << go( 这 里 n=p/p,e =E/E). 函数 1(p) 是 
f(p) =f,(p) +n: ef,(p), (23. 18) 


其 中 和 f=eElfo/v 如 $22 中 所 计算 得 的 那样 . 
我 们 将 (23.17) 和 (23.18) 代 入 (23.9), 并 将 对 p 的 奇 次 项 和 偶 次 项 分 开 . 
再 次 假设 wr, << 1 ,我们 得 到 ,集合 奇 次 项 : 





[hn t+gie(n.:e)| -el 。 汐 eB = 全， 
这 里 将 与 所 给 出 的 项 ( 按 比 值 mAM) 比较 起 来 显然 为 小 的 那些 项 忽略 了 . 因此 ， 
= 98,(ow,P) 
h(p) = Sh(p), gi(w,p) i (23.19) 
至 于 p 的 偶 次 项 ,它们 必须 满足 方程 (23.9) a 的 方 品 求 平均 后 ,这 
与 下 列 事实 符合 ,(23.17) 仅 给 出 所 求 函 数 展开 式 中 的 为 首 几 项 . 应 用 表达 式 


(23. 19 ) ee 导致 对 函数 go(w,p) 的 下 列 方程 : 








二 a EA $) = {eB + eh > 
其 中 
1 2 98o e :Elim go 
= -ml? go +t mp! 3 ) 3p dp 
这 个 方程 要 在 下 列 附加 条 件 
| gw,p) dp=0 (23. 21) 


下 求解 ,这 个 条 件 是 将 (23.17) 代 入 (23. 11) 后 简化 得 到 的 . 
当 函 数 g ”是 已 知 时 ,所 需求 的 电流 关联 函数 由 公式 (23. 12 ) 确定 . 将 展开 
式 (23.17) 代 入 该 公式 ,并 利用 (23. 19) 作 简单 变换 ,我 们 得 到 


2 2e” ds? _-E. FE 21e 
(Jo 71p) 。 = 82 vhdp-— p 3F | [gw,p) + 


+ go -wp) 1 2 (23. 22) 


个“ 在 与 第 九 卷 (78.1) 比较 时 ,必须 考 韦 到 fiw <<7 和 根据 wr <<1 的 条 件 没有 电导 率 的 色散 ,所 以 
Z=K. 
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当 w ~mv/Mi, 即 当 wor。 ~1 时 ,方程 (23. 20) 中 的 项 - iogo 变 成 重要 的 ,其 
中 7。 是 关于 电子 能 量 的 弛 豫 时 间 . 因此 ,电流 涨 落 的 色散 从 这 些 频率 处 开始 . 

在 一 般 情 况 下 ,方程 (23. 20) 是 很 复杂 的 . 作为 说 明 ,让 我 们 举 出 低频 (wr。 
<<1) 和 满足 条 件 y >> 1 的 强 场 的 例子 ,其 中 7 是 参量 (22. 13 ). 由 于 后 一 条 件 ， 
函数 ji(z) 由 表达 式 (22. 18) 给 出 . (23. 22 ) 中 第 一 项 积分 的 计算 给 出 

D372 Ne'l el LU /M1 
“35T0372 信 | [a . 
对 于 (23. 22 ) 中 的 第 二 项 ,我 们 将 仅 作 出 不 带 数值 因数 的 估计 . 方程 (23. 20)( 不 
带 -iwg。 项 ) 给 出 估计 





m 








eELM 

8o ~ gp’ fo: 
于 是 积分 可 以 估计 出 为 

i 

Pp 
结果 对 于 电流 关联 函数 的 表达 式 是 
N el 和 1/2 1/4 EF 
Oj) = (oe) ( 却 ) [0.68% -6 252 |] ， (23.23) 


其 中 B ~1 ,是 数值 常数 . 
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部 分 电离 气体 中 的 平衡 电离 度 是 通过 相 碰 撞 带 电 粒 子 间 的 各 种 基 元 事件 : 
碰撞 电离 事件 与 相反 的 碰撞 复合 事件 建立 的 . 对 于 气体 中 除 电子 外 仅 包 含 一 类 
离子 的 简单 情况 ,电离 平衡 的 建立 过 程 可 用 下 列 形式 的 方程 

eB -aNN. (24.1) 
描述 . 这 里 B 是 (由 于 中 性 原子 的 碰撞 或 通过 原子 的 光 致 电离 ) 在 每 单位 体积 和 
每 单位 时 间 内 所 形成 的 电子 数 , 它 不 依赖 于 现存 的 电子 密度 W。 和 离子 密度 N;. 
第 二 项 给 出 由 于 与 离子 的 复合 而 引起 的 电子 数 的 减少 ;a 称 为 复合 系数 . 

复合 过 程 与 等 离 体 中 建立 平衡 的 其 它 过 程 相 比 来 说 通常 是 很 慢 的 . 问题 在 
于 在 离子 与 电子 碰撞 中 形成 中 性 原子 需要 排除 所 释放 的 能 量 ( 原 子 中 电子 的 结 
合 能 ). 此 能 量 可 能 在 辐射 复合 中 作为 光子 辐射 掉 ; 于 是 ,这 个 过 程 的 缓慢 归 因 
于 很 小 的 量子 电动 力学 发 射 概率 . 所 释放 能 量 也 可 能 传递 给 第 三 个 粒子 ,一 个 中 
性 原子 ;于 是 这 个 过 程 的 缓慢 归 因 于 三 体 碰 撞 的 小 概率 . 结果 是 在 认为 所 有 粒子 
都 是 处 于 麦克 斯 韦 分 布 的 条 件 下 来 考虑 复合 过 程 常 常 是 合理 的 . 

”在 平衡 时 ,导数 dN./di 为 零 . 于 是 (24. 1) 中 的 量 c 和 Ap 由 
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B = aN,N,. (24.2) 
相 联 系 ,其 中 No. 和 No; 是 由 适当 的 热力 学 公式 所 给 出 的 平衡 态 的 电子 和 离子 密 
度 ( 见 第 五 卷 , § 104 ) 中 . 

辐射 复合 系数 直接 由 电子 与 静止 离子 (离子 的 速度 远 小 于 电子 的 速度 ,可 
以 忽略 ) 之 间 的 碰撞 复合 截面 o,.. 予 以 计算 : 

Qa = (v.00,..), (24.3) 
其 中 求 平均 是 对 电子 速率 v. 的 麦克 斯 韦 分 布 取 的 (见习 题 1). 

然而 ,辐射 复合 仅 在 充分 稀薄 气体 中 当 粒 子 的 三 体 碰撞 可 以 完全 忽略 时 才 
是 重要 的 .在 不 太 稀 薄 的 气体 中 ,主要 机 理 是 有 第 三 个 粒子 ,中 性 原子 参与 下 的 
复合 . 正 是 对 于 这 个 机 理 我 们 将 更 详细 地 予以 考虑 . 

在 与 原子 碰撞 时 ,电子 能 量 改变 很 小 . 因此 ,复合 过 程 以 形成 高 度 受 激 原 于 
开始 ,而 在 这 个 原子 的 进一步 碰撞 中 ,电子 逐渐 “" 降 "至 越 来 越 低 的 能 级 . 过 程 的 
这 种 特征 可 以 认为 是 被 俘获 电子 的 “能 量 扩散 ”, 所 以 对 它 可 以 应 用 福 克 尔 - 普 
朗 克 方程 (I. TI. IMTaeascKr 直 ,1962 ). 

让 我 们 考虑 :被 俘获 电子 关于 其 ( 负 ) 能 量 es 的 分 布 函数 . 最 重要 的 “扩散 ” 
自然 是 在 能 量 范围 1e1 ~ 了 这 里 必须 总 是 把 温度 作为 远 小 于 原子 的 电离 势 了 来 
讨论 ; 当 7 ~1, 气 体 实际 上 已 经 几乎 是 完全 电离 的 ( 见 第 五 卷 ,$ 104). 

福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 是 


of 0s of 
= = -BT—--Atr. 24. 4 
ot 0€ 0€ Jf 4 ) 


照例 ,系数 4 可 以 用 BP 来 表达 ,这 要 借助 于 当 f=h 时 s=0 的 条 件 , 其 中 是 平 
衡 分 布 . 于 是 流 * 变 为 


:= -Bhp2() (24.5) 


fo 
“扩散 系数 "B(e) 按 一 般 定 则 确定 为 


B(e) = 


其 中 As 是 一 个 受 激 原子 在 与 一 个 未 受 激 原 子 的 碰撞 中 原子 激发 能 的 变化 . 按 
照 这 个 公式 计算 B(e) 归结 为 求解 碰撞 的 力学 问题 以 及 然后 对 未 受 激 原子 的 速 
度 求 平均 ( 见习 题 2). 
为 求 函数 万 (e) ,我 们 注意 到 对 于 在 电荷 为 ze( 离 子 电 荷 ) 的 库仑 场 中 的 电 
子 关 于 动量 和 坐标 的 平衡 分 布 由 玻 尔 兹 曼 公 式 给 出 为 
Ze 


所 (Pr) = (2mm7) oT, eI- (24.7) 


(24. 6) 


中 在 辐射 复合 情况 中 , 态 的 平衡 也 含有 等 离 体 中 辐射 的 平衡 . 
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(关于 其 归 一 化 见 下 面 ); 具 有 iel ~T<<7 的 电子 的 运动 是 准 经 典 的 ,这 使 我 们 
可 以 应 用 能 量 e 的 经 典 表达 式 . 因此 ,关于 se 的 分 布 函 数 是 


f(a)de =(2nmT) er(e)de, (24. 8) 
其 中 7(z) 对 应 于 范围 ds 的 相 空 间 体积 : 
r(e) = [8 (1el te -2 ) dad'p, (24.9) 
用 dxdp=4mrdr'4mp dp 代入 并 完成 积分 ,我 们 求 得 
T(E) EL (24. 10) 


lel™” 
为 表述 确定 方程 (24.4) 和 (24.5) 的 适当 解 的 条 件 ,方便 的 是 假设 气体 中 呈 
现 的 电子 密度 是 N. >> No。; 于 是 我 们 可 以 忽略 (24.1) 中 的 电离 率 B, 所 以 N.。 的 
减 小 仅 取 决 于 复合 .在 这 些 条 件 下 ,方程 (24.4) 的 定 态 解 中 流 * 的 恒定 值 直接 给 
出 复合 系数 的 值 (s = const = -a) , 倘 阁 f(z) 是 适当 地 归 一 化 的 . 就 是 说 ,在 最 高 
能 级 处 (1e1 <<7) 的 电子 与 自由 电子 处 于 平衡 ,这 意味 着 我 们 必须 有 
fle)/f(e)—l1， 当 1el-20 时 ， (24.11) 
并 且 f(z) 的 归 一 化 应 该 相当 于 每 单位 体积 中 一 个 自由 电子 (如 (24.7) 中 所 实 
现 的 ). 
为 寻求 ( 当 se 一 - % 时 的 ) 第 二 个 边界 条 件 ,我 们 注意 到 受 激 原子 深 能 级 的 
分 布 不 会 受 自 由 电子 存在 的 扰动 ,从 而 不 依赖 于 它们 的 数目 : 它 正比 于 平衡 数 
和 No. 而 与 实际 数 Ne 无 关 . 当 N。 >> No 时 ,这 个 情况 由 边界 条 件 表达 为 








fle)/fh (le)—0,， 当 lel—% 时 . (24. 12) 
在 边界 条 件 (24.11) 以 及 s = const 的 情况 下 求 方程 (24.5 ) 的 积分 ,我们 有 
= const : | oe +1. 
这 个 const 是 - a, 如 果 它 是 由 满足 条 件 (24. 12 ) 来 确定 . 因此 ,我 们 求 得 最 后 结 
果 为 
US 
| | Bl Tol al (24. 13) 


这 个 公式 与 下 列 过 程 有 关 , 其 中 “第 二 个 物体 ”是 一 个 未 受 激 原 子 . 如 果 
气体 已 经 是 高 度 电 离 的 (然而 , 它 与 条 件 了 <<7 仍 相 容 ) 和 充分 稠密 的 ,具有 
第 二 个 电子 作为 第 三 个 物体 参与 的 复合 可 能 变 成 主要 过 程 . 于 是 复合 率 变 
成 正比 于 NiN,. 因此 如 前 按 (24.1) 所 定义 的 复合 系数 本 身 正比 于 N.. 因为 
电子 碰撞 中 的 能 量 弛 殉 是 快 过 程 ,上 面 所 描述 的 计算 复合 系数 的 方法 在 这 
个 情况 不 适用 . 
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习 题 


1. 设 有 处 于 温度 了 <<7T 下 的 氢气 ,其 中 71=em/(2 扩 ) 是 所 原子 的 电离 势 
试 求 俘获 一 个 电子 至 所 原子 基态 的 辐射 复合 系数 . 
解 : 慢 电子 与 处 于 静止 的 质子 复合 成 所 原子 基态 的 截面 是 
10 2 2 2 72 
2 7 (e /fc)as! 
Ot 
3(2.71-.…)‘m ev z 
其 中 v 是 电子 的 速率 ,as = 及 /me 是 玻 尔 半径 ( 见 第 四 卷 ,§56 的 公式 (56. 13 ) 
和 (56.14)). 平 均值 (v-'〉= (2m/TT) .按照 (24.3) ,结果 是 
210732 e? 3 asl I be ee 3 asl I 1/2 
a le -35 (元 ) 上 0 
2. 确定 由 (24. 13 ) 给 出 的 复合 系数 ,忽略 电子 束缚 于 受 激 原子 这 一 事实 对 
它 与 未 受 激 原 子 碰撞 的 过 程 的 影响 ,并 假设 这 些 碰 撞 的 输 运 截 面 不 依赖 于 速度 . 
解 “ 扩散 系数 "B(e) 如 8$22 中 那样 进行 计算 ,结果 是 
B(e) = (op'); (1) 
nm 
其 中 六 是 气体 中 原子 的 密度 .六 是 电子 质量 ,ou 是 受 激 原子 与 未 受 激 原子 之 间 
的 相对 速率 . 速率 bu 具 有 麦克 斯 韦 分 布 ,其 中 粒子 质量 由 约 化 质量 本 M 表示 (其 
中 凡是 原子 的 质量 ) ;因此 (os)》 =6T/M. 其 次 ,(1) 中 的 p 是 离子 场 中 的 电子 动 
量 ;g,p’ 的 求 平均 是 对 相应 于 1s1 的 给 定 值 的 电子 相 空 间 区 域 7(&) 进 行 的. 在 
0, = const 下 ,我 们 求 得 


3 Pp 
(op | as 0 


2 


2 
2 ) d xd p = 32V2 0 nis [Ds 
7 3 五 





因此 
p64v2To Nel 
37M 
于 是 按 (24. 13) 的 计算 最 后 给 出 
_32 V2mm (ze ) oN 2 
3MT” 
如 果 由 靠近 电子 的 原子 所 引起 的 扰动 频率 ( ~5/d 其 中 @ 是 原子 尺度 ) 山 
远大 于 有 具有 能 量 iel ~ 了 的 电子 的 转动 频率 ,忽略 电子 束缚 于 原子 中 这 假设 是 合 
理 的 . 这 导致 条 件 了 << (ev]d)J(myM) 一. 


人 


中” 俄 文 版 为 d/5, ,而 按 频率 的 量 纲 应 为 5/d 一 一 译 者 注 . 
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让 我 们 考虑 弱电 离 气 体 中 带电 粒子 的 扩散 . 如 $ 22 中 那样 ,假设 电离 度 是 
如 此 小 ,使 得 与 带电 粒子 和 中 性 原子 之 间 的 碰撞 比较 起 来 ,带电 粒子 之 间 的 碰撞 
可 以 忽略 .即使 在 这 些 条 件 下 ,两 类 带电 粒子 (电子 和 离子 ) 的 扩散 也 不 是 相互 
独立 的 ,因为 扩散 过 程 中 会 引起 电场 (W. Schottky ,1924 ) . 
扩散 方程 具有 对 于 电子 (e) 和 离子 (i) 的 连续 性 方程 的 形式 : 
oN. oN | 
0 Ds (25.1) 
粒子 流 密度 利用 粒子 数 密度 及 其 梯度 表达 为 
ii=-NbeE-D.VN., 
i, = Nb.eE -D, YN., 
其 中 D. 和 D, 是 电子 和 离子 的 扩散 系数 ,而 b。 和 6b; 是 相应 的 迁移 率 由. 这 些 量 
由 爱 因 斯 坦 公 式 相 联系 : 


(25.2) 


D.=7b., D,=7b,, (25.3) 
它们 表达 平衡 时 流 (25.2) 为 零 的 条 件 . 利用 这 些 关系 式 并 通过 电势 来 表达 电场 
E = -Vv 9, 我 们 可 将 方程 (25. 1) 重 写成 


oN. eN. 
Dv [YYv -ve|， (25. 4) 
wi . 0 
DY [YNm+ Ye | (25. 5) 
此 外 ,我们 必须 增加 对 于 电势 的 泊 松 方程 : 
Ap = 一 4Te (AN -NN,). (25.6) 


如 果 密 度 N. 和 N, 具有 几乎 均匀 分 布 时 ,方程 组 (25.4) 一 (25.6) 可 以 极 大 
程度 地 简化 . 于 是 我 们 可 在 (25.4) 和 (24.5) 中 Vg 前 的 系数 中 令 N. = N 一 const 
= Nu ,并 利用 (25.6) 来 消去 9. 结果 得 到 








2 =D.[AN. -一 3] ， 0 
2 - [am + |] (25. 8) 


其 中 a =4me*N。/T(a 是 对 于 电子 和 离子 的 德 拜 半径 , 见 下 面 的 $31). 
虽然 电子 和 离子 散射 截面 一 般 是 相同 数量 级 ,由 于 它们 的 平均 热 运动 速率 
(oz) 的 差异 ,它们 的 扩散 系数 有 很 大 差别 


QD 离子 电荷 取 为 z; =1, 当 气体 的 电离 度 很 小 时 ,这 通常 是 正确 的 . 
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a 2 (25.9) 
因此 D。 >> D,. 这 种 状况 导致 扩散 过 程 的 某 些 异常 特点 . 
让 我 们 考虑 电子 和 离子 密度 的 微 扰 随时 间 的 变化 , 微 扰 的 特征 尺度 工 >> 
az. 在 过 程 的 初始 阶段 ,直至 密度 的 变化 部 分 
I8N.| ~ |8N.| ~ I8N, - 8N.1, 
方程 (25.7) 和 (25.8) 右 边 第 一 项 远 小 于 第 二 项 : 
AN ~ 8N/L’ << (8N, -SNi)《/a (25. 10) 
还 注意 到 由 于 (25.9) 得 19N.,/39tl << 16N./3t1 ,我 们 有 


9 D. 
(8N.-8N,)= -一 (SN -68N,), 
ot a 
因而 
D. 
SN. -SN = (8N. -SNi )oexp | = 到 |， (25. 11 ) 
化 


由 此 我 们 看 到 ,在 时 间 r。 ~ ez/D。 后 , 差 值 1SN. - SNi1 变 成 远 小 于 SN. 和 SN, 本 
身 , 即 ,气体 变 成 准 中 性 的 . 

过 程 的 下 一 阶段 是 (对 于 给 定 离子 分 布下 ) 电子 分 布 的 发 展 达 到 平衡 形式 ， 
由 (25.7) 右 边 变 为 零 的 条 件 确定 : 


2 
SN -SN =a’AN. ~a’AN, ~ Tz8N;. (25. 12) 


这 个 阶段 遵循 扩散 方程 (25.7) ,具有 特征 时 间 7 ~ 世 /D.. 此 时 间 远 小 于 离子 扩 
散 特征 时 间 7, ~L/D,;; 因 此 离子 分 布 仍 可 认为 未 改变 . 

电子 和 离子 密度 微 扰 的 最 后 弛 瑰 按 照 方程 (25.8) 发 生 ,在 以 (25.12) 代 入 
后 它 变 成 
oN, 
> =2D.AN.. (25. 13) 
因此 ,在 时 间 ~7; 期 间 ,电子 和 离子 (3Sw.= SNi) 以 二 倍 于 离子 的 扩散 系数 一 起 
扩散 ;这 个 过 程 称 为 双 极 扩散 .扩散 系数 的 一 半 归 因 于 离子 的 内 课 扩 散 ,而 另 一 
半 起 因 于 加 速 电 子 引起 的 电场 . 

最 后 ,让 我 们 注意 到 方程 (25.13) 具 有 比 所 引 推 导 过 程 得 出 的 要 更 为 广泛 
的 适用 性 . 即使 扰动 不 是 微弱 的 ,电子 的 运动 迅速 导致 建立 起 它们 在 场 中 的 玻 尔 
效 曼 分 布 ,并 使 电子 和 离子 密度 相等 , 即 导致 准 中 性 . 于 是 


人 ”为 了 扩散 方程 本 身 的 适用 性 .在 所 有 情况 下 工 必 须 远 大 于 离子 和 电子 的 自由 程 上 因此 仪 当 a>! 
时 ,条件 二 >>a 是 附加 限制 . 
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N, 
N.=N,=Ne””, ep=Tny. (25.14) 
0 


将 (25.14) 代 入 (25.5) 再 次 得 出 方程 (25.13) ,但 是 已 经 不 用 扰动 很 小 的 假设 . 
$26 强 电 解 质 溶液 中 的 离子 迁移 率 


上 市 中 所 导出 的 方程 容易 推广 到 存在 不 同 种 类 离子 的 情况 . 它们 也 适用 于 
强 电 解 质 溶液 中 离子 的 运动 . 在 “无 穷 ”" 稀 释 溶 液 的 极限 下 ( 即 当 其 浓度 趋 于 
零 时 ) ,每 类 离子 a 的 迁移 率 趋 于 恒定 极限 5b,” ,而 其 扩散 系数 相应 地 趋 于 
DT (26. 1 ) 
本 节 专 门 讨论 对 于 弱 溶 液 中 离子 迁移 率 ( 相 对 于 小 浓度 ) 的 一 级 校正 项 的 
计算 . 包 因 而 也 得 以 确定 对 溶液 电导 率 的 校正 项 . 在 电场 中 ,有 力 ez,E 作用 于 
每 个 离子 ,从 而 使 它 获得 定向 速度 bezsE. 因此 ,溶液 中 的 电流 密度 是 
j=E > ez,N, * bez,, 


其 中 N, 是 a 类 离子 的 浓度 (每 单位 体积 的 a 类 离子 数 ) ,因而 电导 率 是 
IC=e > Nzb,. (26. 2) 


下 面 所 阐述 的 理论 ,与 等 离 体 和 强 电解 质 的 热力 学 性 质 理论 一 样 ,是 建立 在 
相同 的 概念 基础 之 上 的 . 这 些 概念 就 是 每 个 离子 周围 形成 电荷 (离子 云 ) 的 不 均 
匀 分 布 , 它 对 离子 场 形 成 屏蔽 . 在 第 五 卷 $578 和 §79 中 曾经 推导 过 对 于 等 离 体 
的 相应 公式 . 对 强 电 解 质 溶液 的 类 似 公式 ,差别 仅 在 于 有 电容 率 a 二 1 的 溶剂 存 
在 的 情况 ,将 在 下 面 给 出 . 

由 于 两 种 不 同 效 应 ,屏蔽 云 使 离子 的 迁移 率 发 生变 化 . 首先 ,外 电场 中 离子 
的 运动 改变 了 离子 云 的 电荷 分 布 , 从 而 引起 一 个 附加 场 作用 于 离子 . 其 次 ,离子 
云 的 运动 引起 液体 的 运动 ,从 而 引起 离子 的 “漂移 ”. 这 两 种 校正 分 别称 为 弛 税 
校正 和 电泳 校正 . 

弛 豫 校 正 

让 我 们 首先 计算 第 一 类 校正 . 因为 屏蔽 云 起 因 于 不 同 离子 位 置 间 存 在 关联 ， 
这 是 外 场 已 对 关联 函数 的 影响 的 问题 . 

我 们 将 这 样 来 定义 对 关联 函数 w,, 使 得 :如 果 在 r, 点 有 一 个 b 类 离子 , 则 
Nwos (Tr,T,)dV。 是 围绕 r。 点 的 体积 dy。 中 a 类 离子 数 ; 类 型 a 和 4b 可 能 相同 或 
者 不 同 . 显然 


QD 强 电 解 质 是 指 溶解 时 完全 离 解 成 离子 的 物质 . 
人 @ 下 面 所 阐述 的 理论 是 由 德 拜 和 休克 尔 (P. Debye,E. Hiickel(1923)) 与 昂 萨 格 (L. Onsager( 1927 ) ) 
作出 的 ， 
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wos (PosT,) =w, (r,sT,), (26. 3) 
而 当 1r。 - 产 1 一 o 时 zw 一 1. 在 平衡 时 ,函数 w,, 仅 依赖 于 距离 ir,。 - 产 1; 在 外 场 
中 ,情况 不 是 这 样 . 由 
关联 函数 , 像 任何 分 布 函数 那样 ,满足 适当 空间 中 的 连续 性 方程 ,这 里 是 两 
粒子 的 位 形 空间 ,于 是 
了 ++ 避 记 =0， (26. 4) 
其 中 j 和 ji 是 对 a 和 粒子 的 概率 流 密度 , 算 符 V 的 下 标 表 明 相 对 于 哪个 变量 
(r, 或 r,) 求 导 . 
流 j, 具有 下 列 形式 : 
= -Tb yw +b zew,(E -Vo,), (26.5) 
而 ji 与 之 相同 ,但 下 标 a 和 互相 交换 . (26.5) 中 的 第 一 项 描述 a 类 离子 的 扩 
散 移动 ,即使 没有 外 场 的 情况 也 会 发 生 . 第 二 项 是 在 外 场 妃 以 及 场 -又 py 所 施 
加 的 力 的 作用 下 引起 的 离子 流 密度 . 这 里 的 - Vg, 是 在 r, 点 有 一 个 上 类 离子 的 
条 件 下 ,经 修正 的 离子 云 在 r。 所 产生 的 场 . 这 个 场 的 电势 pg, = pp,(r,,r,) 满 足 泪 
松 方程 : 





47 
ApCrmn) =- | Dy ea Nw ross) + end(r, —7) |. (26.6) 


方 括 号 中 第 一 项 是 离子 云 中 所 有 类 型 离子 的 平均 电荷 密度 ,第 二 项 是 (根据 条 
件 ) 定 域 于 r, 点 的 电荷 密度 . 因数 1/e 表示 介 电 溶剂 中 电场 的 减 小 . 
假设 溶液 为 充分 稀释 的 ,我们 忽略 离子 位 置 间 的 三 体 关 联 . 在 此 近似 下 ,对 
关联 函数 w。, 几乎 为 1, 我 们 引进 小 量 
OO =w,,—1. (26.7) 
电势 pg。 是 具有 相同 量 级 的 小 量 . 忽略 二 人 阶 小 量 项 ,我们 可 以 把 (26.5) 重 写成 下 
列 形式 : 
j,=b -TYw,, +er,(l+w,,)E -ez, Vo,]. (26.8) 
在 方程 (26.6) 中 ,我 们 可 以 简单 地 用 ww 代替 w,, ,因为 平均 来 说 溶液 是 电 中 性 
的 (BezN, =0): 


4 
Ap,(r,,r,) = 卫 | 2 zeNowa (Tos rs) + ez,S(r, -7,) |. (26.9) 


在 均匀 恒定 电场 E 中 ,函数 w,, 不 依赖 于 时 间 , 而 且 它 们 仅 以 差 r=r。 -六 的 
形式 而 涉及 两 点 的 坐标 ,同时 义 ws = - Ww 现在 将 (26. 8) 的 j。 和 类 似 表 达 式 
的 j, 代入 (26.4) ,现在 导致 下 列 方程 : 


QD ”适用 于 等 离 体 (或 电解 质 ) 平 衡 态 的 关联 函数 方法 描述 于 第 五 卷 8$79. 
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T(b®™ +b )Aw (Cr) +ezb Ap,(r) +ezb Ap ( -r) = 
=(z,b —-z,b" )eE: Vow,,(r), (26. 10) 
其 中 所 有 导数 都 是 相对 于 r 求 的 . 
假设 外 场 微弱 ,这 个 问题 的 求解 可 以 相对 于 EE 用 逐步 求 近 法 进行 . 在 零 级 
近似 , 当 EE=0, 电 势 pg'" (rr) 是 r 的 偶 函 数 . 注意 到 当 r 一 o 时 所 有 函数 w,, 和 9。 
都 必须 趋 于 零 ,于 是 由 (26. 10) 我 们 求 得 








7(b 4b Ow te(bi Vz pg +b zp )=0. (26. 11) 
我 们 寻求 下 列 形式 的 解 
wr) =220 (Fr), ep (r)= -Tew (r). (26. 12) 
于 是 方程 (26. 11) 恒 等 地 满足 ,而 由 (26.9) 我 们 得 到 对 于 w'”(r) 的 方程 : 
PS WE Oe WS LL (26. 13) 
a eT 
其 中 
有 -4 i (26. 14) 
这 个 方程 的 解 是 
WCFE -与 (26. 15) 
a 是 电解 质 溶液 中 的 德 拜 屏蔽 半径 . 
在 下 一 级 近似 ,我 们 令 
pa =9. Ho 人， wos = +was, (26. 16) 


其 中 上 标 (1) 标 志 对 零 级 值 的 小 校正 . 因为 是 标量 ,所 有 这 些 校正 具有 形式 E， 
rf(r) ,其 中 f(r) 仅 是 绝对 值 r 的 函数 ;由 此 所 有 wl? 和 gp 是 7 的 奇 函数 . 因为 ， 
按照 {26. 3) 有 


ws (ri,r,) = (Cr) = (Fp,,r ,) = ws ( -7 了),， 
如 果 我 们 记 住 到 处 有 r+ =r -7,, 由 此 也 可 网 
was (7) = ~ wa (7). (26. 17) 


如 果 离 子 a 和 4b 属于 同一 类 型 ,下 标的 交换 不 能 使 函数 ww (7) 改变 ,从 而 
(26. 17) 表明 这 样 的 o =0. 因此 ,校正 mw 小 仅 对 于 不 同 离子 对 的 关联 函数 才 
出 现 . 

为 简化 随后 的 计算 ,我 们 将 限于 仅 具 有 两 类 离子 的 电解 质 的 情况 . 这 个 情况 
下 仅 有 一 个 函数 er) = -wi (r) 不 为 零 ,将 (26. 16) 代 入 泊 松 方程 (26.9) 
给 出 


Ap 和 (r) = ~ Te, Noi (r), (26. 18) 
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其 中 r=r, - 疡 :考虑 到 溶液 的 电 中 性 条 件 和 函数 的 上 述 对 称 性 质 , 容 易 证 实 电 
势 pi" (r) 满 足 个 类 似 方程 ,因此 g(r) = ps (7). 

将 (26. 16) 代 入 方程 (26. 10) , 仅 保留 右边 带 有 wi2 的 项 ,结果 得 到 

T(b®™) +b )Aw (7) +e(b sz -bz )Ap (rr) = 
= (bz bz )ersE: Vo (r). (26. 19) 

方程 组 (26. 18) 和 (26. 19 ) 可 用 傅 里 时 分 析 法 求解 . 这 样 获得 对 于 健 里 叶 分 
量 o 和 和 pb 的 代数 方程 组 ,它们 与 (26. 18) 和 (26. 19) 的 差别 是 将 算 符 V 和 A 
作 变 换 V 一 认 ,A 一 -Kk*. (26. 19) 右 边 函数 w'”(r)(26.15) 的 健 里 叶 分 量 是 





我 们 立即 导出 对 于 电势 的 傅 里 叶 分 量 的 最 后 结果 是 
0 -4mezzg kBE 
Ye eTa” p(k ta (了 +qa ) 





(26. 20) 


其 中 

bz ~ bz, 
因为 z, 和 z, 异 号 ,显然 有 0<g<l. 

函数 pl (7 ,r,) 是 当 在 r, 处 有 一 个 离子 2 时 , 它 在 r, 处 产生 的 附加 势 . 相 
应 场 强 是 


g = (26. 21) 


EM(r)= -VY 9 (rr)= -VY 9; (7). 
当 7 =r,( 即 r=0) 时 , 它 的 值 给 出 所 需求 的 作用 于 离子 2 本 身 的 场 ,并 从 而 改变 
了 其 迁移 率 . 
傅 里 时 分 量 Ej，= - 认 p .因此 
dk 
(2T) 








二 dk 
E; "(0)= - | pi e* 一 | pi 


2k (27)” 





r=0 


这 里 用 (26. 20) 代入 ,导致 积分 
je | k(k.E) dk 
ER +a )(F +a gq) (2n)” 
对 的 方向 的 求 平均 是 用 记忆 EE 代替 上 (Kk. EE) ,然后 对 大 的 积分 由 被 积 表达 式 


在 极点 k=i/a 和 =iVg/a 的 残 数 加 以 计算 ,给 出 
NE 
127(1 +Vg) 
因此 作用 于 离子 2 的 总 电场 是 
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e |zz,1g 
3e7a(1 +Vg) 
对 作用 于 离子 1 的 电场 可 得 到 同样 结果 ,因为 根据 表达 式 (26.22 ) 对 下 标 1 和 2 
的 对 称 性 ,这 是 很 显然 的 . 用 2 ez 去 乘 电场 (26. 22) ,我 们 求 得 离子 所 获得 的 速 
度 ,如 果 将 这 个 速度 写成 bezE 的 形式 ,从 而 方 括号 中 的 表达 式 给 出 比值 5b/b”. 

因此 可 得 所 需求 的 对 离子 迁移 率 的 弛 瑰 校 正 为 
和 Rs (26. 23) 
3eTa(l 1 +V9) 

我 们 注意 到 这 个 效应 使 迁移 率 减 小 . 

电泳 校正 

现在 让 我 们 接着 计算 与 溶剂 运动 有 关 的 校正 ,问题 表述 如 下 . 

我 们 考虑 溶液 中 的 一 个 特殊 离子 以 及 围绕 该 离子 的 屏蔽 云 . 这 个 云 携带 电 
和 荷 密度 为 


E+E'. (0)= (26. 22) 


Sp = > ez, ON,, 


其 中 ,SN。 是 云 中 a 类 离子 的 浓度 与 溶液 中 的 平均 值 N, 之 间 的 差 值 . 因此 ,在 有 
电场 E 存在 的 情况 下 ,作用 于 携带 这 个 云 的 液体 上 的 力 密度 为 1= Esp. 这 些 力 
导致 液体 运动 ,而 运动 本 身 又 带 走 所 考虑 的 中 心 离子 . 
云 中 离子 的 分 布 与 该 处 的 场 势 gp 由 玻 尔 兹 曼 公 式 相 联系 : 

zepN, 

TT 

因为 场 E 微弱 ,在 目前 所 考虑 的 问题 中 我 们 可 以 忽略 离子 云 的 形变 . 在 球 对 称 
云 的 情况 ,电势 由 下 列 玻 尔 兹 曼 公 式 给 出 为 


TAG 


8N.=N [|e -1| ~ 





时 e 
| = ezZ, 


其 中 ez 是 中 心 离子 上 的 电荷 ,而 a 由 公式 (26. 14) 确定 ( 见 第 五 着, $78). 因 
此 ,离子 云 中 的 总 电 人 向 密度 是 





ep 六 ez, G4 
0 2 N z = (26. 24 ) 

因为 场 E 所 引起 的 运动 很 慢 ,可 以 认为 液体 是 不 可 压缩 的 ,所 以 
V .9 =0. (26. 25 ) 


根据 同样 理由 ,可 以 从 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 略 去 速度 的 二 次 项 ,于 是 (对 定 态 
运动 ) 它 化 至 下 列 方程 
nAv -YP+f=0, (26. 26 ) 
其 中 已 和 7 分 别 是 溶剂 的 压强 和 黏度 . 
在 (26.25) 和 (26. 26) 中 皮 伟 里 叶 分 量 ,我 们 有 
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Kk:v.=0, -nk v, -ikP,+ESp,=0. 
以 还 标 乘 第 二 个 方程 ,我 们 求 得 Pi = ~ik. ESps/k ,所 以 
Spr KE-k(k.E) 


:= (26. 27) 
电荷 密度 (26.24) 的 傅 里 叶 分 量 是 
Bp (26. 28) 


a 
所 想 知 道 的 中 心 离子 处 即 r =0 点 ,液体 的 速度 由 下 列 积分 
dk 
v(0)= | 
给 出 . 将 由 (26. 27) 和 (26. 28) 得 出 的 v , 代 人 ,并 对 上 的 方向 积分 后 得 到 


v(0)= -五 








ez, | dk 
(2T) 7 3 [ga +tl 


ez, 


E. 





WS 6770 


这 个 速度 附加 于 离子 通过 场 的 直接 作用 所 获得 的 速度 ez,8"E. 因此 显然 
的 是 ,所 需求 的 对 迁移 率 的 电泳 校正 为 
bi, = -1/(6man), (26. 29) 
对 所 有 类 型 离子 都 相同 . 总 校正 由 两 个 表达 式 (26. 23) 和 (26. 29) 之 和 给 出 . 两 
者 都 是 负 的 ,并 且 通 过 因数 Lva 而 正比 于 浓度 的 平方 根 . 


无 碰撞 等 离 体 


$27 自治 场 


动 理学 理论 应 用 的 一 个 广阔 领域 是 等 高 体 . 这 里 所 谓 等 离 体 我 们 应 理解 为 
完全 电离 气体 . 山 关 于 平衡 态 等 离 体 的 热力 学 理论 已 经 在 本 教程 的 其 它 卷 中 讨 
论 过 ( 见 第 五 卷 , 878 一 8$80 和 第 九 卷 , $85 ). 本 书 的 第 三 至 第 五 章 将 专门 讨论 
等 离 体 的 动 理性 质 . 为 避免 没有 任何 原则 意义 的 复杂 性 ,( 需 要 时 ) 我 们 将 认为 
等 离 体 仅 有 两 个 组 分 :( 带 电荷 -e 的 ) 电 子 和 市 电 蓓 ze 的 一 种 类 型 正 离子 . 

像 在 寻常 气体 中 那样 ,要 使 动 理 方程 能 应 用 于 等 离 体 , 它 也 必须 充分 稀薄 ; 
气体 必须 是 几 近 于 理想 的 . 然而 ,因为 随 着 距离 的 增加 ,库仑 力 仅 缓慢 地 减 小 ,对 
等 离 体 来 说 ,这 个 条 件 要 比 对 中 性 粒子 组 成 的 气体 严格 得 多 . 目前 暂 不 考虑 具有 
不 同 电荷 的 粒子 间 的 区 别 ,我 们 可 以 写 出 等 离 体 弱 非 理想 的 条 件 : 

了 >>e2 FT~e N 一， (27.1) 
其 中 7 是 等 离 体 的 温度 ,N 是 每 单位 体积 的 粒子 总 数 ,而 7~N “是 粒子 间 的 平 
均 距 离 . 这 个 条 件 表现 为 两 个 离子 的 平均 互 作用 能 远 小 于 其 平均 动能 . 上 述 条 件 
还 可 用 不 同形 式 来 表达 . 引进 所 谓 等 离 体 的 德 拜 半径 a, 定义 为 


-2 _47 2 
人 2 N (ze) ， [27729 
其 中 > 是 对 所 有 类 型 离子 求 和 ;可 以 注意 到 ( 见 第 五 卷 , 878 ) ,a 确定 等 离 体 


中 一 个 电荷 的 库仑 场 被 屏 没 掉 的 距离 . 用 a ~ (7T/4mwNe )“ 代 入 (27.1) ,我 们 有 
esN' /T~F/(47a ) <<1; (27.3) 
在 稀薄 等 离 体 中 ,粒子 间 平 均 距离 必须 远 小 于 德 拜 半径 , 即 一 个 电荷 周围 的 “离子 


QD 这 个 术语 是 朗 缪 尔 (I. Langmuir(1923)) 引 进 的 ,他 为 等 离 体 的 系统 理论 研究 打下 了 基础 . 
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云 " 实 际 上 必须 包含 许多 粒子 . 对 等 离 体 来 说 ,小 比值 (27.3) 起 “气态 参量 ”的 作用 . 
在 整个 第 三 至 第 五 章 中 ( 仅 $40 除外 ) 都 假定 等 离 体 是 经 典 的 . 这 个 意味 着 
只 须 满足 一 个 很 弱 的 条 件 :等 离 体 温度 必须 远 高 于 其 电子 组 分 的 简 并 温度 ， 
T >> 大 Am ， (297.4) 
其 中 m 是 电子 质量 ( 见 第 五 卷 , § 80). 
对 等 离 体 中 每 类 粒子 (电子 和 离子 ) 的 动 理 方程 具有 形式 


Of mo 
ep sae? 0 0 (27.5) 


其 中 /是 给 定 粒 子 按 坐 标 和 动量 的 分 布 函数 ,而 C 是 其 (与 所 有 种 类 粒子 的 ) 碰 
撞 积 分 . 同时 ,导数 p 由 作用 于 粒子 的 力 确 定 . 这 个 力 又 是 用 所 有 其 它 粒 子 在 给 
定 粒 子 位 置 处 产生 的 电场 和 磁场 来 表达 的 . 然而 ,这 里 出 现下 列 问题 . 

对 于 中 性 粒子 (原子 或 分 子 ) 的 情况 ,由 于 相互 作用 力 的 迅速 减 小 , 仅 在 原 
子 尺 度量 级 的 很 小 碰撞 参量 处 它们 的 运动 才 有 显著 变化 ,可 以 解释 为 碰撞 . 在 这 
类 碰撞 之 间 ,粒子 仿佛 自由 运动 似 的 ; 正 因 为 如 此 ,对 寻常 气体 在 动 理 方程 左边 
假设 p =0. 然而 ,在 等 离 体 中 由 于 长 程 库仑 力 , 即 使 在 较 大 碰撞 参量 处 ,粒子 的 
运动 也 会 发 生 显著 变化 ,在 等 离 体 中 库仑 力 仅 在 距离 ~ a 处 受到 屏蔽 , 按 条 件 
(27.3) 它 甚至 远大 于 粒子 间 的 距离 ( 见 第 五 卷 . $78 以 及 本 书 的 $31, 题 1). 然 
而 ,在 动 理 方程 中 ,并 非 所 有 这 类 情况 都 要 解释 为 碰撞 . 动 理 学 理论 中 ,无 规 碰撞 
是 促使 趋向 平衡 态 的 机 理 , 带 有 系统 的 箭 的 相应 增加 . 但 是 在 大 (>a) 碰 撞 参 量 
处 的 碰撞 不 能 充当 这 种 弛 殉 机 理 . 原因 是 两 个 带电 粒子 在 这 种 距离 上 的 相互 作 
用 实际 上 是 涉及 大 量 粒子 参与 的 一 种 集体 效应 . 因此 ,能 够 描述 这 个 相互 作用 的 
有 效 场 也 是 由 大 量 粒 子 所 产生 的 , 即 具有 宏观 性 质 的 场 . 于 是 整个 过 程 变 成 宏观 
上 确切 的 过 程 而 不 是 一 个 无 规 过 程 ;这 类 过 程 不 能 引起 系统 的 箭 增 加 . 因此 , 必 
须 将 它们 排除 在 施加 于 动 理 方程 右边 的 “碰撞 ”概念 之 外 . 

这 种 划分 相当 于 将 作用 于 等 离 体 中 某 一 个 粒子 上 的 电场 e 和 磁场 hh 的 严格 
微观 值 表 示 成 

e = 五 +e"， h=B+th’, (27.6) 
其 中 EE 和 B 是 对 这 样 的 区 域 求 平均 后 的 场 ,该 区 域 包 含 许多 粒子 ,并 上 其 有 尺度 
远大 于 粒子 间距 离 ,但 远 小 于 德 拜 半径 . 于 是 项 e' 和 hh' 描 述 场 的 无 规 涨 落 , 它 引 
起 粒子 运动 的 无 规 变化 , 即 碰撞 ， 

在 (27.6) 中 ,E 和 B 的 精确 意义 是 ,它们 力 是 给 定 粒 子 位 置 处 的 平均 场 . 因为 
假定 等 离 体 是 稀薄 的 ,可 以 忽略 其 中 粒子 同时 位 置 间 的 关联 . 于 是 ,每 个 给 定 粒 子 
的 位 置 决 不 是 有 区 别 性 的 ,因此 可 以 认为 E 和 8B 正好 是 作为 宏观 电动 力学 的 寻常 
意义 上 求 平均 后 的 场 . 这 些 “ 场 ”将 确定 洛 伦 兹 力 , 它 要 被 用 来 代替 (27.5) 中 的 p. 

本 章 中 所 要 讨论 的 现象 ,将 是 等 离 体 粒子 间 的 碰撞 在 其 中 并 不 重要 的 那些 
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现象 . 这 种 等 离 体 称 为 无 碰撞 等 离 体 . 对 于 碰撞 可 忽略 的 确切 条 件 ,一 般 来 说 依 
赖 于 问题 的 特定 提 法 . 但 一 个 必要 条 件 通常 是 要 求 有 效 碰撞 频率 >( 粒子 平均 自 
由 时 间 的 倒数 ) 应 该 远 小 于 所 涉及 过 程 中 宏观 场 E 和 B 的 变化 频率 w: 
v <<w. (27.7) 
由 于 这 个 条 件 , 动 理 方 程 中 的 碰撞 积分 远 小 于 3f/39t. 即使 粒子 的 平均 自由 程 
! ~ zz 远大 于 场 发 生变 化 的 上 距 离 L( 场 “波长 ") ,在 这 样 的 情况 下 碰撞 仍 可 忽略 . 
若 令 1 人 ~ 我们 可 将 这 个 条 件 写成 
v << kv. (27.8) 
同时 ,碰撞 积分 远 小 于 动 理 方程 左边 的 项 v . V/ 
当 忽 略 碰 撞 积 分 时 ,对 于 电子 和 离子 分 布 函数 人 和 的 动 理 方程 变 成 :中 
2 (E+ls xB 0 
2 + se (E+ xB | 
对 这 些 方 程 我 们 还 应 加 上 求 平均 后 的 麦克 斯 韦 方程 组 : 
VxE= a VvV':B =0, 
C ot 
= + VE =47p, 
其 中 p 和 j 是 平均 电荷 密度 和 平均 电流 密度 ,它们 可 以 通过 明显 的 公式 用 分 布 
函数 来 表达 : 


(27.9) 


(27. 10) 
V x 男 = 





p = f(z -1.) dp, (27. 11 ) 


j = ef(#f. -1.) dm 


方程 (27.9) 一 (27. 11) 形 成 耦合 方程 组 ,用 来 同时 确定 分 布 果 数 人 ,上 和 场 
E,B ;这样 所 确定 的 场 称 为 自 洽 场 . 自 洽 场 是 由 弗 拉 索 夫 (A.A. Bnacos(1937)) 
引进 动 理 方 程 内 的 ;方程 组 (27.9) 一 (27.11) 称 为 涡 拉 索 夫 方 程 . 

根据 前 述 讨 论 ,具有 自治 场 的 无 碰撞 等 离 体 中 ,分 布 函 数 的 时 间 演 化 并 不 伴 
随 箭 的 增加 . 因此 无 碰撞 等 离 体 本 身 不 能 导致 统计 平衡 的 建立 .这 从 方程 (27.9) 
的 形式 显然 也 可 直接 看 出 ,其 中 E 和 B 形式 上 仅 是 作为 外 场 而 强加 给 等 离 体 的 . 

动 理 方程 (27.9) 中 的 每 一 个 都 具有 形式 


@@ ”严格 地 说 ,有 磁场 存在 的 情况 下 ,粒子 的 相 空间 要 定义 为 (r,P) 空 间 , 其 中 =p -eh (1,r)/c 是 
广义 动量 . 但 是 dxd3 忆 = dxd2p ,因为 新 增 的 4 仅 改变 空间 中 每 点 动量 的 零点 . 因此 我 们 可 以 继续 把 分 布 
函数 与 d xd.p 相 联系 . 
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oa 

dt 2 
其 中 全 导数 意味 着 沿 粒 子 轨 道 求 导 . 这 类 方程 的 通 解 ,是 在 场 E 和 B 中 粒子 全 
部 运动 积分 的 一 个 任意 函数 . 
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我 们 可 以 将 方程 (27. 10) 重 写成 宏观 电动 力学 中 更 通常 的 形式 ,使 之 除 包 
括 电 场 E 外 还 包括 电位 移 D. 我 们 通过 关系 式 
oP _ 
at 
定义 电极 化 矢量 了 ,连续 性 方程 3.j = - 9p/69i 保 证 了 这 两 个 公式 的 相 容 性 (关于 
这 个 定义 将 在 本 节 后 半 部 分 进一步 讨论 ). 于 是 利用 D =E+4wP, 方 程 (27. 10) 
变 成 


(27712) 


J vy:P= -pp， (28.1) 


VxB=——, VY':D=0. 
c 


在 弱 场 中 ,电位 移 D 与 电场 E 之 间 的 关系 是 线性 的 . Db 但 即使 在 寻常 介质 
中 ,该 关系 也 非 瞬 时 性 的 :D(i,r) 在 某 一 时 刻 t 的 值 ,一 般 来 说 ,不 仅 依赖 于 
五 (tr) 在 该 瞬间 的 值 ,而且 依赖 于 在 所 有 以 前 瞬间 的 值 ( 见 第 八 着 ,8$858). 而 
且 ,在 等 离 体 中 , 它 还 是 一 个 非 局 域 关 系 :D(i,r) 在 某 一 点 7 的 值 ,不 仅 依赖 于 
E(i,r) 在 该 点 的 值 ,而 是 一 般 还 依赖 于 在 整个 等 离 体 中 的 值 . 这 是 因为 等 离 体 
中 粒子 的 “自由 ”( 即 无 磁 撞 ) 运 动 是 由 沿 其 整个 轨道 的 场 值 所 支配 的 . 

函数 D(i,r) 与 E(ti,r) 之 间 的 最 一 般 线性 关系 , (在 未 受 扰 等 离 体 处 于 定 态 
的 假设 之 下 ) 可 以 写成 下 列 形式 : 


t 


D (tr) = E(t,r)+ [lx -1,r,r ) x Es(t',r')d xd 


~ 


对 于 空间 均匀 等 离 体 , 积 分 算 符 的 核 函 K。 仅 依赖 于 其 空间 自 变量 的 差 值 > - 六 . 
写 r -r=p,t-t =7, 我 们 可 以 将 上 述 关系 式 重 写 为 下 列 形式 


DC | [Ka rp) Es(t-7,r-p) dpdr. (28.3) 


通常 ,利用 傅 里 时 级 数 或 傅 里 时 积分 的 展开 ,可 将 场 表 达成 一 组 平面 波 , 其 
中 和 DD 正比 于 e*””“? .对 于 这 种 波 ,D 和 五 之 间 的 关系 变 成 


中 ”关于 弱 场 的 条 件 将 在 $ 29 中 予以 表述 . 
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D, = es (wk)E,, (28.4) 
其 中 电容 率 张 量 是 
eg (Wk) = d+ [Ka Cr sp ) ee dipdr. (28.5) 
按照 这 个 定义 ,直接 得 出 
sup( -Ww, -kKk)=ew(w,k). (28.6) 


因此 E 和 DD 之 间 的 关系 的 非 局 域 性 ,其 结果 是 等 离 体 的 电容 率 不 仅 依赖 于 
频率 而 且 依 赖 于 波 矢 ; 后 者 被 称 为 空间 色散 ,与 频率 依存 性 被 称 为 时 间 色 散 ( 或 
频率 色散 ) 类 似 . 

回 到 方程 (28. 1) 和 (28.2) ,我们 可 以 想起 ,在 寻常 介质 中 可 变 场 的 麦克 斯 
韦 方程 组 的 表述 中 ,电极 化 强度 了 的 引入 同时 也 伴随 着 磁化 强度 M 的 引进 ,平均 
微观 电流 被 分 成 39P/3t 和 c VxM 两 部 分 ;在 平面 波 中 ,它们 变 成 -iwP 和 ick x 
M. 然而 ,存在 空间 色散 情况 下 , 当 所 有 量 反 正 依赖 于 大 时 ,这 个 划分 是 不 适当 
的 . 

我 们 还 注意 到 ,如 果 电 流 j 和 电荷 密度 p( 如 在 (28. 1) 中 那样 ) 全 被 包括 在 
电极 化 强度 了 的 定义 中 , 则 后 者 一 般 既 依赖 于 电场 E, 又 依赖 于 磁场 B. 然而 , 按 
麦克 斯 韦 方程 组 (28.2) 的 第 一 对 方程 ,它们 仪 包含 B 和 EE 这 两 个 量 , 即 (对 于 平 
面 波 ) 有 kxE=wB/c 和 kk :B=0. 因 此 ,磁场 B 可 以 用 电场 E 来 表达 ,从 而 电 
极 化 P 可 仅 用 EE 来 表达 ,如 根据 (28.3) 一 (28.5) 给 出 的 ss 的 定义 中 所 瞳 指 的 
那样 . 

对 波 矢 的 依存 性 ,在 函数 zs(w,k) 中 引进 一 个 有 区 别 性 的 方向 , 即 其 上 自 变 
量 的 方向 . 因此 , 当 存 在 空间 色散 时 ,即使 在 各 癌 同 性 介质 中 ,电容 率 也 是 一 个 
张 量 ,这 种 张 量 的 一 般 形 式 可 以 写成 


kks 
ec (wk) =e (wk) (Bg ~ ) +e(w,k) 


乘 以 Es 后 ,(28.7) 中 第 一 项 给 出 对 电位 移 D 的 贡献 牌 直 于 波 和 拓 上 ,第 二 项 给 出 
的 贡献 平行 于 大 对 电场 已 垂直 于 K 或 平行 于 大 的 情况 ,D 和 E 之 间 的 关系 分 别 
简化 为 D = e.E 或 D = slE. 标 量 函 数 e, 和 se 分 别称 为 横向 和 纵向 电容 率 . 它们 
依赖 于 两 个 独立 变量 :频率 w 和 波 矢 的 绝对 值 . 当 k 一 0 时 ,区 别 性 方向 消失 ， 
于 是 张 量 s,s 必须 化 至 形式 a(w) 566, 其 中 sa(w) 是 寻常 标量 电容 率 . 相应 地 ，,e， 
和 se 的 极限 值 相等 : 


kk 
a (28.7) 








E(w,0) =ae(w,0) =e(w). (28.8) 
按照 (28.6) ,标量 函数 es 和 e, 具有 性 质 
el( -whk)=er (wk), el -wk)=e (w,k). (28.9) 


空间 色散 并 不 影响 e 和 se, 作为 复 变 量 w 的 函数 的 性 质 . 关于 无 空间 色散 寻常 
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介质 电容 率 a(w) 的 全 部 已 知 结果 ( 见 第 八 卷 ,§ 62) ,对 这 些 函 数 仍 然 有 效 . 

我 们 在 本 章 中 将 仅 考 虑 各 问 同 性 等 离 体 . 必须 强调 这 不 仅 意味 着 没有 外 磁 
场 ,而且 意味 着 (在 未 受 外 场 扰动 的 等 离 体 中 ) 粒子 动量 分 布 的 各 向 同性 . 否则 ， 
会 出 现 新 的 区 别 性 方向 ,使 e。 的 张 量 结构 更 加 复杂 . 

前 面 早已 指出 过 ,等 离 体 中 空间 色散 的 起 源 , 是 与 粒子 的 “自由 ”运动 对 沿 
其 轨道 的 场 值 的 依存 性 有 关 的 . 当然 ,实际 上 对 粒子 在 其 轨道 任 一 点 的 运动 有 显 
闭 影 响 的 场 值 ,不 是 洛 整个 轨道 的 场 值 ,而 仅 是 沿 轨道 相当 短 一 段 的 场 值 . 这 些 
长 度 的 数量 级 可 能 取决 于 两 种 机 理 : 碰 撞 机 理 , 它 们 扰动 了 沿 轨 道 的 自由 运动 ， 
或 在 粒子 飞行 期 间 对 振荡 场 的 求 平均 机 理 . 第 一 个 机 理 的 特征 距离 是 粒子 的 平 
均 自 由 程 1~5/v; 而 第 二 个 机 理 的 特征 距离 是 5/w, 这 是 粒子 在 场 变 化 的 一 个 周 
期 内 以 平均 速率 5 横越 的 距离 . 

在 表达 式 (28.3) 中 ,D 和 五 在 空间 不 同 点 的 值 之 间 的 关联 范围 ,相当 于 使 
函数 类， (r,p ) 显著 减 小 的 虐 离 7 因此 我 们 可 以 肯定 地 说 ,这 些 距 离 的 数量 级 
是 由 i 和 /ow 中 较 小 的 一 个 给 出 (并 且 , 对 粒子 (电子 或 离子 ) 应 选 其 中 具有 较 
大 值 的 ). DD 如果 vv <<w, 则 5/w 较 小 ,于 是 

r ~ VD/w. (28. 10) 
当 kr 之 1 时 ,空间 色散 是 值得 重视 的 ,而 当 kr <<1 时 , 它 消 失 ; 在 后 一 情况 ， 
(28.5) 中 ee 一“ 了 =~1, 而 积分 不 再 依赖 于 天 因此 ,用 (28. 10) 的 7, 我们 发 现 ,对 
于 相 速 w/6 与 等 离 体 中 粒子 平均 速率 可 相 比 或 小 于 后 者 这 样 的 波 ,空间 色散 是 
重要 的 . 在 相反 极限 情况 下 , 当 
人 >> ko (28.11) 
时 ,空间 色散 是 不 显著 的 . 

重要 的 是 要 注意 到 ,等 离 体 中 7 的 值 可 能 远 比 粒 子 间 平 均 距 离 ( ~ NW 
大 . 恰好 是 这 个 条 件 使 得 ,即使 在 色散 值得 重视 的 情况 下 ,通过 电容 率 对 空间 色 
散 作 宏观 描述 成 为 可 能 . 让 我 们 注意 到 ( 见 第 八 着 ,883 ) ,寻常 介质 中 关联 长 度 
是 由 原子 尺度 代表 的 ,因而 宏观 理论 可 适用 的 条 件 已 经 要 求 满 足 不 等 式 kr << 
1( 波 长 必须 远大 于 原子 尺度 ); 正 因为 如 此 ,这 种 介质 中 的 空间 色散 (例如 ,所 请 
自然 旋光 性 中 所 显示 的 ) 永 远 只 是 小 校正 . 
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在 任意 大 的 一 般 情 况 下 ,当空 间 色散 起 重要 作用 时 ,电容 率 的 计算 需要 应 用 
动 理 方程 . 我 们 将 在 等 离 体 的 介 电 极 化 仅 涉 及 电子 ,而 离子 的 运动 不 重要 这 样 的 
假定 下 (这 称 为 电子 等 离 体 ) 来 进行 计算 . 允许 这 样 假设 的 条 件 , 以 及 这 些 结果 


@ 对 于 es,, 这 是 正确 的 .对 于 si( 若 !<< iow) ,由 于 粒子 治 场 的 扩散 ,reo ~ (15/w) 一 ， 
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的 推广 ,将 在 $31 中 讨论 . 

对 于 弱 场 ,我们 寻求 /= 大 + 认 形 式 的 电子 分 布 函数 ,其 中 态 是 未 受 场 扰动 
的 均匀 各 向 同性 定 态 分 布 函数 ,而 8f 是 在 场 的 影响 下 分 布 中 的 变化 部 分 . 在 动 
理 方程 中 忽略 二 阶 小 项 ,我 们 得 到 

+, (已 + 1 xB | . Yo 

在 各 向 同性 等 离 体 中 ,分 布 函 数 仅 依赖 于 动量 的 绝对 值 . 对 于 这 种 滑 数 ,矢量 
3f/9p 的 方向 与 p= ms 的 方向 相同 , 它 与 xB 的 标 积 为 零 . 因此 ,在 线性 近似 
下 , 伐 场 并 不 影响 分 布 果 数 . 对 于 5f 的 方程 结果 是 


0 
a8f , .98f op .We (29.1) 
ot or op 


函数 8f 与 电场 五 一 起 被 假定 为 正比 于 exp[Li(k :rwi)]. 于 是 由 (29.1) 
求 得 
_ _éeE .%h 

rh (29. 2) 

关于 电场 要 小 的 条 件 起 因 于 要 求 Sf 远 小 于 有 h. (29.2) 中 8f,/6p 的 系数 是 电子 在 

电场 E 中 所 获得 动量 的 振幅 . 这 个 振幅 必须 远 小 于 ( 按 分 布 h 所 确定 的 ) 平 均 动 
量 mi. 

未 受 扰 等 离 体 中 ,电子 电荷 密度 在 每 一 点 都 被 离子 电荷 所 平衡 ,而 电流 密度 

恒 等 于 零 ,因为 等 离 体 是 各 向 同性 的 . 受 场 扰 动 等 离 体 中 所 出 现 的 电荷 密度 和 电 

pe -e | afd'p, j= ~e [vafd’p. (29.3) 


像 那样, 这些 量 也 正比 于 exp[ i(k rwt) |], 而 按照 (28. 1) ,它们 与 电极 化 

强度 的 关系 由 下 列 公式 给 出 : 
ik. P=-p, -iwP =j. (29. 4) 
然而 ,对 于 (29.3) 中 的 积分 ,需要 更 精确 地 规定 进行 积分 的 方法 ,因为 函数 

sf 有 一 极点 在 

w=k:v. (29.5) 
为 了 对 积分 赋予 意义 ,我 们 将 考虑 的 不 是 一 个 严格 谐 波 场 (c<e “) ,而 是 从 := 
- o 无 限 缓慢 地 施加 上 的 场 . 场 的 这 种 描述 相当 于 对 其 频率 增加 一 个 无 限 小 的 
正 虚 部 , 即 用 带 有 5 一 +0 的 w+i6 代替 w. 于 是 我 们 有 , 当 二 -=-o 时 开 ce“e 一 
0; 而 当 1->w 时 由 因子 e* 引 起 的 场 的 无 限 增长 是 不 重要 的 ,因为 因果 性 原理 表 
明 , 它 不 能 影响 在 有 限时 间 :所 观察 的 结果 (可 是 ,对 6<0, 场 会 在 过 去 为 很 大 ， 
这 会 使 对 场 为 线性 的 近似 不 适用 ). 因此 ,回避 极点 (29.5) 的 围 道 定 则 取决 于 下 
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列 替 换 : 
wow 一 o +i0; (29. 6) 
这 是 由 朗 道 (A. 1. Jannay(1946) ) 首先 建立 的 . 
定 则 (29.6) 的 依据 还 可 从 另 一 个 不 同 的 观点 得 出 , 即 通过 在 动 理 方程 中 引 
进 一 个 无 限 小 碰撞 积分 C(f) = -v8f 而 得 出 . 在 方程 (29. 1 ) 右 边 增加 这 种 项 ， 
相当 于 在 项 38f/3t = -iw5f 中 作 变 换 w 一 w +iy; 于 是 , 当 v 一 0 时 ,我 们 再 次 得 到 
定 则 (29.6). 中 
应 用 定 则 (29. 6) 求 积分 涉及 下 列 形式 的 积分 
~ 名 党 这 16 l . 
在 这 种 积分 中 , 复 z 平 面 上 的 积分 路 径 从 点 z= 座 下 面 通过 ; 当 6 一 0 时 ,这 相当 
于 沿 实 轴 但 沿 极 点 z =0 下 面 一 无 穷 小 半圆 通过 的 一 个 积分 . 这 个 半圆 对 积分 的 
贡献 由 被 积 函数 的 残 数 的 一 半 给 出 ,结果 是 


0 >0. 


人 2 dz=P | £32 +inf(0), (29.7) 
其 中 了 表示 积分 的 主 值 . 这 个 公式 还 可 用 符号 方式 写成 
一 =P 一 +inra(z)， (29. 8) 


其 中 了 现在 表示 在 随后 的 积分 中 取 主 值 . 
让 我 们 来 计算 等 离 体 电容 率 的 纵向 部 分 . 为 此 应 用 (29.4) 的 第 一 个 关系 

式 ,我 们 用 从 (29.3) 和 (29.2) 得 出 的 5p 代入 其 中 : 

, 2 afo 中 

i 开 要 了 =-e 五 ， | 
令 电 场 E( 因 而 电极 化 强度 了 ) 平 行 于 ,于 是 4n5P = (el -1) 五 .从 而 我 们 得 出 具 
有 任何 定常 分 布 函 数 f(p) (省 略 掉 对 /的 下 标 0) 的 等 离 体 纵向 电容 率 的 下 列 公 
式 : 
i (29.9) 
我 们 取 x 轴 沿 大 (29.9) 中 被 积 图 数 内 , 仅 有 /依赖 于 P 和 p,. 因此 ,通过 引用 仪 
相对 于 p, = mv, 的 分 布 另 数 


Ap.) = {flp) dp,dp., 


e1=1 


@ 在 这 个 分 析 中 ,基本 上 要 取 两 个 极限 :小 场 的 极限 (方程 的 线性 化 ) 和 v0 的 极限 . 必须 注意 到 
首先 取 前 一 个 极限 . 这 个 顺序 的 必要 性 是 由 于 要 满足 线性 化 条 件 8f <<Ah 而 引起 的 ; 当 >=0 时 , 增 量 5/ 在 
k.v =w 趋 于 无 穷 . 
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可 将 上 述 公式 写成 不 同形 式 . 于 是 
47e” 1 df(p.) dp, 

k dp, kv, -wm-i0 
在 各 问 同性 等 离 体 中 ,f(p, ) 是 偶 函 数 . 

立即 可 以 注意 到 一 个 重要 结果 . 无 碰撞 等 离 体 的 电容 率 是 一 复 量 ;积分 
(29. 10 ) 的 虚 部 由 (29.7) 确 定 . 这 个 重要 结果 将 在 下 节 中 进一步 讨论 ;这 里 ,我 
们 将 考虑 由 积分 (29. 10) 所 定义 的 频率 w 的 函数 的 解析 性 质 . 根据 电容 率 的 一 
般 性 质 , 大 家 知道 这 个 函数 仅 在 复 w 的 下 半 平 面 上 能 有 奇 点 ( 见 第 八 眷 , $ 62 ) ， 
这 是 定义 (28.5) 的 推论 . 然而 ,我 们 来 察看 它 怎样 直接 从 公式 (29. 10) 得 出 ,并 
阐释 这 些 奇 点 与 分 布 函数 f(p, ) 的 性 质 之 闻 的 关系 ,这 样 做 是 有 益 的 . 

利用 对 积分 变量 的 记号 变换 ,我 们 可 将 (29. 10) 中 的 积分 写成 








el =1- (29. 10) 


积分 路 径 取 为 沿 复 z 平 面 上 的 实 轴 ,但 在 点 z = wk 加 
下 面 通过 (图 7a). 于 是 积分 (29. 11 ) 也 在 @ 的 整个 

上 半 平 面 定义 一 个 解析 函数 :对 任何 这 种 wo, 积分 路 Cc 。 “。.。 。 
径 总 是 从 极点 z = w/k 下 方 通过 ,如 应 该 的 那样 . 然 。” a) 9 
而 ,在 这 个 函数 向 w 的 下 半 平 面 的 解析 延 拓 中 ,需要 。 

从 极点 下 方 通过 就 要 求 积分 围 道 的 适当 移 位 (图 Wi ”0 
7b) .但 是 函数 df(z)/dz, 对 实 z 它 是 正则 的 ,对 复 z 。z0 

一 般 具有 奇 点 (比如 说 ,在 za), 其 中 有 些 在 下 半 平 

面 . 当 极 点 z= w/k 接近 一 个 奇 点 am 时 ,不 可 能 使 积 a 


分 围 道 C 远离 这 个 极点 ,而 C 被 紧 夹 在 两 点 之 间 . 因此 ,函数 (29.11) 在 ww 的 下 
半 平 面具 有 的 奇 点 ,其 w/4 的 值 与 df(z)/Adz 的 奇 点 重合 . 


§ 30 朗 道 阻尼 


我 们 早已 指出 无 磁 撞 等 离 体 的 电容 率 是 复 量 (el = e' +ie"). 利用 公式 
(29.8 ) 将 虚 部 分 出 ,我们 有 


2" = -4ne’ pe k8 (wk 2 )dp, (30.1) 


或 
We 。 4T'em df(p.,) 
a hk dp, 0 
大 家 知道 , 复 电 容 率 意味 着 介质 中 电场 能 有 耗 散 . 关于 每 单位 时 间 和 单位 体 
积 内 所 耗 散 的 单 色 电场 的 平均 能 量 0, 其 公式 可 表述 如 下 . 如 果 这 个 场 用 复数 形 





(30. 2) 
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式 写 成 
E =E ,et ， 
于 是 在 各 向 异性 介质 的 一 般 情况 下 @ 
- 悦 8 7 [ewok) -es(wk)] EE,, (30. 3) 


耗 艇 由 张 量 s,s 的 反 厄 米 部 分 所 决定 . 如 果 这 个 张 量 是 对 称 的 ,该 部 分 正好 是 张 
量 ep 的 虚 部 : 


Q = 访 eo(ow， kK)E.E (30. 4) 
在 纵 场 情况 ,只 有 维 问 电容 率 的 虚 部 还 存在 
0 =e"lEl’. (30.5) 
87 
用 (30.2) 代 入 ,于 是 给 定 情况 下 求 得 


2 Tme w Ww df(p,) ) 
2 ‘dp, a 

因此 ,即使 在 无 碰撞 等 离 体 中 也 出 现 耗 散 , 这 是 朗 道 (I. 1. Jaamay(1946) ) 
所 预言 的 现象 ,并 以 朗 道 阻尼 著称 . 由 于 不 依赖 于 碰撞 , 它 与 寻常 吸收 介质 中 的 
耗 散 现 象 根 本 不 同 : 无 碰撞 耗 散 并 不 含有 炉 的 增加 ,因而 是 热力 学 可 道 过 程 ( 在 
§ 35 中 我 们 还 将 要 讲 到 现象 的 这 个 方面 ). 

朗 道 阻尼 的 机 理 与 空间 色散 有 密切 联系 .正如 由 (30.6) 可 以 看 出 的 , 耗 散 
归 因 于 那些 电子 ,它们 在 电波 传播 方向 的 速率 等 于 波 的 相 速 v, = w/k, 这 类 电子 
被 说 成 随 波 同 相 运动 外. 对 于 这 些 电 了 于 来 说 , 场 是 定常 的 ,因此 能 对 它们 作 功 ,对 
时 间 求 平均 不 为 零 ( 如 对 其 他 电子 进行 的 那样 ,因为 电场 相对 于 它们 是 振荡 
的 ). 不 应 用 动 理 方程 而 直接 推导 (30.6) ,这 样 更 仔细 地 来 考察 这 个 机 理 是 有 教 
益 的 . 


0= -1IE| (30. 6) 


中 这 个 表达 式 是 从 一 般 公式 
Q=(E.D)/(47) 
得 出 的 . 其 中 角 括 号 4 表示 对 时 间 平 均 ( 见 第 八 卷 , 8 61). 这 里 假设 E 和 D 是 实 量 . 如 果 将 已 表示 成 复 


景 形式 ,在 的 公式 中 必须 用 -7 (至 + 五 ”" ) 来 代替 五. 相应 的 矢量 具有 分 量 


{eo (wk) Eg te -wo, -有 本 | 
而 矢量 访 具 有 分 量 
党 | -Eup (Wk)Eg +eEap( -Ww, -Kk)Eg!}. 


对 乘积 EE. D 求 平均 并 应 用 性 质 (28.6). 我 们 得 到 (30.3) (比较 116 页 的 脚注 ). 
中 我 们 注意 到 ,在 这 方面 差 值 w-k.' vo 是 在 同 电 子 一 起 运动 的 参考 系 中 电场 的 频率 . 
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设 治 * 方 向 的 弱电 场 为 
E(t,x) =ReiEe oo0esl， 


(30.7 ) 


因子 e 描述 电场 是 在 上 = - 开始 缓慢 施加 的 . 一 个 电子 在 此 弱电 场 中 沿 * 方 


问 和 运动. 我们 将 寻求 运动 电子 的 速率 罗 = 和 坐标 % 的 下 列 形式 


WwW=wo t+w, X=Xo + Hx, 


其 中 8w 和 5x 是 对 具有 恒定 速率 zw 的 未 受 扰 运动 xs = wot 的 校正 . 电子 的 运动 


方程 ,相对 于 小 量 作 线 性 化 后 ,是 


MW —eE(t,xo) = -eRe!{ Eexp[ ikt(wo ~ w/k) Je"|. 


由 此 
Ow 0 
mm ik(w -wo/k) +6’ 
E(t, 
3x = -Re (oe 


m [ik(Cwo -ov 人 +6] 
场 对 电子 每 单位 时 间 所 作 平 均 功 是 
4 = ~e(wE(i,x)) = ~e((wo + dw)E(i,xo +Sx)) = 


oF 
~ ew nos” ) ~e(Bw * E(x0)), 





或 者 ,用 复数 形式 中， 
gq = - 子 Re woos +830 五 |. 
用 (30.7) 和 (30.8) 的 ,Sx 和 6w 代 和 人 ,经 过 简化 后 给 出 


e” dd 2000 
= diw, 6 + hk (Cw, 一 7] 有 2 
现在 还 要 将 g 对 具有 一 切 初 始 动量 p, = mw 的 电子 求 和 : 


I | 1006 YY 
= 由 | 


人 
= m6(z) 








lim 
5 一 0 6’ 


QD ”如果 两 个 具有 时 间 周 期 性 的 量 4 和 B 写成 复数 形式 (xe-“), 则 
(Re 4- Re B) =—((A+A")( B+B°)). 
乘积 4B 和 A4"B* 含 有 e “和 e*’, 求 平均 后 结果 为 零 . 剩 下 为 
(Re 4 . ReB) -AB" +4° B)= Re( AB ) 


(30. 8 ) 


(30. 9 ) 
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作出 并 直接 导致 (30. 6). 

与 无 碰撞 耗 散 的 可 逆 性 质 相 一 致 ,热力 学 条 件 并 不 要 求 0 为 正 ( 如 对 真正 
耗 散 所 要 求 的 那样 ). 当 分 布 f(p) 为 各 向 同性 时 ,表达 式 (30.6) 总 是 正 的 (见习 
题 ). 然而 ,对 于 各 同 异 性 分 布 ,8 可 能 为 负 量 :于 是 平均 来 说 电子 将 能 量 传递 给 
波 ,而 不 是 相反 0. 这 类 情况 与 等 离 体 的 可 能 的 不 稳定 性 密切 相关 ( 见 §61), 因 
此 ,条 件 0 >0( 从 而 e”>0) 只 是 等 离 体 态 的 稳定 性 的 结果 . 

根据 朗 道 阻尼 的 上 述 物理 图 像 的 观点 ,公式 (30.6) 中 导数 df/dp, 的 存在 可 
直观 地 解释 如 下 . 与 电场 的 能 量 交 换 涉及 具有 速率 v, 接近 wo/ 的 粒子 ,具有 ww 
<w/E 的 那些 粒子 从 波 获 得 能 量 , 而 具有 2, > wk 的 那些 粒子 失去 能 量 传 给 波 . 
如 果 前 者 的 分 布 比 后 者 多 得 相当 多 , 波 将 损失 能 量 . 


习 题 


证 明 在 各 向 同性 等 离 体 中 ,无 碰撞 耗 散 0 总 是 正 的 . 
解 :在 各 向 同性 等 离 体 中 ,f 仅 是 p ” =p? +p 的 涟 数 ,其 中 p, 和 p ,是 p( 相 对 
于 无 ) 的 纵向 和 横向 分 量 . 我 们 写 出 


d ps 
2 和 是 Ji +5 )Td(P， ) =2TP， Jr +p" )d(p’ )， 
完 





因为 当 p' 一 % 时 ,f(p ) 一 0, 结 果 得 到 
d 
TP - -2Tp, f(p;), 
Px 
因此 , 当 p,=w/k>0 时 ,df/dp, <0. 
$31 麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 
我 们 可 将 公式 (29. 10) 应 用 于 具有 平衡 (麦克 斯 韦 ) 电 子 分 布 
N。 ps 
f(p.,) -a ep ( | (31.1) 
的 电子 等 离 体 , 其 中 T. 是 电子 气 的 温度 (属于 电子 的 量 用 下 标 e 标志 ,目的 在 于 
以 后 还 将 考虑 离子 组 分 ). 我 们 求 得 
el(w,k)=1 下 | 1 + 





ae (31.2) 


QH 上 面 所 给 (30.6) 的 直观 推导 ,并 不 依赖 于 分 布 的 各 向 同性 ,表达 式 (30.2) 也 是 如 此 ( 见 § 32). 
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其 中 天 数 F(x) 由 下 列 积分 定义 外; 


人 ee 所 ?| 


一 - 31 4 
4TN_e ( l ) 


量 vi. 是 电子 的 某 个 平均 热 速 率 ;a。 是 德 拜 半径 ,由 电子 的 电荷 .温度 和 密度 确 
定 . 


_ 22 


-+iVire™”, (31.3) 











Dre 一 


关于 基数 PCx) 对 xx 很 大 和 很 小 时 的 极限 表达 式 , 很 容易 直接 由 定义 
(31.3) 求 得 . 对 于 * >> 1 ,我 们 写 出 


oo 





1 _ 2 六 2 
三 ? a | 
1 -所 外 De )d 
% RO 
后 (31.5) 
2x” 4x 


对 于 x <<1 ,我 们 首先 作 积分 变量 的 变换 z = +x, 然 后 以 x 的 宕 展开 


Dd 
Xe P | as du a 


u 





和 ?| 人 


-三 P[ (二 -2z]du 


第 一 项 (zx 的 奇 次 项 ) 的 积分 的 主 值 为 零 ,而 第 二 项 给 出 


F(x)~ -2x tiVnx, xy<<1. (31.6) 
这 些 公 式 可 用 来 写 出 对 电容 率 的 极限 表达 式 . 在 高 频 , 我 们 有 








中 关于 F(x%) 的 各 种 表示 式 以 及 详细 数值 表 , 在 法 捷 耶 娃 , 壬 连 梯 耶 夫 的 书 4 复 变量 概率 积分 数值 


表 》( B. H. DPanneesa, H. M. TepeHTheB, Ta6NnHllbl 3HadeHUHAN HHTerpana BepoATHOCTERN OT KOMbIIeEKCHOrO 


M. :FocrexKsmaT,19S4. ) 中 给 出 .[ 英 译 .V.N. Faddeeva N. M Terent*ev,Tables of Values of 





apryMeHTa 
the Function w(z) =e 3 [1 - (2i/Vmn) 人 e” dt ]for Complex Argument，Pergamon ，Oxford ，1961 j 他们 所 表 


列 的 函数 w(x) 由 (x) =ivmrxofx) 相 联系 . 亦 见 M. Abramowitz and 1. A. Stegun. Handbook of Mathemati- 
cal Functions, National Bureau of Standards, Washington, 1964; Dover Publishing Company, New York .1965. 


另 一 个 方便 而 且 更 加 全 面 的 表 是 Z(x) = F(x)/x 的 表 , 见 B.D. Fried and S.D. Conte, The Plasma Disper- 


sion Function, Academic Press, New York, 1961. 


§ 31 麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 ' . 119 ， 





T mw。 六 
一 一 一 -一 本 |， 当 w/hvr, >>1. 31. 7 
这 里 引进 参量 
VD 4TN e’ 
02. = 一 = (31. 8 ) 
Q 。 m 


是 对 于 电子 的 所 谓 等 离 体 频率 或 朗 比尔 频率 . 在 w/kvr。>>1 的 情况 ,空间 色散 
正 应 该 仅 导 敏 电容 率 中 的 小 校正 ,其 中 e 的 虚 部 是 指数 式 地 小 ,因为 在 麦克 斯 
韦 分 布 中 仅 有 指数 式 小 分 数 的 电子 具有 速率 w = w/k >> vr. 电容 率 的 极限 值 ， 
它 不 依赖 于 上 ,是 
se(w)=1-(0 《oo) (31.9) 

个 表达 式 对 纵向 和 横向 电容 率 都 适用 ( 见 (28.8)). 可 以 通过 简易 论证 很 容易 
ye 吉 朵 ,而 无 需 应 用 动 理 方程 . 

的 确 , 当 ->0 时 ,可 认为 波 场 是 均匀 的 ,于 是 电子 运动 方程 my = -ek 给 出 
2 =eE/imw, 有 所 以 由 于 电子 引起 的 电流 密度 是 
eN. 


1777 CD) 





另 一 方面 ,我 们 还 有 
e(w) -1 
4 万 
将 这 两 个 表达 式 进行 比较 , 即 给 出 公式 (31.9). 
在 相反 的 低频 极限 情况 ,我 们 有 


0 、: 
| 人 本 Ca pr w/v, <<1. (31.10) 


注意 到 ,空间 色散 消除 了 寻常 导电 介质 中 电容 率 在 w =0 的 极点 . 同时 注意 
到 ,低频 电容 率 的 虚 部 也 是 相对 很 小 (虽然 不 是 指数 式 地 小 ) ,这 个 情况 是 由 于 
满足 条 件 k.v =w 的 电子 相 体 积 很 小 . 

§ 29 中 已 经 表明 ,积分 (29.10) 所 定义 的 函数 ae,(w) 在 w 的 上 半 平 面 没 有 
奇 上 ,而 它 在 下 半 平 面 的 奇 点 由 作为 复 变 量 p, 的 涌 数 的 df(p,)/dp, 的 奇 点 确 
定 . 然而 ,对 于 麦克 斯 韦 分 布 ,函数 

df(p, ) ps. 
Bp Prop ( 3m5) 

在 复 p, 平面 有 限 距 离 的 任何 处 都 没有 奇 点 ( 即 是 整 洋 数 ). 因此 ,无 碰撞 麦克 斯 
韦 等 离 体 的 电容 率 也 是 w 的 整 函 数 , 对 有 限 w 没有 任何 奇 点 . 

迄今 为 止 ,我 们 仅 考虑 了 等 离 体 的 电子 组 分 对 电容 率 的 贡献 . 离子 组 分 的 贡 
献 可 按 严格 相同 方式 进行 计算 ,而 对 el -1 的 两 部 分 贡献 是 简单 地 相 加 . 因此 ， 


J= -iwP= -iw 五 . 
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我 们 得 到 公式 (31.2) 的 明显 推广 : 








le +1 | | +1 |. (31.11) 


下 标 e 和 i 分 别 表示 属于 电子 和 离子 的 量 ， 


了 Ti i 
| 
4TN (ze) 

其 中 M 和 ze 是 离子 的 质量 和 电荷 . 表达 式 (31. 11) 适 用 于 “ 双 温 "等 离 体 ,其 中 
每 个 组 分 具有 平衡 分 布 但 带 有 不 同 温度 ,所 以 电子 和 离子 相互 之 间 没 有 达到 平 
衡 . 这 样 的 情况 是 很 自然 发 生 的 ,由 于 质量 的 很 大 差别 阻碍 了 电子 离子 碰撞 中 能 
量 的 交换 . 

最 通常 的 情况 是 7 三 了 . ,同时 vr << vi.. 注意 到 总 是 还 有 2; << 0. ,容易 推出 
当 w >> for >> pon 时 ,离子 的 贡献 可 以 忽略 ,从 而 公式 (31.7) 是 有 效 的 .在 相反 


的 极限 情况 ,我 们 有 
ti (ka, por 


人 << kvr, << For ， (31. 13 ) 
kv <<w<<joir 的 情况 将 在 8$32 中 讨论 . 
$30 和 $31 中 已 经 作出 的 所 有 计算 都 是 关于 电容 率 纵 向 部 分 的 .横向 电容 
率 的 计算 不 大 重要 . 问题 在 于 横 场 通常 归纳 为 寻常 电磁 波 , 它 们 的 频率 和 波 数 由 
关系 式 w/k =c/Vs. 相 联系 ,同时 wAE>c>>v7; 即 ww >> hv7 ,所 以 空间 色散 很 小 
而 电容 率 由 公式 (31.9) 给 出 .对 于 这 些 波 也 没有 朗 道 阻尼 ,因为 波 的 相 速 超过 
光速 ,于 是 等 离 体 中 不 含有 能 随 波 同 相 运 动 的 任何 粒子 (严格 地 说 ,这 个 陈述 的 
证 明 要 求 相 对 论 性 处 理 , 见 习题 4). 


习 题 


1. 等 离 体 中 有 一 个 静止 的 小 试验 点 电荷 ej. 试 求 此 电荷 所 产生 的 电场 的 
电势 . 
解 : 当 考 虑 到 等 离 体 的 极 化 时 . 该 场 由 方程 V*:D =47mei5(r) 确 定 . 对 于 恒定 
场 , 电 位 移 和 电势 的 傅 里 叶 分 量 由 关系 式 D; = se1(0,k)E, = -i 认 e1(0,k) gi 相 联 
系 . 因此 ,对 于 gp 的 方程 我 们 有 
ik . D, =k el(0,k) gp. =4me. 
取 (31.13) 的 e,(0,k) ,我 们 有 


(31. 12) 


a 





$31 麦克斯韦 等 离 体 的 电容 率 . 121 ， 


相应 的 坐标 的 品 数 是 


el -ra, 
pp— c 9 
r 


因此 电容 率 (31. 13) 描 述 一 个 静电 荷 的 屏蔽 .与 第 五 卷 . §78 相 一 致 .电荷 很 小 
的 条 件 是 el << Na’e, 即 ,el 必须 远 小 于 体积 ~a’ 中 等 离 体 粒子 上 的 电荷 . 

2. 计算 等 离 体 的 横向 电容 率 . 

解 : 通 过 应 用 (29.3) 的 了 所 计算 的 电子 极 化 强度 已 = -j/(iw) ,我 们 获得 电 




















容 率 张 量 山 
4Te- Vo 0f 13 
Eup = Su WwW J pe C9 
分 出 e。 的 横向 部 分 为 
1 kks 
i 
它 由 积分 
2Te- of d'p 
=1]1 - 一 一 一 全 一 
T CO fe, 0p Kk:v—-w-1i0 (a 
给 出 .其 中 pp， = mo, 是 重 直 于 包 的 动量 分 量 . 对 于 麦克 斯 书 分 布 ,对 dp , 积分， 
最 后 给 出 
(2. w 
se,—-1=—F 、 3 
wo (Br ) | 


其 中 函数 下 由 (31.3) 给 出 :离子 组 分 对 8 -1 也 作出 类 似 的 贡献 .在 极限 情况 . 


17。 pore \ ? mn 人 w” 
NE 
£, 2 [1 + > Ee rh 3h 

















(mw >> kvr, >> kv ) ， (4) 
£,—1=-— Ll 人 
(ja)” (ja 人) 2 whka. 

(w << kvr, << hvr,). ($5) 


3. 对 于 极端 相对 论 性 电子 等 离 体 ,具有 温度 了 . >> mc , 试 确定 其 电容 率 
(B. II. Cnnun ,1960 ) . 

解 : 即 使 对 于 相对 论 性 情况 , 动 理 方 程 仍 保 持 (27.9) 的 形式 .因此 ,例如 
(29.9) 和 题 2 中 的 (2) 这 些 公 式 仍 相应 地 保持 有 效 .在 极端 相对 论 性 情况 ,电子 


QD 这 个 表达 式 并 未 假设 等 离 体 是 各 向 同性 的 . 
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速度 2 一 c, 电 子 能 量 是 cp, 而 平衡 分 布 隙 数 是 


二 
8T7。 


纵向 电容 率 求 得 为 
Ee 4Te c c Ro 6: 27p dpdcos 0 (6) 
ET | kccos 6-w -i0 . 
其 中 9 是 大 和 9u 之 间 的 夹 角 . 上 对 2mp dp 的 积分 给 出 二 N。 然后 对 dcos 9 的 积分 


按 回 避 规 则 从 极点 cos 6 =w/k 下 边 通 过 ,导致 结果 




















47N_e” Pe 
8 一 | 上 = < 
SO kT [| |， 
TP) TOOL2pFc， co/ <ec， (7 
ont eg CAE > C， 
| 
2 
_ me Nc wW—ck 20 
ne whT. ee 人 })™ | ck 
(8) 
Tl-w/(ek )], W/E <ce, 
el(w,k) = 
0 ， 人 OA > C. 


4. 对 于 非 相 对 论 性 (了 << mc ) 电 子 等 离 体 . 当 w/hk~c>>vri. 时 , 求 e| 的 虚 
部 (B. HI. Cunnn,1960). 

解 :根据 公式 (29.9)( 它 对 任何 电子 速率 都 是 正确 的 ). 我 们 通过 对 dcos 6 
积分 求 得 


0 -ee PE, p= - 


de = 
( 仅 当 w/khv<1 时 ,极点 cos Pe cos 0 的 积分 围 道上 ;因此 ,对 
dp 的 积分 的 下 限 相 当 于 v=w/k). 对 于 了 . << mc 的 分 布 函 数 , 对 所 有 电子 速率 
都 有 效 , 是 


f\p) 





a 
am op ( T ”了 


所 中 


£ =c(p” +m’ ce) 
( 归 一 化 积分 的 值 由 & -mc 二 p*/2m ~ 了 <<mc 的 范围 确定 ). 在 积分 (9) 中 , 当 
w/k ~c >>vis 时 ,p 值 的 重要 范围 是 在 下 限 附 近 . 在 指数 中 令 

elp)~elps) + | (p-pe) =e(ps) + 和 (pp,) 


(而 在 指数 的 系数 中 令 pp, ,Vv 之 W/E) 并 对 p-p, 从 0 至 ww 积分 ,我 们 得 到 


$32 纵 等 离 体 波 123 ， 





gr [万 ”of 1 exp{ -到 -| 1 -1]] 
2 (ior) 1 -(w/he) VCoxpoj 
这 给 出 当 w/(khc)_1 时 er 趋 于 零 的 形式 ， 
8$32 纵 等 离 体 波 


空间 色散 使 得 纵 电波 在 等 离 体 中 的 传播 成 为 可 能 . 对 于 这 些 波 ,频率 对 波 数 
的 依存 关系 (或 所 谓 色 散 关 系 ) 由 下 列 方程 给 出 : 
ei(w,k) =0. (32. 1 ) 
的 确 , 当 se =0 时 ,对 于 纵 电 场 E 有 D =0. 同时 令 B =0, 这 样 麦克 斯 韦 方程 组 
(28.2) 的 第 二 对 方程 恒 等 地 得 到 满足 . 第 一 对 方程 中 还 有 V xE =0 也 是 满足 
的 ,因为 E 是 纵 场 :V xE =ikxE =0. 
方程 (32. 1) 的 根 是 复 量 (w =w’ +iw”). 如 果 电 容 率 的 虚 部 er >0, 则 这 些 根 
位 于 复 % 平 而 的 下 半 平 面 , 即 ,w”<0. 量 y= -w’ 是 波 的 阻尼 率 ,因为 阻尼 正比 
于 e-*. 当然 , 仅 当 7y <<w' 时 才 存 在 传播 着 的 波 :阻尼 率 必须 远 小 于 频率 . 
如 果 我 们 假设 
OO >> kvr. >> For ， (32.2) 
可 以 得 到 方程 (32. 1) 的 这 种 根 .于 是 振荡 仅 涉及 电子 ,函数 a.(w,k) 由 公式 (31.7) 
给 出 .方程 a, =0 可 通过 逐步 求 近 法 来 求解 . 在 一 级 近似 下 ,忽略 依赖 于 大 的 所 
有 项 ,我 们 求 得 呈 
w = (2， (32.3) 
即 波 具 有 不 依赖 于 并 的 恒定 频率 . 这 些 称 为 等 离 体 波 或 衣 纪 尔 波 (1. Langmuir， 
L. Tonks,1926). 它们 在 下 述 意 义 上 : 
ka .<< 1 ， (32.4) 
是 长 波 , 正 如 当 w=0Q. 时 由 (32.2) 得 到 的 . 
为 了 确定 频率 实 部 中 与 & 有关 的 校正 ,只 要 在 e' 的 校正 项 中 令 w = 到 .就行 
了 ,于 是 我 们 得 到 
w=0, (1+3a:) (32.5) 
(A. A. Brnacos,1938). 
在 这 个 情况 下 ,频率 的 虚 部 是 


Se -0,01(w,h), (32. 6 


与 se" 一 样 是 指数 式 地 小 . 为 了 确定 它 ( 以 及 还 有 指数 的 系数 ) ,我 们 必须 将 已 经 


QD ”如果 把 离子 振荡 包括 在 内 . 按 w? = 9e + 个 , 仅 会 给 出 这 个 频率 的 稍 许 位 移 . 
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校正 过 的 值 (32.5) 代 入 a1 ,结果 得 到 


T {2 1 3 
y= Ee | | (32.7) 


(I. I. JIagnay,1946). 因为 条 件 fa. << 1 ,对 等 离 体 波 的 阻尼 率 事 实 上 表明 它 是 
指数 式 小 量 . 它 随 波长 减 小 而 增加 ,而 对 于 ic. ~1( 当 公式 (32.7) 已 经 不 再 适用 
时 ) 它 变 成 与 频率 为 相同 数量 级 ,所 以 传播 着 的 等 离 体 波 的 概念 失去 意义 . 

严格 地 说 ,上 述 处 理 仅 与 各 向 同性 等 离 体 相 联 系 , 它 的 电容 率 张 量 按 (28. 
7) 化 为 两 个 标量 e 和 es,. 在 各 向 异性 等 离 体 中 ( 即 当 分 布 函 数 f(p) 依 赖 于 p 的 
方向 时 ) ,不 存在 严格 纵波 . 然而 ,在 某 些 条 件 下 ，“ 殖 纵 " 波 能 够 传播 ,在 这 些 波 
中 ,垂直 于 大 的 电场 分 量 E'" 远 小 于 其 纵 分 量 E'”: 

Be (32.8) 
为 了 弄 清 这 些 条 件 ,我 们 首先 注意 到 , 当 忽 略 掉 E'" 时 ,方程 Vy. D =0 给 出 


k. D~hk,ewEl, = 元 有 有 ee 到 =0. 


这 个 等 式 确定 波 的 色散 关系 . 如 果 将 “ 纵 " 电 容 率 定义 为 


] 
21 二 Tabpeopi (32.9) 


色散 关系 又 可 写成 (32. 1 ) 的 形式 ,但 必须 强调 , 它 现 在 依赖 于 天 的 方 丫 . 然而 ， 
条 件 se =0 并 不 意味 着 D =0; 量 

不 为 零 ( 而 在 各 向 同性 等 离 体 中 , 当 se,=0 时 a。=0). 其 次 ,由 麦克 斯 韦 方程 V x 
B = (1/c)39D/ai, 我 们 估计 出 波 中 磁场 为 : 


B 0 ， 
Cc 
于 是 由 方程 V xE = - (1/c)3B/3i 获得 对 横 电 场 的 估计 量 为 
) oow WN” na 
EV 5 (全 了 (32. 10) 
因此 , 当 波 在 下 述 意 义 上 
w/k <<c/Ve (32.11) 


是 “ 慢 ” 波 时 “至 纵 " 波 的 条 件 (32. 8) 是 满足 的 . 
最 后 ,必须 注意 到 ,在 各 向 异性 等 离 体 中 ,对 于 按 (32.9) 所 定义 的 量 se, 公 
式 (29.10) 仍 然 正确 ,这 从 它 用 纵 场 E 由 表达 式 


1 
Kk. P=i (kewEs-k.E) 


推导 出 来 的 过 程 是 很 明显 的 . 这 里 重要 的 是 动 理 方程 中 的 洛 伦 兹 力 ee xBLe 与 





832 纵 等 离 体 波 “ 125. 


eE 比较 起 来 可 以 忽略 (虽然 它 与 9// 9p 的 乘积 对 于 各 向 异性 函数 f(p) 不 是 恒 等 
于 零 ). 事实 上 ,(32. 10) 的 估计 给 出 


Iv xB| wev 








Ee 
按照 对 于 “ 慢 " 波 的 条 件 (32. 11) 和 按照 不 等 式 5<<c 来 说 ,这 个 比值 都 是 小 的 . 
习 是 


1.， 对 于 等 离 体 的 横 振 荡 ,确定 其 色散 关系 . 
解 :对 于 横 波 ,色散 关系 由 四 =c 及 /ge, 给 出 .高 频 振 荡 (w >> For ) 对 应 于 寻 
常 电 磁 波 . 用 (31.9) 的 e,( 亦 见 $31, 题 2) 我 们 求 得 
wo =e hk +(7. 
这 对 任何 无 值 都 是 正确 的 ,没有 朗 道 阻 尼 , 如 在 831 末尾 早已 指出 过 的 . 
对 于 低频 振荡 (w << pore) ,离子 的 运动 又 是 不 重要 的 . 对 长 波 (ka。 <<1), 色 
散 关系 中 的 主 项 是 
/2 ec or 
(二 一 1】 有 
ww 为 纯 虚 值 表 示 非 周期 性 阻尼 ,所 以 波 传 播 一 般 不 能 出 现 . 
2， 对 于 极端 相对 论 性 电子 等 离 体 中 的 等 离 体 波 , 试 求 其 色散 关系 (B. II. 
Cunnn ,1960 ) . 
解 : 当 w>>ck 时 ,由 831 题 3 中 得 到 的 公式 给 出 


位 2 2 
el(w,k) =1 -|(1 + 一】 9 
(人 
其 中 
4Te Nc 
12. .= “ 





3 了 


€ 


令 61 的 这 个 表达 式 等 于 零 ,我 们 得 到 色散 关系 
oO = + ek (ck << {2..,). 


当天 增 大 时 ,这 个 公式 变 得 不 适用 ,但 我 们 仍 有 四 > ck( 因而 没有 朗 道 阻尼 ). 在 
很 大 的 极限 ,频率 w 按照 





趋 于 ck. 
3. 与 题 2 相同 . 但 对 横 波 的 情况 . 
解 :用 $31 题 3 中 推 得 的 对 于 e,(w,k) 的 表达 式 , 我 们 求 得 色散 关系 
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w =(2., + Sp, 当 w >> ck. 
对 于 大 上 的 极限 表达 式 是 
w = +c 
这 里 同样 有 w>chk, 所 以 也 没有 阻尼 . 
$33 离子 声波 


除 与 电子 振荡 相 联 系 的 等 离 体 波 之 外 ,等 离 体 中 还 能 传播 电子 密度 和 离子 
密度 都 有 可 观 振荡 的 波 . 当 等 离 体 中 离子 气温 度 远 小 于 电子 气温 度 时 ， 
KR (33.1) 
这 个 振荡 谱 分 支 具有 弱 阻 尼 ( 所 以 波 传播 的 概念 有 意义 ). 
计算 结果 会 证 实 ,这些 波 的 相 速 满 足 不 等 式 : 
vr << Ww/h << vr,. (33.2) 
这 些 条 件 下 朗 道 阻尼 的 微小 性 从 一 开始 就 是 明显 的 :因为 相 速 是 在 离子 和 电子 
两 者 热 速 率 的 主要 范围 之 外 , 仅 有 很 小 部 分 粒子 能 随 波 同 相 运 动 ,并 参与 与 波 的 
能 量 交 换 . 
在 条 件 (33.2) 下 ,对 电容 率 的 电子 贡献 部 分 由 极限 公式 (31.10) 给 出 ,而 离 
子 贡献 部 分 由 (31.7) 给 出 (其 中 用 离子 量 替 换 电 子 量 ). 到 需要 的 精确 度 ,我 们 


有 
人 ] ， /下 ww 
人 0 (33.3) 


起 先 忽 略 相 对 较 小 的 虚 部 ,我 们 由 方程 s, =0 得 到 
0 (33.4) 
1+ka M1+ka 
最 后 的 表达 式 中 我 们 曾 用 了 N。 =zNN, 的 事实 . 
对 于 最 长 的 波 , 具 有 ka. <<1, 色 散 关 系 (33.4) 化 为 


T 
二 kha. <<1. (33.5) 


结果 是 频率 正比 于 波 数 ,如 寻常 声波 中 那样 . 具有 这 个 色散 关系 的 波 称 为 离子 声 
波 . 这 些 波 的 相 速 是 w/AE ~ (T./M)'”, 所 以 条 件 (33.2) 事 实 上 是 满足 的 . 在 高 一 
级 近似 中 考虑 到 se 的 虚 部 ,我们 容易 求 得 阻尼 率 








@ 定律 (33.5) 是 由 朗 织 尔 和 汤 克 斯 (Langmuir,Tonks(1926)) 发 现 的 ;而 臣 尔 杰 那 夫 (T. B. Topnees 
(1954) ) 指 出 条 件 (33.1) 的 必要 性 ， 
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y = 四 /sy (33. 6) 


这 个 阻尼 归 因 于 电子 . 离子 对 的 贡献 是 指数 式 小 ,含有 因子 exp( -z7./27.). 
对 于 较 短波 长 ,在 1/a. <<k <<1/a, 范围 (由 于 所 假定 的 不 等 式 (33.1) 而 存 
在 ) ,我 们 从 (33.4) 人 简单 地 得 到 





一 人. (33.7) 

这 些 是 类 似 于 电子 等 离 体 波 的 离子 波 . 这 里 也 
容易 证 实 ,条 件 (33.2) 是 满足 的 ,而 阻尼 不 大 . 然 
而 , 当 波长 进一步 减 小 时 ,阻尼 增加 ,而 当 ia, =1 
时 ,阻尼 率 中 的 离子 贡献 变 得 可 与 频率 相 比 较 ,所 
以 波 传播 的 概念 不 再 有 任何 意义 . 

图 8 用 图 解 显示 这 里 所 考虑 的 低频 振荡 谱 
(色散 关系 ) (下 面 的 曲线 ) ,与 高 频 电 子 等 离 体 波 
的 谱 ( 上 面 的 曲线 ) 两 者 的 比较 . 虚线 标明 阻尼 变 en 
大 的 区 域 . 
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让 我 们 考虑 给 定 初 条 件 下 , 带 自治 场 的 动 理 方程 的 求解 问题 (I. .JTannay 
1946 ) .我 们 将 仅 限 于 纯 势 电场 (E = ~ Vp) 和 零 磁场 的 情况 ,并 假设 仅 电子 分 
布 是 受 扰 的 (离子 分 布 保持 不 变 ). 

我 们 还 将 认为 初始 扰动 很 小 :初始 电子 分 布 函数 是 

f(0,r,p) =fh(p) +g(r,p), (34.1) 
其 中 有 (Pp) 是 平衡 ( 帮 克 斯 韦 ) 分 布 ,而 g <<h. 当然 ,在 随后 瞬间 ,扰动 仍 很 小 ， 
使 得 方程 可 以 线性 化 ,我 们 将 寻求 分 布 函数 的 下 列 形式 : 





f(t,r,p) =f(p) + df(t,r,p). (34.2) 
对 于 小 校正 8 和 自 洽 场 的 势 p(i,r)( 同 量 级 小 量 ) ,我 们 求 得 包括 动 理 方程 
98f .38f ee 
pr rtevo ap =0 (34.3) 
和 泊 松 方程 
Ap =4me | afd’p (34.4) 


的 一 组 方程 (平衡 电子 电荷 为 离子 电荷 所 补偿 ). 

因为 这 些 方 程 是 线性 的 ,而 旦 并 不 显 含 坐标 ,所 寻求 的 函数 和 可 展 为 
相对 于 坐标 的 傅 里 叶 积分 ,同时 可 分 别 写 出 对 每 个 傅 里 时 分 量 的 方程 . 换 句 话 
说 ,考虑 具有 下 列 形式 
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Sftsrp) =fi(tsp)e , pir)=9p.(t)e" (34.5) 
的 解 就 够 了 . 对 于 这 类 解 ,方程 (34.3 ) 和 (34.4) 变 成 
Of; , 。 0 
tik fo tiepsk « We =0, (34.6) 
kp, = -4Te | Adam (34.7) 


为 求解 这 些 方程 ,方便 的 是 应 用 单 侧 傅 里 时 变换 ,函数 六 (4 ) 的 变换 
jw 《PD) 定 义 为 
fi (p= | evfilisp) dt (34. 8) 
着 变换 由 公式 
fop) = | ef (p) (34.9) 
给 出 ,其 中 积分 路 径 取 沿 复 w 平面 中 的 一 条 直线 , 它 平行 于 实 轴 并 位 于 其 上 
(a >0) ,而 且 还 是 从 je 的 所 有 奇 点 以 上 通过 外， 
我 们 用 e” 乘 (34. 6) 两 边 ,并 对 ! 积分. 注意 到 
[ea fe — io [fie™di= -8 -pg, -~ iwf +), 


其 中 g,(p) 二 (0,p) ,用 i(k .2 -wow) 去 除 方程 两 边 ,我 们 求 得 





1 fo 
2 | iep 和 大 ， ap | » (34. 10) 
其 中 pi 是 gi《?) 的 单 侧 侍 里 叶 变 换 . 类 似 地 ,由 (34.7) 求 得 
12p(*) = -4me | Cp) dp p. (34.11) 
用 (34.10) 的 fi 代入 (34.11) 已 可 得 出 对 单独 gsi 的 一 个 方程 ,由 此 求 得 


| gi (Pp)dp 
呈 1 ii YY 一 o)” 
其 中 的 纵向 电容 率 es 是 按 (29.9) 引 进 的 .如 $29 中 那样 ,再 次 应 用 沿 的 动量 
分 量 p, = mv, ,我 们 可 将 这 个 公式 重新 写成 


(+) 


ok 二 一 (34. 12 ) 


Ci 4Te gr (Pp,) dp, 


二 ~ 一 一 一 一 34. 13 
Pk ke,(w, kh) i( FE。 一 Oo) ( ) 


@ 变换 (34.8),(34.9) 正 好 是 熟知 的 拉 普 拉 斯 变换 
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f= {f(De dt, A 人 ferdp, 
0 
其 中 p 用 -iw 代 蔡 , 而 在 用 其 换 式 给 出 函数 _/(!) 的 表达 式 中 积分 路 径 相应 地 改变 
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其 中 


gi(p:) = | se(CP)dpydp. 
为 了 通过 反 演 公式 


tw +i 


a -iwt (+) 
pr(t) = 元 | ep do (34. 14) 


一 名 +ig 


进一步 决定 势 对 时 间 的 依存 性 ,必须 首先 确立 ww 作为 复 变量 w 的 水 数 的 解析 
性 质 . 
形式 为 


pr | gtd 
0 


的 表达 式 作 为 复 变量 w 的 函数 , 仅 在 上 半 平 面 才 是 有 意义 的 . 同样 情况 相应 地 
适用 于 表达 式 (34. 13 ) ,其 中 积分 沿 这 样 一 条 路 径 ( 实 p, 轴 ), 它 从 极点 p, = 
mw/k 下 面 通过 . 我 们 在 $29 曾经 看 到 ,这 种 积分 所 定义 的 变量 w 的 函数 , 当 解 
析 延 拓 到 下 半 平 面 时 ,具有 奇 点 仅 在 gi(p,) 的 奇 点 处 . 我 们 将 认为 gi (p,) 作 为 
复 变 量 p, 的 函数 是 一 个 整 晒 数 ( 即 在 有 限 p, 处 没有 任何 奇 点 ) ,因此 ,考虑 中 的 
积分 也 定义 w 的 一 个 整 函数 . 

在 $31 中 曾经 注意 到 ,麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 se, 也 是 w 的 整 函 数 . 因 
此 , 困 数 op, 在 整个 (2 平面 上 解析 ,是 两 个 整 函 数 的 商 . 由 此 可 见 2 的 唯一 奇 
点 (极点 ) 是 其 分 母 的 零点 , 即 oe.(w,k) 的 零点 . 

这 些 论据 使 能 确定 当时 间 上 很 大 时 势 wx (i) 衰减 的 渐 近 形式 . 在 反 演 公式 
(34. 14 ) 中 ,积分 路 径 沿 w 平面 中 的 水 平 线 . 然而 ,如 果 理 解 gw 是 上 述 方式 定义 
的 整个 平面 上 的 整 吨 数 ,我 们 可 以 这 样 来 将 积分 路 径 移 动 到 下 半 平 面 ,以 致使 得 
不 穿 过 函数 的 任何 极点 . 令 ws = wi + iow' 为 方程 a.:(w,k) =0 的 根 中 具有 (数量 
上 ) 最 小 虚 部 (即位 于 最 邻近 实 轴 处 ) 的 根 . (34. 14) 中 的 积分 将 沿 这 样 的 路 径 进 
行 , 它 被 移动 到 在 点 w =w, 以 下 充分 远 处 并 且 
如 图 9 中 所 示 那 样 绕 过 此 点 (以 及 绕 过 位 于 其 (o) 
上 的 其 他 极点 ). 于 是 ,( 当 上 很 大 时 ) 积分 中 仅 
有 对 于 极点 w, 处 的 残 数 是 重要 的 ,积分 的 剩余 
部 分 ,也 包括 沿路 径 水 平 部 分 的 积分 在 内 与 该 
残 数 比较 起 来 是 指数 式 小 量 , 因 为 被 积 表 达 式 
中 存在 因子 e-', 它 随 iImw | 的 增加 而 迅速 减 
小 . 因此 , 势 衰 减 的 渐 近 形式 由 以 下 表达 式 

Pi(t) ~e He ok (34. 15 ) 


Wr 
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给 出 , 即 在 时 间 进 程 中 , 场 微 扰 以 阻尼 率 y, = 1w*1 指 数 式 衰减 由 . 

对 于 长 波 微 扰 (ka. << 1) ,频率 w; 和 阻尼 率 y, 像 对 等 离 体 波 那样 由 公式 
(32.5) 和 (32.6) 给 出 . 这 类 微 扰 的 阻尼 率 是 指数 式 小 量 . 在 短波 微 扰 的 相反 情 
况 , 当 ka, -1 时 ,阻尼 渐渐 变 得 很 强 , 阻 尼 率 y, 甚至 可 能 远大 于 w!@. 

最 后 ,让 我 们 详细 论述 电子 分 布 函数 本 身 的 性 质 . 所 寻求 图 数 六 ( 纪 p) 可 通 
过 将 (34. 10) 代 入 积分 (34.9) 而 求 得 . 除 起 源 于 ww 的 下 半 平 面 中 的 极点 外 ,被 
积 表达 式 在 实 轴 上 点 w = 天 .处 还 有 一 极点 . 正 是 这 个 极点 将 确定 积分 在 大 : 
时 的 渐 近 行为 . 按 那 里 的 残 数 求 得 

f(t pe ™. (34. 16 ) 

这 样 一 来 ,分布 函数 的 微 扰 并 不 随 着 时 间 的 推移 而 衰减 . 然而 ,分 布 变 为 速 

度 的 愈 来 愈 迅 速 振荡 的 函数 (振荡 周期 按 速 度 为 ~1A(ki)). 所 以 ,密度 微 扰 ( 即 


积分 [fd'p) 像 势 px 那样 被 阻尼 @ 


当场 被 认为 是 阻尼 场 时 ,分 布 函数 按照 (34. 16 ) 随时 间 变 化 ;这 个 公式 不 过 
相当 于 粒子 各 以 其 恒定 速度 自由 飞散 . 的 确 ,下 列 形式 的 函数 


fisr,p)=g(p)e ""™ (34. 17) 
是 自由 粒子 动 理 方程 
od 
0 | (34. 18) 


的 解 ,具有 给 定 初始 (1 =0) 速度 分 布 和 周期 性 ( xc ex …) 坐标 分 布 . 
$ 35 等 离 体 回 波 


朗 道 阻尼 的 热力 学 可 逆 性 ,在 称 为 等 离 体 回 波 的 一 些 不 寻常 非 线 性 现象 中 
显现 出 来 . 这 些 现象 是 由 分 布 函数 的 无 阻尼 振 葛 (34. 16) 引 起 ,它们 在 等 离 体 中 
密度 (和 场 ) 微 扰 的 无 碰撞 弛 瑰 后 仍 继续 存在 . 它们 的 起 源 本 质 上 是 运动 学 的 ， 
与 等 离 体 中 自治 电场 的 存在 无 关 . 我 们 首先 用 无 碰撞 不 带电 粒子 气体 的 例子 来 
阐明 . 

设 初 始 瞬间 规定 了 气体 中 的 微 扰 , 使 得 分 布 函数 沿 * 方向 周期 性 变化 





中 “如果 初始 函数 gs(p.) 有 一 奇 点 , 相 竞 争 的 w 值 不 仅 包 括 a1(w,k) 的 零点 ,而 且 还 包括 由 (34. 13 ) 
中 积分 的 奇 点 引起 的 gi 的 奇 点 . 尤其 是 ,如 果 gi 在 实 轴 上 有 一 奇 点 (例如 折 点 ) ,于 是 pos 将 有 在 实 值 
w = 如 处 的 一 个 奇 点 . 这 种 微 扰 ( 无 碰撞 等 离 体 中 1) 一 般 并 不 受阻 尼 . 

@) 车 “ 相 速 "wi/& 位 于 热 速率 主要 范围 以 外 ,可 能 提出 关于 大 阻尼 源 自 何 处 的 问题 . 然而 ,事实 上 ， 
当 y >w' 时 ,比值 w'/4 一 般 不 应 称 为 相 速 . 如 果 我 们 再 次 把 形式 为 e “'e ”的 函数 展 成 傅 里 时 积分 , 它 将 
包含 具有 从 0 至 7y 的 全 部 频率 的 分 量 ,因此 具有 从 0 至 ~yY/ 人 的 “ 相 速 

国 然而, 我们 可 预先 注意 到 ,大 上 时 分 布 函数 的 振 划 性 质 导致 有 效 库仑 碰撞 数 的 大 量 增 加 ,从 而 加 
速 了 微 扰 的 最 终 被 阻尼 ( 匈 $41 习题 ). 
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Sf=Aicos(kx) .fi(p),， 当 上 =0， (35. 1) 
而 在 空间 每 一 点 就 速率 来 说 仍 是 麦克 斯 韦 分 布 (在 本 节 中 ,p = my 表示 动量 的 x 
分 量 ,而 假设 分 布 函数 已 经 对 忆 和 p, 积分 过 了 ). 气体 密 度 的 微 扰 , 即 积 分 
[fap (同一 瞬间 t=0 时 ) 沿 x 方向 按 相同 方式 变化 . 随后 ,分 布 函 数 的 微 扰 将 按 
$f=Acos k(x—vt)f (pp) (35.2) 
变化 , 它 相 当 于 每 个 粒子 沿 * 方向 以 目 身 速率 自由 运动 . 然而 ,密度 微 扰 是 受 
阻尼 的 (在 时 间 ~1/(hw1) 内 ) ,因为 积分 | 3fdp 靠 被 积 表达 式 中 的 速率 振荡 因 
子 cos[ Fi(x -21)] 而 变 小 .在 时 间 上 >>17(ior) 时 ,这 个 阻尼 的 渐 近 形式 为 下 列 
表达 式 : 
8N = | afdp exp ( -Te ) (35.3) 
(利用 鞍点 法 对 积分 进行 估计 ). 
现在 令 分 布尔 数 在 某 时 刻 1=7 >>1/(kvi) 以 振幅 4, 和 某 个 新 波 数 ,> 
再 次 进行 调制 . 结果 所 得 密度 微 扰 也 是 受阻 尼 的 (在 时 间 ~17(h,vy) 内 ) ,但 在 时 
刻 


k, 
和 (35.4) 
重新 出 现 . 的 确 , 第 二 次 调制 在 分 布 函 数 中 (t=7 时 刻 ) 产 生 一 个 二 阶 项 ,形式 为 
$f ?=A A,cos(kx— kvr)cos( kx)f, Cp). (35.5) 


这 个 微 扰 当 t>7 时 的 进一步 发 展 使 它 变 成 
8f ”=AA,f(p)cecos[kix ~ kvi]ecos[k x -kv(t -7)] = 


= AA (p) {eos[ (he —k)x— (kk, -kk)vt+kvr] + 


+cos[ (hk, +k)x- (kk, +k)vt+k,vr]}. 

现在 我 们 看 到 ,在 1=7' 时 刻 , 第 一 项 对 v 的 振荡 依存 性 消失 了 ,所 以 这 项 对 具有 
波 数 -的 气体 密度 微 扰 给 出 有 限 的 贡献 . 因此 ,结果 产生 的 回 波 在 时 间 ~ 
1/[vi(k, -上 ) |] 内 是 受阻 尼 的 ,这 个 阻尼 的 最 后 阶段 遵循 类 似 于 (35.3) 的 形式 . 

现在 让 我 们 转 到 研究 电子 等 离 体 中 的 这 个 现象 (R. W. Gould, T. M. 
O” Neil,J. H. Malmberg,1967). 它 的 机 理 仍 如 前 所 述 , 但 由 于 自治 场 的 影响 ,具体 
阻尼 律 改变 了 . 

我 们 将 假定 , 微 扰 是 由 ( 归 因 于 “外 赋 ” 电 蓓 的 ) 某 个 外 势 wo ”的 脉冲 产生 的 ， 
在 :=0 和 t=7 施加 于 等 离 体 : 

op” =p8(t)cos(kx) +o,d(t—7)cos(k,x), (35.6) 

同时 假定 > 和 7 >>1A(kv7) ,1Ay(k,)( 其 中 yy(%) 是 朗 道 阻尼 率 ). 
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分 布 响 数 的 微 扰 (f=f + 87) 满足 无 磁 撞 动 理 方程 ,至 二 阶 项 具有 形式 
98f ,98f , ,9 dh _ ,ap 98f 
ot Ox ax dp “Bx ap 
同时 ,等 离 体 中 产生 的 场 的 势 pg( 包 括 “ 外 赋 ” 部 分 pg”) 满 足 方程 
AUe -0o") =4me | 8fap. (35. 8) 
我 们 将 寻求 这 些 方 程 的 健 里 叶 积 分 形式 的 解 
_ ix wt) dow dk” 
Y= | foe or 
*-on dw de 
(2T7)° 
将 这 些 表达 式 代 入 ,然后 用 e“““” 乘 方程 (35.7) 和 (35.8) 并 对 dxdi 积分 ,我 
们 得 到 


G33) 








% 一 | pore” 


df. 
( kv 加 w)fos + ch = 














df dog 
-ef Ch po 2) (35.9) 
-有 p ，=4Te [fudp _ ko”, (35. 10) 

其 中 
por =Tel[S(CE+A) +S(k-&k,)] +np[ (kk+k,) 二 
+ 8(k-k,)]je”. 
在 线性 近似 下 ( 即 当 忽略 掉 (35.9) 的 右边 时 ) ,这 些 方程 的 解 是 

(1) sh k (1) (1) _ pot 

Wk “dp Pur » Por el(w,k)’ z (35.11) 


其 中 e, 是 电容 率 (29. 10). 这 个 解 相当 于 从 1=0 起 和 t=7 起 的 受阻 尼 微 扰 , 分 
别 具 有 阻尼 率 y(k) 和 y(%,). 

在 第 二 级 近似 中 ,我 们 必须 用 (35. 11) 代 和 人 方程 (3$. 9 ) 的 石 边 ,得 到 分 布 函 
数 和 势 的 微 扰 中 的 二 级 项 的 方程 





df, dl 
_ (2) {2) 0 加 wk 
(ho wo)f tehp = (35. 12) 
kp = -4Te |f Wap, (35. 13) 
其 中 
| dew’'dk’ 
7 和 -ef (hk-& ) Powef we C2) (35. 14) 


我 们 感 兴趣 的 效应 , 即 具有 波 数 为 k, -hk 的 回 波 ,将 被 包 插 在 (35. 12) 右 边 含有 
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5[E+ (及 -~&,)] 的 项 中 . 让 我 们 将 表达 式 LL 中 的 这 些 项 收集 在 一 起 . 在 := r 时 
刻 , 归 因 于 :=0 时刻 所 施加 的 脉冲 wm, 的 微 扰 p… 早已 受阻 尼 掉 . 因此 很 明显 ， 
在 将 (35. 11) 代 入 (35. 14) 时 ,我 们 仅 必须 考虑 到 pi 中 的 ,项 ,于 是 具有 形式 
Ly = (Chk) kk +k) +L( -hk, -hk)d(k+tk, -hk) (35.15) 
的 有 关 项 是 从 fw 中 含 w, 的 项 得 到 的 . 在 (35. 14) 中 完成 对 dk' 的 积分 后 ,我们 
求 得 结果 为 
7 (kk, ,k,) = DPK 
、 | e dw 
so (kv+t+ow)e (ww ,ki)e(w-w’,k,) 

其 中 积分 变量 w 照例 要 理解 为 w' + i0. 

积分 (35.16) 可 以 在 假设 7 很 大 (7 >>1/kvj;,1/Yy) 的 基础 上 进行 计算 . 为 此 
我 们 将 积分 围 道 移动 到 复 w' 平 面 的 下 半 平 面 , 围 道 仍 必须 从 被 积 表达 式 的 极点 
上 面 通过 ,从 而 变 成 “围绕 "着 它们 . 这 些 极点 位 于 函数 e 的 零点 以 及 点 w' = 
-kv 一 0. 前 者 具有 人 负 的 非 零 虚 部 ( -yl(h) 或 -y(%k,)), 而 它们 对 积分 的 贡献 
(极点 处 的 残 数 ) 随 7 的 增加 而 如 e ”那样 衰减 . 未 衰减 贡献 仅 来 自 实 极点 w' = 
-kv 一 0. 因 此, 我们 有 


ww 


(35. 16 ) 


im df PP 有 De 1) 
J eh 35. 17 
“(Kh,) “ dp el( -kv,hk)e(w+hv,k,) ( ) 


回 到 方程 (35. 12) 和 (35. 13)， wun a 我 们 求 得 


(2) 


a (35. 18) 


ee k) ] 坚 这 kv—-w—i0 
在 计算 导数 df,./dp 时 , 仅 对 (35. 17) 中 的 指数 因子 求 导 ,因为 kvr7 >>1. 
现在 集合 所 得 表达 式 (35. 15 ) 一 (35. 18 ) ,并 完成 傅 里 时 逆 变 换 ,我 们 得 到 
所 要 的 具有 波 数 = -上 的 回 波 势 的 下 列 形式 
p(t,x) =Re{A(t)e'™}. (35. 19) 
振幅 4(i) 将 立即 写成 当 1 -7 一 %w 时 的 渐 近 极限 .在 该 极限 ,对 w 的 积分 仅 由 极 
点 w=hv -0 处 被 积 表达 式 的 残 数 确定 . 最 后 结 果 我 们 求 得 
k k, d @ -ta(t-r") 
人 ne J 和 p(kv,k,)el i 
(35. 20) 


Q@ 在 计算 中 ,必须 记 住 si 仅 依 赖 于 1ki, 因 此 ,在 本 节 的 记号 中 (这 里 = 名 ). 我们 有 a( w, 一 5) = 
el( wk). 
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其 中 了 =k,7/k,. 

回 波 振幅 的 这 个 表达 式 在 1=7' 为 最 大 ,并 且 最 大 值 正比 于 7, 即 两 脉冲 间隔 
时 间 . 在 极 大 值 的 任 一 侧 ,4(i) 减 小 ,但 按 不 同方 式 . 在 1-7' 一 % 的 极限 . 积分 
(35.20) 由 被 积 表达 式 在 下 述 极点 处 的 残 数 潮 近 确定 ,这 种 极点 具有 最 小 数量 
的 负 虚 部 , 它 位 于 使 ae:(hv,k) =0 处 , 虚 部 为 In v = -y(k)/k 中 .在 最 大 值 的 
另 一 侧 , 当 上 -7 一 -oo 时 ,积分 由 位 于 使 s( -kv,k) =0 的 极点 处 的 残 数 渐 近 
确定 ,对 此 Imv =y(k)/AEk ,因此 ,积分 围 道 必须 移动 到 复 v 平 面 上 半 平 面 内 . 结 
果 求 得 为 


y(k1) 


y(k2) 


YK ka/ 





图 10 


ACt) eexp[ -yhs) (tr) Gtr 0, 
k 
A(t) exp| -7 ) (7 -1) |, 当 1 -TT 一 ~-%. (35.21) 


因此 , 回 波 振幅 在 达到 最 大 值 前 以 增长 率 ky(k)/k 增 大 ,而 超过 最 大 值 
后 以 阻尼 率 y(%, ) 减 小 . 图 10 阐明 所 研究 的 现象 . 上面 两 个 曲线 表明 在 :=0 和 
t=7 所 施加 的 两 个 脉冲 中 势 的 变化 ,第 三 个 曲线 表明 回 波 的 形状 . 曲线 劳 还 标 
明了 相应 的 增长 率 和 衰减 率 . 

这 些 计算 忽略 了 碰撞 . 因此 ,定量 公式 (35. 20) 的 适用 性 条 件 要 求 , 在 给 定 
时 刻写 分布 函数 的 振荡 尚未 被 碰撞 的 影响 所 阻尼 掉 . 提前 借助 于 § 41 习题 中 将 
要 得 到 的 结果 ,我 们 可 以 将 这 个 条 件 表 述 为 

v(vr) (kvr) tt <<1, (35. 22) 


Q@) 这 意味 着 所 有 波 数 k<<1/a。. 于 是 y(k) 是 指数 式 小 量 ,并 随 上 的 增加 而 减 小 . 因为 k < ,从 而 
位 于 使 ae1(&2v,k) =0 的 极点 肯定 比 位 于 使 ej (hv,k3) =0 的 极点 更 远离 实 办. 








836 浸 渐 电子 陷 俘 * 135. 


其 中 v(v;) 是 对 于 一 个 电子 的 库仑 碰撞 的 平均 频率 . 
$36 浸 渐 电子 陷 俘 


让 我 们 考虑 ,缓慢 施加 的 有 势 电场 中 ,等 离 体 电子 的 分 布 问题 . 令 工 为 场 程 

的 数量 级 ,而 7 为 场 变化 的 特征 时 间 . 我 们 将 假定 
7 >>L/D.. (36.1) 

同时 还 假定 7 远 小 于 电子 的 平均 自由 时 间 , 因 此 ,所 考虑 的 仍然 是 无 碰撞 等 离 
体 . 

根据 条 件 (36. 1) ,在 电子 穿越 场 的 期 间 可 以 认为 场 是 定常 的 . 同样 精确 度 
下 ,电场 中 的 电子 分 布 函数 也 是 定常 的 .在 $27 末尾 已 经 注意 到 ,无 碰撞 动 理 方 
程 的 解 仅 依赖 于 粒子 的 运动 积分 ;而 对 于 定常 分 布 ,只 能 是 并 不 明显 依赖 于 时 间 
的 那些 积分 . 

我 们 将 仅 考 虑 一 维 情况 ,其 中 场 势 w 仅 依赖 于 一 个 坐标 x. 这 时 因为 在 y 和 
z 方向 的 运动 不 重要 ,我 们 将 仅 考虑 按 动量 p.( 和 按 坐 标 *) 的 分 布 孙 数 了 

在 一 维 情况 ,运动 方程 有 两 个 积分 ,其 中 不 明显 依赖 于 时 间 的 (在 定 态 场 
中 ) 只 有 一 个 ,这 就 是 电子 能 量 


2 


Be ey. (36.2) 
2m 


其 中 U(x) = -ep(x). 因此 , 定 态 分 布 函 数 将 仅 以 (36. 2) 的 组 合 形式 依赖 于 p， 
和 >: 
f=fle(x,p,)]. (36.3) 
函数 f(s) 的 形式 取决 于 边界 条 件 . 
令 场 U(x) 具 有 势 垒 的 形式 (图 11a). 函 
数 f(s) 于 是 由 从 无 穷 远 到 达 势 又 的 电子 的 分 
布 确定 . 例如 ,如 果 远 离 势 垒 在任 一 方向 电子 
都 是 空间 均匀 具有 温度 为 7. 的 平衡 分 布 , 则 “ 
在 整个 空间 出 现 玻 尔 效 曼 分 布 : 





Ne A 
/mr ) p| 六 让 
电子 气 的 密度 到 处 按 公 式 
N(x) = Ne "Te (36.5) 图 11 


分 布 , 其 中 N。 是 远离 势 垒 的 密度 . 


@ 第 二 个 运动 积分 也 许 是 ,例如 , (在 某 特定 瞬间 ) 粒 子 坐标 的 初始 值 x ,表达 为 时 间 t 和 沿路 径 的 
变量 坐标 x 的 函数 xo (t,x). 
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现在 令 场 具有 势 阱 的 形式 (图 11b). 于 是 具有 正 能 量 e 的 电子 的 分 布 ,又 是 
由 来 自 无 穷 远 处 粒子 的 分 布 确定 ,对 无 穷 远 处 的 平衡 分 布 ,能 量 e >0 的 电子 在 
整个 空间 具有 玻 尔 效 曼 分 布 . 但 是 在 这 个 情况 , 除 能 量 e >0 的 粒子 之 外 ,还 有 一 
些 粒 子 能 量 a <0, 这 些 粒 子 在 势 阱 内 作 有 限 运动 ,它们 是 被 “ 陷 俘 的 ”. 在 无 穷 远 
处 没有 e <0 的 粒子 ,从 而 采用 以 前 的 论据 ,其 中 认为 能 量 为 严格 守恒 量 , 要 给 出 
陷 俘 粒子 的 分 布 是 不 充分 的 . 我 们 必须 也 考虑 到 在 并 非 严 格 定常 的 场 中 能 量 的 
变化 ,结果 发 现 这 个 分 布 一 般 依 赖 于 以 前 经 历 的 事件 ,这 就 是 在 其 中 施加 场 的 方 
式 (A. B. Typeaua ,1967 ) . 

由 于 条 件 (36.1) ,在 陷 俘 粒子 有 限 运 动 周期 期 间 , 场 仅 稍 微 变化 . 大 家 知 
道 ,在 这 种 情况 下 ,有 一 个 守恒 的 所 谓 浸 渐 不 变量 , 即 下 列 积分 


证 -元 2 | de (36. 6) 


(对 给 定 e 和 1) 在 运动 的 两 个 界限 之 间 求 积 . 这 个 量 现在 起 运动 积分 的 作用 , 陷 
俘 粒 子 分 布 函数 可 通过 它 表达 为 
f=.( (52))， (36.7) 
其 中 能 量 s 又 是 假设 为 按 (36.2) 用 x 和 p, 来 表达 . 函数 (36.7) 的 形式 根据 下 述 
事实 确定 :当场 是 缓慢 施加 上 去 时 ,分 布 浮 数 将 是 & 的 连续 函数 . 因此 ,对 于 陷 爷 
粒子 能 量 的 极限 值 ,函数 人 (7) 必 须 是 对 在 势 嘲 以 上 作 无 限 运动 的 粒子 的 分 布 
函数 . 
然而 ,如 图 11b 所 示 势 阱 的 情况 是 特别 简单 的 ,因为 如 果 场 是 缓慢 施加 上 
时 ,极限 能 量 仍 具有 恒定 值 零 .于 是 根据 所 述 边界 条 件 得 出 , 太 简 化 为 常量 : 
f=/(0), (36. 8) 
其 中 f(z) 是 对 势 阱 以 上 粒子 的 分 布艺 数 . 现在 我 们 将 寻求 在 这 个 情况 下 电子 的 
空间 分 布 , 如 果 f(&) 是 玻 尔 北 曼 晴 数 (36.4). 
将 具有 >0 和 &<0 的 电子 数 相 加 ,我 们 有 


人 [es +2 [J(0)ap., pi =(2mlU1)', 
因数 2 是 考虑 到 具有 >0 和 p， 0 的 粒子 . 将 (36.4) 的 fz) 代 入, 我们 有 
N(x) = No {ee |! -et 人 po | +2 0 (36.9) 
其 中 引用 了 误差 函数 
erf( é€) -fe (36. 10) 
当 & <<1 时 ,将 (36. 10) 中 的 被 积 函 数 用 z 的 寡 展 开 ,我 们 求 得 
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2 e 
| 8 
因此 , 陷 俘 在 浅 势 阱 (121 <<7.) 内 的 电子 分 布 是 
iU | 4 区 本 人 
NM 1+ | (36. 11) 
第 一 个 校正 项 与 由 玻 尔 兹 曼 公 式 (36.5) 得 出 的 相同 ,但 下 一 项 校正 与 由 玻 尔 效 
曼 公 式 得 出 的 不 同 . 
当 & >>1 时 , 差 值 1 -erf(é) 是 指数 式 小 量 ( xexp( -所 )). 因 此 ,对 于 深 势 
阱 (1U1 >>7.), 只 有 (36.9) 括 号 中 的 第 二 项 才 重 要 ,而 


172 
N._(t,x) -2m (= (36. 12) 


当 1U1 增 加 时 ,密度 的 增加 要 比 由 玻 尔 兹 曼 公 式 得 出 的 慢 得 多 . 
$37 准 中 性 等 离 体 


等 离 体 动力 学 方程 容许 对 于 下 面 一 大 类 现象 得 到 显著 简化 ;这 类 现象 具有 
长 度 和 时 间 的 特征 尺度 满足 下 列 条 件 :(1) 假设 等 离 体 中 不 均匀 性 的 特征 尺度 
L 远大 于 电子 德 拜 半径 ， 
a_[ << 1. (37.1) 
(2) 假 设 过 程 的 速率 由 离子 的 运动 所 文 配 ,因此 速率 的 特征 扩 度 由 v;; 给 出 , 它 远 
小 于 电子 速率 . (3 ) 离 子 的 运动 引起 电势 的 缓慢 变化 ,而 电子 分 布 浸 渐 跟随 这 种 
令 5SV. 利 8N; 分 别 为 受 扰 等 离 体 中 电子 和 离子 密度 的 变化 . 这 些 变化 导致 
等 离 体 中 未 补偿 电荷 的 平均 密度 sp = e(z8N; - SNV。) . 归 因 于 这 些 电荷 的 电场 势 
由 泊 松 方程 











Ap = -4me(zSN ~ 8N.) (37.2) 
确定 . 数量 级 上 ,Ap 3 op/L. 因此 9 
zON, 一 SA 1 9 
| rd | 37. 
SN, | 4m7eL’ | SNV。 ey 


如 果 场 很 弱 (ep << 了 .) , 则 电子 密度 的 变化 是 
SNV. ~epN./T, 

[参见 (36.11) 」 ,于 是 

zdN, -SA a 

| (37.4) 

对 于 具有 ep ~7, 的 强 扰动 ,这 个 不 等 式 仍 有 效 :因此 8N。 ~ N., 从 (37.3) 又 得 到 

(37.4). 
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因此 , 归 内 于 扰动 的 未 补偿 电荷 密度 ,分 别 来 说 , 远 小 于 电子 和 离子 电荷 密 
度 扰 动 ; 这 种 等 离 体 称 为 准 中 性 等 离 体 . 对 于 所 考虑 的 现象 范围 ,这 种 性 质 使 得 
等 离 体 中 的 势 分 布 能 够 正好 由 “ 准 中 性 方程 ” 

N. =zmNV ， (37. 5 ) 
以 及 对 于 离子 的 动 理 方程 和 表达 电子 的 “ 漫 渐 ”分布 的 方程 一 起 来 确定 岂 . 

当然 ,在 初始 瞬间 (如 果 我 们 考虑 具有 初始 条 件 的 问题 ) ,电子 密度 可 以 任 
意 规定 而 无 需 满足 不 等 式 (37.4). 然 而 ,结果 产生 的 强 电 场 引起 电子 的 运动 , 它 
迅速 地 (在 特征 “电子 ”时 间 内 ) 恢 复 电 中 性 (这 个 过 程 在 扩散 情况 下 曾 在 $25 
中 分 析 过 ) . 

从 电动 力学 方程 (37.2) ,过 渡 到 条 件 (37.5) ,不 仅 意 味 着 等 离 体 动力 学 方 
程 的 极 重 要 简化 ,而 且 意 味 着 它们 的 量 纲 结构 的 根本 变化 . 的 确 , 势 p 在 动 理 方 
程 中 和 在 电子 分 布 中 仅 作为 与 电荷 e 的 乘积 出 现 , 而 在 条 件 (37. 5 ) 中 电荷 根本 
不 出 现 (与 方程 (37.2) 大 不 相同 ). 因此 ,通过 变换 

ep—y,， (37.6) 
电荷 e 从 方程 中 完全 消除 了 ,而 长 度 参 量 ( 德 拜 半径 ac。) 与 它 一 起 消失 . 

因为 方程 不 包含 长 度 参量 ,等 离 体 的 自 相 似 运 动 是 可 能 的 . 这 样 的 解 出 现在 
当 问 题 的 初始 条 件 或 边界 条 件 中 也 不 含 长 度量 纲 的 参量 时 ,在 这 种 情况 所 有 函 
数 只 能 以 组 合 形式 r/i 依赖 于 坐标 和 时 间 . 例如 , 设 等 离 体 初始 时 被 约束 于 半空 
间 x<0. 在 时 刻 上 =0， 约 束 被 解除 ”, 而 等 离 体 开始 向 真空 膨胀 . 电子 首先 开始 
运动 ,使 得 接近 边界 处 电子 密度 形成 一 过 渡 层 ,特征 宽度 ~ a.. 过 了 时 间 i >> 
a./onr 后 ,电子 运动 被 阻尼 而 电子 密度 漫 渐 地 跟随 势 而 与 玻 尔 效 曼 公式 一 致 . 于 
是 所 有 量 的 变化 都 由 离子 的 运动 所 支配 . 因此 ,在 时 间 t,>> a./vr >> a。/vr。 后 ， 
边界 扩展 的 距离 远大 于 a.. 到 此 时 等 离 体 变 成 准 中 性 的 ,而 运动 是 自 相 似 的 . 包 

我 们 可 以 写 下 关于 准 中 性 等 离 体 的 动力 学 方程 的 展开 形式 ,为 明确 起 见 , 采 
用 如 $ 36 中 所 未 那样 ,电子 密 放 到 处 具有 玻 尔 效 曼 分 布 

N= Ne (37.7) 
的 特殊 情况 ;如果 场 没有 势 阱 , 则 这 个 分 布 不 受 慢 变 场 的 影响 .根据 公式 (37.7) 
和 条 件 (37.5), 势 可 以 直接 用 离子 分 布 函 数 表达 为 


p=Tn Tn [fp]. (37.8) 


中 必须 强调 ,这 个 结果 本 身 对 有 碰撞 或 无 碰撞 等 离 体 都 适用 . 还 注意 到 ,因为 不 等 式 (37.4) 的 推导 
并 不 涉及 弱 场 的 假设 . 即使 当 等 离 体 的 电磁 性 质 不 能 用 电容 率 ( 即 通过 假设 D 和 EE 之 间 的 线性 关系 ) 来 
描述 时 . 准 中 性 的 性 质 也 会 出 现 . 

@ 详细 情况 见 下 列 文献 ;A. B. Typesnu. /I. B. Ilapniicr35 ,JI. II. TInTtaeBcknN ,并 3T® ,49(1965 ) ,647 ; 
英 译 见 :A.V. Gurevich, L. V. Pariitskaya, L. P. Pitaevskil. Soviet Physics JETP. 22(1966) ,449. 
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将 这 个 表达 式 代 人 离子 的 动 理 方程 ( 带 有 自治 场 E = - Ye) ;我 们 得 到 
2 dp =0. C37:9) 
虽然 这 个 方程 是 非 线性 的 , 它 的 解 不 依赖 于 等 离 体 平均 密度 :如 果 /(1,r) 是 一 
个 解 , 则 CA 也 是 解 , 带 有 任意 恒定 因子 C. 
必须 提 到 ,在 一 维 情况 ,方程 (37.9) 具 有 一 类 解 ,特征 是 在 其 函数 f(t,x,p) 
中 , 仅 经 过 某 个 函数 x(1,x) 而 依赖 于 坐标 x 和 时 间 +t: 
f=f [x(t,x),p]. (37. 10) 
这 些 解 在 某 种 意义 上 类 似 于 寻常 流体 力学 中 的 简单 波 @. 
$ 38 双 温 等 离 体 流 体力 学 
对 于 具有 
了 >> 了 ， (38.1) 
的 双 温 等 离 体 ,理论 论述 是 特别 简单 的 . 在 $33 我 们 早已 看 到 ,在 这 种 情况 下 ， 
离子 声波 能 在 等 离 体 中 以 速率 ~ (7T.AM)” 传 播 . 这 个 速率 一 般 也 是 等 离 体 中 微 
扰 传 播 的 特征 速率 . 因为 (由 于 (38. 1) ) 它 远大 于 离子 的 热 速率 ,对 于 等 离 体 运 
动 的 大 多 数 问 题 ,一 般 可 以 忽略 离子 速率 的 热 散 布 . 于 是 ,等 离 体 离子 组 分 的 运 
动 , 在 “ 单 流体 近似 ”中 用 速度 =v ,来 描述 ,这 个 速度 是 空间 中 位 置 ( 和 时 间 ) 的 
指定 函数 ,满足 方程 


M Su = ezE, 

或 

+(v + Vv = hE. (38.2) 
这 个 方程 要 与 连续 性 方程 

tv (Nv) =0， (38. 3) 
和 确定 电场 势 p( 因 而 场 E= - Yep) 的 泊 松 方程 

Ap = -47e(zN,~N.) (38.4) 
相 结合 . 


至 于 电子 ,在 以 速率 v<(T/AM)”<<wi. 运 动 的 等 离 体 中 ,电子 分 布 浸 渐 跟 
随 场 分 布 . 正如 我 们 在 $36 中 看 到 的 ,电子 密度 N. 的 特定 表达 式 ,于 是 很 大 程 
度 上 依赖 于 场 的 性 质 .对 于 没有 势 阱 的 场 , 它 简单 地 由 玻 尔 兹 曼 公 式 (37.7) 给 


QD 见 下 列 文献 :Typesgud A.B., IInxTtaeBcknit A. 1. 一 X 冰 3T@®@ ,1969 ,7,56,1778. 
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出 ,所 以 方程 (38.4) 变 成 
Ap = -4Tewi | (38.5) 


方程 (38.2),(38.3) 和 (38.5) 形 成 关于 函数 ,N 和 9 的 完备 方程 组 . 对 于 
准 中 性 等 离 体 ,它们 还 可 以 进一步 简化 :在 这 个 情况 , 按 (37.8) 我 们 有 


zN. VN, 
ep =T.ln ek = 一 了 Se (38.6) 
而 (38.2) 可 重 写成 下 列 形式 
+ V)v = - 守 (38.7) 


方程 组 (38.3) 和 (38.7) 形 式 上 与 具有 粒子 质量 M 和 温度 z7. 的 等 温 理想 气体 
的 流体 力学 方程 完全 相同 ,这 种 气体 中 的 声速 是 (z7T.AM)“ ,与 离子 声波 的 速率 
的 表达 式 一 致 ,在 这 个 近似 下 没有 波 的 色散 . 

上 述 与 流体 力学 的 类 比 需要 相当 大 的 保留 . 大 家 知道 ,流体 力学 方程 并 非 总 
有 在 整个 空间 连续 的 解 . 寻常 流体 力学 中 没有 连续 解 意味 着 形成 冲击 波 , 即 物理 
量 发 生 间 断 的 曲面 . 在 无 碰撞 流体 力学 中 没有 冲击 波 ,因为 冲击 波 本 质 上 归 因 于 
能 量 耗 散 ,但 在 这 种 情况 并 不 出 现 耗 散 . 因此 ,没有 连续 解 意味 着 , 准 中 性 假设 在 
空间 某 个 区 域 受到 破坏 . 在 这 类 区 域 ( 约 定 称 为 无 碰撞 冲击 波 ) ,物理 量 对 坐标 
和 时 间 的 依存 性 是 振荡 性 的 ,这 些 振荡 的 特征 波长 不 仅 由 问题 的 特征 尺度 确定 ， 
而 且 还 由 等 离 体 的 内 豪 性 质 , 即 其 德 拜 半径 确定 由. 

现在 让 我 们 转 到 更 一 般 方程 (38.2) 一 (38.4) , 它 并 不 假设 准 中 性 等 离 体 的 
条 件 . 这 些 方程 的 一 个 重要 性 质 是 ,它们 具有 一 维 解 ,其 中 所 有 量 仅 以 组 合 形式 
=x -ut 而 依赖 于 变量 :和 x%, 这 里 为 常量 . 这 类 解 描 述 以 速率 4 传播 而 不 改 
变 轮廓 的 波 . 如 果 我 们 变换 到 以 速率 w 相对 于 原 坐 标 系 运动 的 参考 系 , 则 等 离 体 
运动 变 成 定常 的 . 这 种 类 型 中 最 有 意思 的 解 , 是 在 空间 为 周期 性 的 那些 解 和 在 两 
个 方向 无 穷 远 处 都 减 小 的 那些 解 ; 后 者 通称 孤 波 或 孤子 外 (A. A. BeneHoB, E. 了 I. 
Bennxos ,P. 3. Carnees ,1961 ) . 

如 果 对 & 上 求 导 用 撤 号 表示 ,由 (38.2) 和 (38.3) 我 们 有 


(v—u)v’ = 有 ', (No) -uN’ =0, 


@ 无 碰撞 冲击 波 的 概念 是 由 萨 格 捷 耶 夫 引 进 的 , 见 Carnees P. 3. 一 C6opHHK 《BorpocPI Teopnn 
Ima3MEI》. 1964 ,Bpirt. A. ¢. 20. Sl 情况 下 的 这 类 结构 曾 由 古 列 维 奇 , 皮 塔 耶 夫 斯 基 (A. 38. 
TypeBHd ， 刀 . IT. IITraeBcKH 丰 ) 给 出 , 见 水 3T® ,65(1973).590. ( 黄 译 见 A.V. Gurevich, L. P. Pitaevskii，So- 
viet Physics JETP ,38(1974 ) ,291. ) . 

他 源 自 英文 词汇 solitary( 孤立 的 ,单独 的 ). 
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为 简单 起 见 ,我 们 采用 z = 1. 
采用 当 &-% 时 p=0,v=0,N,= WN 的 边界 条 件 ,对 上 列 方程 积分 ,我 们 求 





得 
a te) (38. 8) 
Nm =m 一 = Tae MI (38.9) 
方程 (38.4) 给 出 gq” = -Ame(N; -Ne) ,或 , 乘 以 2p 并 积分 后 ， 
p”= ee -N.(9)]dy. (38. 10) 


函数 Ni(p) 取 自 (38.9) ,而 N.(p) 由 $36 中 公式 给 出 .在 所 考虑 的 波 中 ,我 们 到 
处 有 p >0, 如 由 (38.8) 所 看 到 的 . 在 这 种 场 中 一 个 电子 的 势能 是 UVU = -ep <0， 
即 场 对 电子 形成 势 阱 . 

方程 (38. 10) 表明 ,确定 波 轮 廓 g(t) 的 问题 简化 为 求 积 分 . 同时 ,速率 二 直 
接 与 波幅 相 联 系 , 即 与 pg(&) 的 最 大 值 (我 们 用 w。 表示 ) 相 联系 . 当 9 =pu 时 ,我 
们 必须 有 p' =0. 令 (38. 10) 右 边 的 积分 为 零 ( 并 完成 第 一 项 的 积分 ) ,我 们 得 到 


|- 


M 

-去 | (edy， (38. 11) 
它 原则 上 确定 w 作为 的 函数 . 同时 很 明显 我 们 必须 有 

2ep, /Mu < 1. (38. 12 ) 


这 个 条 件 ,一 般 来 说 ,对 波幅 w。( 因 而 速率 v) 的 可 能 值 设 置 了 一 个 上 限 . 
还 要 注意 到 ,关于 碰撞 完全 可 以 忽略 的 情况 ,必需 场 频率 w 远大 于 电子 和 
离子 两 者 的 特征 碰撞 频率 xx 和 vw. 但 是 因为 ~ (M/m)“v; >>v( 见 $43), 能 
够 出 现 v. >> w >>v; 这 样 一 种 情况 . 因而 在 这 种 情况 下 碰撞 对 离子 的 运动 依然 
没有 任何 影响 ,而 即使 存在 势 阱 情况 下 ,但 电子 也 可 认为 具有 玻 尔 兹 曼 分 布 . 


二 题 
对 于 电子 按 (36.11) 分 布 的 等 离 体 . 确定 其 中 弱 孤 波 (ep。/T. <<1) 的 轮廓 
和 速率 (A.B. TypeBrd. 1967). 


解 :在 (36.11) 中 ,所 有 项 必须 都 保留 ;因为 缴 波 的 形成 归 因 于 表达 式 中 最 
后 的 非 线性 项 . 用 (38.11) 的 计算 给 出 


ln 
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波 轮 廓 通过 方程 (38. 10) 的 积分 求 得 为 
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(无 耗 散 介质 中 ) 存 在 具有 稳定 轮廓 的 非 线性 波 是 与 存在 色散 紧密 相 联 系 
的 . 在 无 色散 介质 中 ,如果 考 虑 到 非 线性 ,必然 破坏 波 的 稳定 性 ,轮廓 上 各 点 的 传 
播 速 度 依赖 于 那些 点 的 振幅 , 它 导 致 波 轮 廊 的 畸变 . 例如 ,理想 可 压缩 流体 的 流 
体力 学 中 , 非 线 性 效应 导致 波 前 陡 度 渐 增 ( 见 第 六 卷 , $ 94). 至 于 色散 , 它 导 致 
波 轮廓 逐渐 平滑 . 两 个 效应 可 能 相抵 消 ,导致 波 轮廓 稳定 . 
在 这 一 节 中 ,我 们 将 一 般 地 来 研究 这 些 现象 ,无 耗 散 弱 色散 介质 中 考虑 到 弱 
非 线 性 的 相当 广泛 的 一 类 情况 下 的 波 传播 现象 . 
令 uw 为 忽略 色散 时 线性 近似 下 的 波 传播 速率 . 在 这 个 近似 下 ,对 平行 于 x 
轴 方 向 上 的 一 维 波 传 播 , 所 有 量 仪 以 组 合 形 式 & =x ~ uot 而 依赖 于 x 和 上 这 个 性 
质 可 以 用 微分 方程 形式 
ob ob 
A 
来 表达 ,其 中 b 表示 波 中 任 一 振荡 量 . 
恒定 速率 we 对 应 于 色散 关系 为 w = wk 的 波 . 在 色散 介质 中 ,这 个 关系 正好 
是 函数 @(k) 用 小 量 关 作 寡 展开 式 的 第 一 项 . 考虑 到 下 一 项 ,我 们 有 中 
w= uk -Bk, (39.1) 
其 中 B 是 一 个 常量 , 它 原则 上 可 正 可 负 . 
在 线性 近似 下 ,描述 共有 这 种 色散 的 介质 中 波 ( 在 一 个 方向 ) 传 播 的 微分 方 
程 是 


0 


a9b ab .9b 
/y= 
ot bd Ox 
的 确 , 对 于 其 中 bc exp( -iwt +ikx) 的 波 , 由 此 得 出 (39. 1). 
最 后 ,考虑 到 非 线 性 导致 方程 中 出 现 b 的 更 高 阶 项 . 对 于 恒定 5( 不 依赖 于 
x) ,简单 对 应 于 均匀 介质 的 情况 ,这 些 项 无 论 如 何 应 满足 变 为 零 的 条 件 . 仅 考虑 
含有 最 低 阶 导数 的 项 (k 很 小 !) ,我 们 写 出 弱 非 线 性 波 的 传播 方程 为 


0; 


QD of( 有 可 以 被 展 成 上 的 奇 次 宪 这 事实 ,是 物理 量 必 须 为 实数 这 样 的 考虑 得 出 的 . 对 于 介质 的 原始 
物理 运动 方程 组 仅 含 有 实物 理 量 和 参量 . 虚数 单位 i 只 是 通过 在 这 些 方程 中 代 人 正比 于 exp( - iwt + ikzx) 
的 解 时 才 出 现 . 因此 由 于 这 个 代 换 得 出 的 色散 关系 确定 iw 为 的 具有 实 系 数 的 淫 数 ;这 种 函数 的 展开 必 
须 仅 包括 认 的 奇 次 每. 在 耗 散 介质 的 一 般 情况 ,w(%) 是 复数 (w=w +iw”) ,因此 所 作 陈 述 指 频率 的 实 部 
w'( 上 ). 根据 同样 理由 ,w"(#) 的 展开 式 将 仅 包含 上 的 偶 次 宕 . 
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9p ob 
一 +wo 一 十 
ot OX 


其 中 a 是 一 恒定 参量 , 它 又 是 原则 上 可 正 可 负 人 由. 
为 简化 这 个 方程 ,我 们 用 新 变量 代替 x, 用 一 新 未 知 阔 数 a 代替 5, 它们 的 
定义 为 


3 
B 03 + ab 2 =0, (39. 2) 


E=%-ut, a=ab. (39.3) 
于 是 我 们 得 到 

oa 0a Oa _ 

RY 
这 种 形式 的 方程 称 为 KdV 方程 多 ,为 明确 起 见 ,我 们 将 首先 选用 B >0 的 特殊 情 
况 . 

我 们 感 兴趣 的 是 描述 具有 定常 轮廓 波 的 解 . 在 这 类 解 中 ,函数 <c( 纪 <) 仅 依 

赖 于 差 值 -vt, 其 中 vv 是 某 个 常量 : 


(39. 4) 


Q=Q(E 一 0ot); (39. 5 ) 
而 波 的 传播 速率 是 
u = uo + Vo. (39.6) 
将 (39.5) 代 入 (39.4) 并 用 撤 号 来 表示 对 的 求 导 , 我 们 得 到 方程 
Ba” +aa’ -va’ =0. (39.7) 
我 们 注意 到 它 对 下 列 变 换 
a—>a +V, 20 一 00 十 了 了 (39. 8 ) 


是 不 变 式 ,其 中 了 是 任意 常量 . 
方程 (39.7) 的 第 一 积分 是 


1 ， C1 
pa +7 一 204 = —. 


2 
乘 以 2a' 并 再 作 一 次 积分 给 出 


Ba” = -可 +zg +cig + Cc». (39.9) 


方便 的 是 用 (39.9) 右 边 三 次 方程 的 三 个 根来 代替 三 个 常量 mw,ci ,cx 如 果 用 a,， 
gs,4; 来 表示 这 三 个 根 , 于 是 


Ba” = -ea)(a-a) (a -a). (39. 10) 


QD 然而 ,为 避免 误解 ,必须 强调 , 弱 非 线性 的 这 个 形式 决 不 是 普 适 的 . 例如 ,由 电子 分 布 (36. 11) 
( § 38, 习 题 中 所 用 的 ) 中 最 后 一 项 引起 的 等 离 体 中 波 传播 的 弱 非 线性 会 对 应 于 例如 (39.2) 那 样 的 方程 
中 cxVY63b/3x 的 一 项 . 

加 ”这 是 科 尔 特 威 格 和 德 弗 里 斯 (D.J. Korteweg，G. de Vries( 1895 ) ) 对 浅水 表面 波 推导 出 来 的 . 
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首 量 wm 与 新 常量 的 关系 是 
oo = 了 (ol + + as). (39. 11 ) 


我 们 将 仅 关心 方程 (39. 10) 中 使 la(&) 1 为 有 界 的 解 ;1a1 的 无 限 增加 会 与 弱 
非 线 性 的 假设 相 矛 盾 . 容易 看 出 如 有 果 根 el ,ao ,as 不 全 是 实数 ,这 个 条 件 不 能 满 


足 . 因为 , 令 a, 和 a,( =ar* ) 为 复数 ;于 是 (39. 10) 右边 变 成 le -a1*(a， = 


没有 什么 能 防止 a 趋向 - x. 

因此 常量 c ,ca ,as 必须 是 实数 ; 令 它 们 按 次 序 使 a, > a, > a. 因为 方程 
(39. 10 ) 右边 的 表达 式 必 须 为 正 ,函数 a(é) 只 能 在 a, 宇 a>=a, 范围 内 变化 . 不 失 
一 般 性 ,我 们 可 以 令 a; =0; 通 过 (39.8) 类 型 的 变换 总 可 以 达到 这 一 点 . 用 这 种 
选择 ,我 们 将 方程 (39. 10) 重 写成 


pa” = 了 (ao -a)(a- a) a. (39. 12) 


这 个 方程 的 解 在 a, =0 和 a, 0 的 两 种 不 同情 况 下 具有 不 同性 质 . 在 第 一 种 情 
况 (o =0,a >0) 下 ,方程 的 积分 给 出 


a(&) -och (和 名) (39. 13) 


二 的 零点 取 在 函数 的 极 大 值 处 (这 里 和 今后 ,为 简化 记号 ,我 们 将 波 轮廓 写成 某 
给 定 瞬 间 上 =0 时 上 (=x) 的 函数 ). 这 个 解 描 述 孤 波 (或 孤子 ): 当 ->+% 时 ,区 
数 a(&) 与 其 导数 一 起 成 为 零 . 常量 a, 给 出 孤子 振幅 ,而 其 宽度 随 振幅 增加 而 按 


or 减 小 按照 (39. 11) 有 w= 子 01, 因 此 孤子 的 速率 是 


u = uo + a1/3. (39. 14) 
这 速率 wu >w 而 且 随 振幅 增加 . 
这 里 再 次 提醒 ,对 于 由 KdV 方程 所 描述 的 过 程 ,假设 了 非 线 性 很 弱 . 这 个 条 
件 具 有 明显 意义 :例如 ,如 果 a 是 介质 密度 的 改变 ,这 个 改变 必须 远 小 于 未 受 扰 
密度 . 同时 ,这些 过 程 的 “ 非 线性 程度 "还 由 另外 的 量 纲 为 1 的 参量 L(a,/B)“ 来 
描述 ,其 中 工 是 一 特征 长 度 而 a, 是 微 扰 的 振幅 . 这 个 参量 定义 非 线 性 和 色散 的 
相对 重要 性 , 它 可 以 或 者 小 (如 果 色 散 占 优势 ) 或 者 大 (如 果 非 线性 占 优势 ). 对 
于 孤子 ,其 宽度 L~(B/al)“, 该 参量 是 1 的 量 级 . 
现在 让 我 们 转向 a, 关 0 的 情况 . 在 此 情况 下 ,方程 (39. 12) 的 解 于 是 描述 无 
限 广 延 的 空间 周期 性 波 . 方程 的 积分 给 出 
IE 


其 中 F(s,g) 是 第 一 类 椭圆 积分 : 
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人 人 


sl- (39. 17) 
的 零点 取 在 聘 数 a(&) 的 一 个 最 大 值 处 . 
利用 雅 可 比 椭圆 函数 对 公式 (39. 15 ) 求 逆 ,我们 有 


F(s,p) = | 
具 乃 





sin 9 = 





a=adn’ ( ee 上 (39. 18) 
这 是 一 个 周期 函数 , 按 坐 标 x 的 周期 (波长 ) 是 
A=4 a -4 BK) (39. 19) 
其 中 K(s) 是 第 一 类 完全 椭圆 积分 . 函数 (39. 18 ) 在 一 个 周期 内 的 平均 值 是 
ale Ke, (39. 20) 


其 中 E(s) 是 第 二 类 完全 椭圆 积分 . 很 自然 的 是 考虑 振荡 量 的 平均 值 为 零 的 一 个 
周期 波 . 利用 变换 (39. 8) ,并 从 函数 (39. 18 ) 中 减 去 平均 量 (39. 20) ,就 总 可 以 达 
旬 这 点 . 于 是 波 传播 速率 是 





paps 


小 振幅 振荡 a, - a 对 应 于 参量 值 s << 1. 应 用 近似 表达 式 


和 
Ss Ss , 
dn(z,s) ~1 -+ 27) s<<1, 


我 们 发 现在 这 个 情况 下 , 解 (39. 18) 正 该 变 成 谐 波 


人 | + Ql 一 


和 


(39. 21) 


UW | 
COS kx k= i/——. 





2 2 38 
速率 (39. 21) 变 成 4 = ww -a = wu。 -Bk ,与 (39. 31) 一致 


大 振幅 的 相反 极限 情况 (在 所 考虑 的 波 模 型 中 ) 相 当 于 a 一 0 和 s 一 1. 用 极 
限 公式 
10 2 


Bd 
1-s 





K(s) ~ 了 hn 


我 们 发 现在 这 个 极限 ,波长 对 数 式 增长 


Q@ ”为 了 避免 与 波 数 混淆 .椭圆 积分 的 通常 参量 上 用 * 代替 来 表示 . 
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(39.22 


换 句 话说 ,相继 的 波 腹 进一步 互相 分 离开 . 借助 于 s=1 时 函数 dn z 的 极限 表达 
式 ( 它 对 有 限 z 是 有 效 的 )dn z=1/ch z, 由 (39. 18) 可 获得 每 个 波 腹 附近 的 波 轮 
廊 ,结果 又 回 到 公式 (39. 13). 因此 ,在 极限 s 一 1 ,周期 波 分 成 相距 很 远 的 一 连 串 
抓 子 . 

迄今 我 们 假设 8 >0. 对 于 B <0 的 情况 并 不 需要 专门 考虑 ,因为 在 方程 
(39.4) 中 BB 的 变 号 相当 于 变换 £->-&,a 一 -a. 因为 这 样 的 变换 将 (39.5) 中 的 
目 变 量 & -vot 变 成 -& -voti, 波 传播 速率 变 成 =u -2. 例如 ,对 孤子 的 上 述 结 
果 的 改变 仅 是 a(é&) 变 为 负 , 而 孤子 的 速率 w < ui. 

KdV 方程 具有 某 些 特征 ,导致 看 干 一 般 定 理 . 这 些 是 以 KdV 方程 与 薛 定 雇 
类 型 方程 的 本 征 值 问题 之 间 的 形式 关系 为 基础 的 (C. S. Gardner, J. M. Greene， 
M.D. Kruskal, R. M. Miura ,1967 ) . 

让 我 们 考 感 方程 





ee [ge + Jy =0; (39. 23) 
再 次 选用 6 >0 的 特殊 情况 . 这 个 方程 具有 薛 定 雇 方程 的 形式 , 带 有 - c( 纪 E) 作 
为 势能 , 它 还 依赖 于 参量 i. 令 铺 数 a(1,é) 在 的 某 个 范围 为 正 ,而 当 & 王 +% 
时 , 它 趋 于 零 . 于 是 方程 (39.23) 具 有 本 征 值 s 相当 于 “在 势 阶 -al(i,é) 中 的 有 
限 运 动 ” ,因为 a 依赖 于 4, 这 些 本 征 值 一 般 也 依赖 于 t. 

我 们 将 证 明 , 如 来函 数 a(, 引 满足 KdV 方程 (39.4) , 则 本 征 值 e 并 不 依赖 
i 

按 (39. 23 ) 将 a 表达 为 


__6g{ 
a = 6 人 +e |) ， 
并 代入 (39.4) ,我 们 通过 直接 计算 后 求 得 
”EYA A) (39. 24) 
其 中 
‘68{ i WW 3 pm Ep) 
A(LE) S68 (FB jo +t" Ey )s (39. 25) 


这 里 重要 的 是 (39. 24) 右 边 结果 是 通过 表达 式 4 对 & 的 导数 表达 的 ,这 个 表达 
式 当 一 +% 时 成 为 零 (我 们 注意 到 方程 (39.23 ) 的 离散 谱 本 征 函 数 在 盛 穷 远 处 
为 零 ). 因而 方程 (39.24) 对 二 从 - 至 o 的 积分 ,给 出 


有 
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而 且 , 因 为 这 里 函数 东 的 归 一 化 积分 的 有 限 值 , 由 此 可 见 de/dt =0. 
现在 我 们 将 证 明 ,对 于 (39. 13) 形 式 的 定 第 “ 势 "a(é&) 的 情况 ,方程 (39. 23 ) 
总 共 只 有 一 个 离散 本 征 值 ,相当 于 单 孤 子 . 用 这 个 “ 势 ” ,方程 (39. 23 ) 具 有 形式 





Ub 
w+ (icy +e) y=0, (39. 26) 
其 中 
7) _ a Ci 172 
SS hy (39. 27) 


方程 (39. 26 ) 的 离散 本 征 值 由 下 列 公 式 





£,= -Qa (s-n)’, ;= | -1+ 1/ + )， 
n=0,1,2,.…,， 
给 出 ,其 中 我 们 必须 有 n<s( 见 第 二 卷 , $23, 题 4). 对 于 (39.27) 的 参量 值 有 s 
=1, 所 以 只 有 一 个 本 征 值 ， 
128B 

然而 ,如 果 “ 势 "a(i,é) 代 表 彼 此 间隔 很 大 的 孤子 总 体 (使 得 它们 之 间 没 有 
“相互 作用 ”) , 则 方程 (39. 23 ) 的 本 征 值 谱 由 每 个 势 阱 中 的 “能 级 “(39. 28 ) 相 加 
组 成 ,每 个 能 级 由 相应 孤子 的 振幅 a, 确定 . 

因为 孤子 传播 速率 随 振幅 增加 ,具有 大 振幅 的 孤子 最 终 总 将 超过 具有 较 小 
振幅 的 孤子 . 因此 ,任意 初始 的 彼此 则 隔 很 大 的 孤子 总 体 经 过 一 系列 相互 ” 碰 
撞 " 后 ,最终 将 变 成 按 增幅 序 排列 的 孤子 总 体 ( 我 们 记 住 ,KdV 方程 所 描述 的 所 
有 扰动 沿 同一 方向 传播 !). 

上 述 结果 立即 导致 下 列 重要 结论 :初始 的 和 最 终 的 孤子 总 体 在 孤子 总 数 和 
孤子 振幅 方面 都 相同 ,所 不 同 的 只 是 孤子 在 总 体 中 的 排列 次 序 . 这 是 由 下 列 事实 
直接 得 出 的 :每 个 单独 的 孤子 对 应 于 一 个 本 征 值 ,而 这 些 本 征 值 并 不 依赖 于 时 
间 . 

占据 空间 有 限 区 域 并 按 KdV 方程 演化 的 任何 正 的 (a >0) 初 始 扰动 ,最 终 将 
分 裂 成 单独 孤子 的 总 体 ,其 振幅 不 依赖 于 时 间 . 这 些 孤 子 振幅 和 孤子 数 ,原则 上 
可 以 通过 确定 方程 (39. 23) 在 以 初始 分 布 c(0,) 作为“ 势 "下 的 离散 本 征 值 谱 
而 求 得 . 然而 ,如 果 初 始 扰动 还 包括 a <0 的 区 域 ,其 演化 将 产生 一 个 波 包 , 它 逐 
渐 扩 展开 而 并 不 分 裂 成 孤子 . 

然而 ,为 避免 误解 ,我 们 将 更 精确 地 规定 所 谓 KdV 方程 中 初始 扰动 的 意思 . 
介质 中 某 个 瞬间 所 形成 的 一 个 实际 扰动 ,在 其 ( 某 种 意义 上 由 按时 间 为 二 阶 的 
完全 波 方程 所 描述 的 ) 演 化 过 程 中 ,一 般 地 分 开 成 分 别 沿 正 x 方向 和 沿 负 x 方 疝 





(39. 28) 


二 一 
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传播 的 两 个 扰动 . 因此 ,一 旦 分 成 两 个 扰动 后 ,我 们 立即 选取 其 中 一 个 作为 KdV 
方程 的 “初始 ”扰动 . 


习 题 
对 于 具有 了 <<T. 的 等 离 体 中 的 离子 声波 ,确定 方程 (39.2) 中 的 系数 w 和 


解 :色散 系数 B 由 (33.4) 通 过 按 小 量 ka, 展开 而 求 得 
1 ， 
P= 70, 
其 中 zu =(zT./M). 
在 确定 非 线性 系数 w 时 ,我 们 可 以 忽略 色散 , 即 考虑 [一 0 的 极限 情况 . 在 这 
个 极限 ,等 离 体 总 可 认为 是 准 中 性 的 ,因此 相应 地 可 用 等 温 理 想 气 体 的 流体 力学 
方程 (38.3) ,(38.7) 来 描述 . 令 Ni =No+8SN, 我 们 可 以 把 这 些 方程 写成 准确 度 
直至 小 量 6N 和 vw 的 二 阶 项 . 在 这 些 二 阶 项 中 ,我 们 可 以 令 2=uo6N/No, 如 在 洛 
正和 x 方向 传播 的 波 的 线性 近似 中 那样 (wo 为 线性 近似 下 的 波束 ). 于 是 方程 变 成 
ON Ng 2 _ 3 _ _ L008 98N 
a 
00 asN _ WW yoN ov 
dt N, dx NM Ox Ox 
将 第 一 个 方程 对 1 求 导 , 第 二 个 方程 对 x 求 导 ,并 消去 9v/9t9x, 我 们 求 得 
3 ,9/0 avV_ 2 0 /NON 
[i (Kr) NN, (2 Ox ) 
同样 准确 度 下 ,我们 用 -由 evex 来 代替 右边 的 求 导 符号 9/9t 和 左边 的 差 3/9t - 
uo9/9x 中 的 求 导 符号 9/69t. 最 后 ,在 两 边 消去 求 导 符号 9/9x 并 将 结果 与 (39.2) 
比较 ,我 们 有 





Q = uo/ No. 
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$ 29 和 $31 中 在 计算 无 碰撞 等 离 体 的 电容 率 时 ,我 们 完全 忽略 了 所 有 量子 
效应 . 这 样 所 获得 的 结果 是 有 局 限 性 的 . 首先 ,在 温度 方面 受到 非 简 并 性 条 件 的 
限制 ;对 于 电子 ,这 个 条 件 是 
T >>es ~ REN /m, (40.1) 
其 中 se =p*/(2m) 而 ps 是 7=0 时 费 米 分 布 的 极限 动量 , 它 与 电子 数 密度 N。 的 
关系 有 pi/(3m 上 )=N.. 
而 且 ,将 经 典 玻 尔 兹 曼 方程 应 用 于 外 场 中 的 等 离 体 ,这 种 可 能 性 本 身 涉及 对 
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场 的 频率 w 和 波 矢 k 所 强加 的 某 些 条 件 . 场 发 生变 化 的 特征 距离 ( ~ 17&) 必须 
远大 于 电子 德 布 罗 意 波长 fi/P ,而 与 此 不 均匀 性 有 关 的 动量 的 相应 不 确定 性 ( ~ 
趟 ) 必须 远 小 于 电子 热 分 布 扩展 区 域 的 宽度 ( ~ 7/5). 对 于 非 简 并 性 等 离 体 ,Pp ~ 
T/5 ~ (mT)“, 所 以 这 两 个 条 件 相 重合 . 对 于 简 并 性 等 离 体 ,p ~pryp~or =py/m,， 
但 7 /三石 ,因为 了 三 er. 因此 要 求 


hk << 了 ， (40. 2) 
这 对 两 种 情况 都 是 充分 的 . 最 后 ,频率 必须 满足 条 件 
Rs (40. 3) 


场 能 量子 必须 远 小 于 电子 平均 能 量 ( 但 这 个 条 件 其 实 通常 是 不 重要 的 ). 

现在 让 我 们 考虑 等 离 体 的 介 电 性 质 ,对 电子 组 分 不 强加 条 件 (40. 1 ) 一 
(40. 3 ) ;而 离子 组 分 可 以 仍然 是 非 简 并 性 的 .我们 将 计算 电容 率 的 电子 贡献 部 
分 . 关于 等 离 体 粒子 间 的 相互 作用 可 以 忽略 的 条 件 ,假定 还 是 满足 的 

e NI <<&; (40. 4) 

当 &8 ~er, 这 变 成 NN ”>>me /下 ,或 ev(jior) <<1( 和 参见 第 五 卷 ,$ 80; 第 九 卷 ， 
§ 85 ). 

放弃 条 件 (40.2) 意 味 着 从 一 开始 就 必须 应 用 关于 密度 矩阵 的 量子 力学 方 
程 . 因为 忽略 电子 间 的 相互 作用 ,我 们 可 以 立即 写 出 对 单 粒 子 密度 矩阵 p。,,, (1， 
ri,r,)( 其 中 o, 和 co， 是 自 旋 指标 ) 的 闭合 方程 . 我 们 将 假设 电子 分 布 不 依赖 于 
自 旋 , 换 句 话说 ,密度 矩阵 对 自 旋 指标 的 依存 关系 分 开 成 为 因子 6,,,, ,后 者 将 被 
省 略 掉 . 不 依赖 于 自 旋 的 密度 矩阵 p(i,r, ,r, ) 满 足 方程 


i =(H, ~ Hi )p, (40. 5) 


其 中 真是 外 场 中 的 电子 哈密 顿 算 符 ,而 下 标 1 和 2 表明 算 符 所 作用 的 变量 (六 
或 r,)( 见 第 三 卷 ,$ 14) . 这 个 方程 代替 了 关于 经 典 单 粒子 分 布 图 数 的 经 典 刘 维 
尔 定理 df/dt = 0. 
像 $29 中 那样 ,我 们 将 计算 纵向 电容 率 . 因 此 ,我们 考虑 具有 标 势 为 p(i,r) 
的 电场 ,从 而 电子 哈密 顿 算 符 变 成 
六 = -下 


~ 2m 


V- -ep(t,r). (40.6) 


假定 为 弱 场 ,我 们 令 
p=po(T ~7T2) + p(t,r, ,rT,), (40.7) 
其 中 p。 是 未 受 扰 定常 和 均匀 (但 不 一 定 平衡 ) 状 态 气体 的 密度 矩阵 ;由 于 均 勺 性 
po 仅 依赖 于 差 值 R =r， -rz. 密度 矩阵 po( 尺 ) 与 (未 受 扰 ) 电子 动量 分 布 函数 
no(P ) 由 公式 


no (p) = |po(R)e ™ dx (40. 8 ) 
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相 联 系 ,其 中 .人 是 电子 总 数 ( 见 第 九 卷 (7.20) ). 这 里 函数 上 (P) 和 定义 为 动量 和 
自 旋 分 量具 有 确定 值 的 电子 的 量子 态 的 占有 数 . 具有 自 旋 分 量 的 任 一 值 而 在 动 
量 空间 体积 元 dp 内 的 态 数 是 2d p/(2m 志 ) .因此 m(P) 与 以 前 所 用 分 布 函数 
f(P) 由 关系 式 


_ 2n(p) 
fl(p) = nh) (40.9) 


相 联 系 . 
将 (40.7) 代 入 (40.8) 并 省 略 二 阶 小 项 ,我 们 得 到 对 密度 矩阵 的 小 校正 的 线 
性 方程 


.0 丰 
人 ~ As) | sp(em mm) 二 


一 —-e[ (tr) -p(t,r,) po(r, -r,). (40. 10) 
今 员 
p(T) 三 Pet (40. 11 ) 
于 是 (40. 10) 的 解 对 和 7r, +r,( 以 及 对 时 间 4) 的 依存 关系 可 以 通过 令 
ip =exp [3 iot | gor(r, —r,) (40. 12) 
而 分 开 . 将 这 个 表达 式 代 入 (40. 10) ,我 们 得 到 关于 g,(R) 的 一 个 方程 : 


ota {+3) “25(v -12) je 
= -ep(e -ee ’)p(R). 
现在 我 们 可 以 在 此 方程 中 转向 相对 于 RK 的 全 里 叶 展 开 . 两 边 同 乘 以 
exp( - 亡 " R/#i) ,再 对 dx 积分 (并 应 用 (40.8) ) ,我 们 得 到 


[hw -s(p + +e(p- 字 】 | gp) = 





(其 中 e(P) =p /2m) ,或 等 价 地 
ep no(Dp + hk/2) ~ no(p - hk/2) 
gox (PD) = Dt 
密度 矩阵 在 m =r,=r 的 值 , 确 定 系统 中 粒子 数 密度 :N=2. 人 妨 (t,r,r)( 见 第 
九 卷 (7. 19) ). 因此 , 归 因 于 电场 的 电子 密度 的 变化 是 
N=2N8p(t rr) =2 Ne "gl(R=0), 


(40. 13) 





QD 哈密 顿 算 符 (40.6) 必 须 是 厄 米 算 符 , 所 以 在 其 中 的 [从 而 还 在 方程 (40.10) 中 的 ] 函数 % 是 实 
数 . 但 是 ,在 写 下 方程 (40. 10) 后 ,由 于 它 是 线性 的 ,我 们 可 以 分 别 地 对 每 个 复 单 色 场 分 量 来 求解 它 . 
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或 者 ,将 g,,(R =0) 用 健 里 叶 分 量 表达 
8 | (Ds (40. 14) 


电荷 密度 中 的 相应 变化 是 - e6N.. 
现在 像 在 $ 29 中 那样 来 计算 电容 率 : 从 电荷 密度 与 电极 化 强度 之 间 的 关系 
( -eS8N.=~V*P 了 =- 认 . 了 P 了 ) 出 发 ,我 们 写 出 
eSN., = 


因此 ,对 于 具有 电子 分 布 函 数 n(p)( 现 在 省 略 下 标 0) 的 等 离 体 ; 它 的 纵向 电容 
率 的 电子 部 分 ,我 们 得 出 下 列 公式 

4Te” rn(p +hk/2) -n(p -hk/2) 2dp 

| k.v-w-io (27)’ 
(IO. I. KmaMoaToBd,B. II. Cunnn,1952); 积 分 中 的 极点 照例 按 有 明道 规则 所 规 
定 的 方式 予以 绕 开 . 


在 准 经 典 情况 , 当 条 件 (40.2) 和 (40.3) 满 足 时 ,函数 n n(p + hk ) 可 以 用 大 
的 备 展 开 . 于 是 











el(w,k) -1= -— (40. 15) 


n (p + -n(p -将 ) ~ fk 2 


而 ( 当 考 虑 到 关系 式 (40.9) 时 ) ,(40. 15) 变 成 以 前 的 公式 429. 9), 然而 ,必须 强 
调 ,这 个 公式 中 的 分 布 a(p) 可 以 与 简 并 性 等 离 体 相 联系 . 

让 我 们 把 (40. 15 ) 应 用 到 了 =0 的 完全 简 并 性 电子 等 离 体 ,这 时 对 p < ps 有 
n(p) =1, 而 对 p>ps 有 n(p) =0. 对 (40.15) 中 两 项 分 别 作 积分 变量 变换 p + 


广 鹏 =»p ,我 们 得 到 
_4Te- ] 本 1 2d 
ee hh? 由 全 -_k-:v+i0 mw -kv Be 
其 中 w ,= w+ 有 hk"/2m. 进行 一 次 初等 但 相当 费力 的 积分 后 ,导致 下 列 结 条 


3 人 2- 
el(w,k) -1 a -g(w,) +g(w.))}, 





m(w” ~k vi), w+hkovr 

2hk vr For 
而 且 如 果 自 变量 w <0 ,对 数 应 理解 为 mlul - in.“ 等 离 体 频率 ”02, 仍然 定义 为 
0 =(4TNe Am) 一. 





&(w) = (40. 16) 
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在 准 经 典 极限 ,i << Pr ,hw << sr, 公式 (40.16) 导 致 并 不 含有 大 的 一 个 简 
单 表达 式 : 
0 ， 当 lol > hv,, 
37{70 Se (40. 17) 
2 (kv) 汪 
静态 情况 尤其 令 人 感 兴趣 . 当 w =0 时 ,表达 式 (40. 16 ) 作 为 天 的 函数 ,在 让 
等 于 费 米 球 直径 z 


_30. CD) w + hve 
| 2 | 四 














hk = 2Pf (40. 18 ) 
ee 在 此 点 附近 ， 


iC0 k) -1 = 





[i = 可 
oe (40. 19) 
我 们 将 证 明 ,这 个 奇 点 ( 称 为 科 思 奇 点 ) 的 存在 导致 等 离 体 中 电荷 场 屏 项 性 质 的 
变化 , 它 不 再 是 指数 式 的 . 包 
我 们 将 表达 式 (40. 19 ) 写成 下 列 形式 : 


1 
ei( 0.,k) Rs (40. 20) 


其 中 a =e /A(2miiv;) ,而 常量 B 可 能 也 包括 来 自 等 离 体 的 非 简 并 性 离子 组 分 的 
非 奇异 贡献 . 

由 于 等 离 体 中 人 处 于 静止 的 小 点 电荷 6 所 产生 的 场 , 它 的 傅 里 叶 分 量 用 电容 
率 表 达 为 下 列 公式 





本 40. 21 
ne (40. 21) 
( 见 8$31, 题 1). 关 于 电势 作为 离 电 荷 e 的 距离 的 函数 g(r) ,我 们 有 
i 
p(r) = | pre Car 2 | we kdk. (40. 22 ) 


当 8 一 0 时 ,函数 pg(%) 趋 于 常量 极限 ,并 且 没 有 任何 奇异 性 . 因此 , 当 一 % 
时 ,(40.22) 中 积分 的 渐 近 形式 由 这 个 旺 数 在 hk =2p; 的 奇异 性 确定 . 在 该 点 附 
近 ， 


ad 





| 站 


QD 在 7=0 时 ,这 些 条 件 是 充分 的 ,问题 在 于 当 就 or7yer 一 0 和 T0 时 ,si 的 极限 值 不 依 束 于 过 渡 
到 极限 的 次 序 . 因此 让 of 与 了 之 间 的 关系 不 重要 . 
© 满足 条 件 (40. 18) 时 引出 的 奇 点 , 它 的 物理 推论 是 由 科恩 (WW. Kohn(1959)) 指 出 的 . 
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这 个 区 域 对 积分 渐 近 值 的 贡献 是 


2ipF Ys 





下 = on 


由 于 迅速 收敛 性 ( 见 下 面 ) ,对 的 积分 可 以 取 为 从 -% 至 %. 

为 计算 积分 J ,我 们 将 它 分 成 从 -% 至 0 和 0 至 % 的 两 部 分 ,并 在 每 一 部 分 
中 我 们 使 积分 路 径 在 复 上 平面 转动 直至 它 与 正 虚 轴 重 合 . 然后 , 令 &=iy, 我 们 得 
到 





— ln | ydy. 


1= [om [ml 
a 
0 


括号 中 的 差 值 正好 是 ir ,所 以 J=ir(#i/2prr) .最 后 结果 是 
ea cos(2per/h) 
2B Pr 

因此 ,远离 电荷 受 屏蔽 场 的 电势 是 振荡 的 ,其 振幅 按 寡 律 减 小 . 对 了 =0 的 简 
并 性 等 离 体 所 推导 出 的 这 个 结果 ,对 于 低温 下 在 距离 r << jv;AT 处 仍然 有 效 . 


习 ” 题 


对 于 T=0 的 简 并 性 等 离 体 . 在 下 值 的 准 经 典范 围 确 定 电 子 振 荡 谱 . 
解 :函数 w( 拉 由 e(w) =0 给 出 ,而 | 用 (40.17) 的 表达 式 .对 于 小 (kvr 
<< 02.) ,我 们 发 现 hvp/w <<1; 将 el(w,k) 用 这 个 比值 作 展 开 , 我 们 求 得 
w= 10. [+ 去 (人 站) | (1) 
( A. A. Bnacos ,1938). 帆 这 部 分 谱 对 应 于 寻常 等 离 体 振荡 (参见 (32.5)). 
对 于 大 (hv >> 02., 但 仍 有 有 <<ps) ,我 们 发 现 四 一 1of :用 逐步 求 近 法 求解 
方程 e =0 ,我 们 得 到 





p(r) 一 一 (40. 23 ) 





2 kv 
w=kve |1 +2exp { - 3 -2)| (2) 
(HI. H. TonpnaMaH,1947). 这 部 分 谱 类 似 于 不 带电 费 米 气体 中 的 零 声 (参见 第 九 


卷 (4.16)). 
图 12 以 图 解 显示 谱 的 形状 .我 们 注意 到 :到 处 有 w/k>vi; 因 为 当 T 了 =0 时 ， 


个 ”我 们 注意 到 , 简 并 等 离 体 中 准 经 典 频 率 2. 的 条 件 ( ji2. << sr ) 与 理想 等 离 体 的 条 件 \40.4) 相 
同 . 
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没有 过 率 v>vw 的 粒子 .所 以 朗 道 阻尼 严格 为 零 . 





第 四 章 
等 遍 体 中 的 碰撞 


$41 朗 道 碰撞 积分 


关于 等 离 体 性 质 的 研究 ,如果 考 虑 到 粒子 间 的 碰撞 ,就 必须 从 推导 对 电子 和 
离子 的 分 布 晒 数 的 动 理 方程 开始 . 

这 个 情况 的 特点 与 带电 粒子 间 库 仑 相互 作用 力 的 缓慢 减 小 有 关 . 如 果 玻 尔 
效 曼 碰撞 积分 被 照 原 样 应 用 ,结果 是 对 于 互相 磁 撞 粒子 间 的 大 距离 来 说 ,将 导致 
积分 是 发 散 的 . 这 意味 着 远 距 碰撞 起 重要 作用 .但 在 大 距离 时 ,粒子 发 生 偏 移 只 
有 微小 动量 变化 .这 种 情况 容许 具有 类 似 于 在 福 殉 尔 -普天 克 方 程 中 那样 的 碰 
撞 积 分 形式 . 然而 ,与 后 者 不 相同 的 是 ,碰撞 积分 对 所 寻求 分 布 涵 数 来 说 现在 不 
是 线性 关系 .但 是 碰撞 中 动量 变化 相对 很 小 ,在 任何 情况 下 意味 着 可 以 把 碰撞 积 
分 所 描述 的 过 程 当 作 动 量 空 间 中 的 扩散 来 处 理 . 因此 , 它 可 以 写成 
0s, 
0p。 
其 中 s 是 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 问题 是 要 把 这 个 粒子 流 用 分 布 函数 来 表达 . 

对 于 一 个 动量 为 的 粒子 与 动量 为 p' 在 范围 dp’ 内 的 粒子 之 间 每 单位 时 间 
发 生 的 碰撞 数 , 我 们 写成 


CC = -Vs=- 





wf/(p)f '(p')d qd'p’; 
在 碰撞 中 ,p 和 p' 分 别 变 成 p +g 和 p' -4. 这 里 已 经 考虑 到 碰撞 中 的 动量 守恒 . 
为 简洁 起 见 ,省 略 了 分 布 了 水 数 中 的 自 变 最 1 和 x. 粒子 p 和 粒子 p' 可 以 是 等 离 体 
中 的 相同 类 型 或 者 不 同类 型 (电子 ,离子 ). 我 们 将 认为 函数 w 是 通过 每 个 粒子 
碰撞 前 后 动量 之 和 的 一 半 以 及 动量 传递 4g 来 表达 的 : 


w{p+ | 
当然 , 它 还 依赖 于 相 磁 撞 粒 子 的 类 型 . 根据 细致 平衡 原理 (2.8) , 困 数 w 关 于 亡 
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始 粒 子 和 终 末 粒子 的 交换 是 对 称 的 : 
w (p+9,p' -1 ;9 | A 5 (41.1) 

函数 w 含有 一 个 8 函数 的 因子 , 它 表 达 磁 撞 中 能 量 守 恒 ( 动 量 守恒 早已 被 考虑 到 ). 

让 我 们 考虑 (给 定 类 型 粒子 ) 动 量 空间 某 点 p 垂直 于 p。 轴 的 单位 面积 . 按 定 
义 ,粒子 流 密 度 分 量 * 是 每 单位 时 间 从 左 向 右 穿 过 这 个 面积 比 从 右 问 左 穿 过 它 
所 超过 的 (该 类 ) 粒 子 数 . 动量 空间 中 的 移动 是 碰撞 的 结果 . 如 果 一 个 粒子 在 碰 
撞 中 接受 动量 的 a 分 量 等 于 9.( >0) ,这 种 碰撞 的 结果 将 是 ,对 于 从 左 向 右 穿 过 
这 面积 的 那些 粒子 ,碰撞 前 它们 的 这 个 分 量 值 位 于 从 P。 -9。 至 Pp。. 因此 ,从 左 问 
右 穿 过 该 面积 的 粒子 总 数 是 


x [of ap’ | w (p+9,p' -F339 )fPp)f '(p') dp 


qu >0 


PO Me 
给 定 类 型 ). 类 似 地 ,从 右 向 左 穿 过 该 面积 的 粒子 数 可 写成 


由 | A a -gj]KP+9)A CP -q) dp. 


由 于 (41 La 两 个 积分 中 的 函数 是 相同 的 . 因此 这 些 积分 的 差 含有 被 积 
表达 式 中 的 差 
fl(p)f '(p') -APDP+9g)F CD -9). 
现在 我 们 应 用 动量 传递 Y 很 小 这 个 事实 (更 确切 地 说 ,积分 中 重要 的 4 值 
远 小 于 p 和 p'). 将 上 述 差 展开 成 4 的 震 函 数 ,直至 一 级 项 我 们 求 得 


fp) pry af'(p') 
| 
于 是 ,至 相同 准确 度 , 我 们 可 以 在 被 积 表达 式 中 令 


slot- 


对 dp。 的 积分 , 它 包 括 从 p。- gq。 至 p。 的 小 区 间 ,可 用 这 个 区 间 q。 简单 相 乘 来 代 
替 . 结果 是 


:9 ) ~w(p,p' 39). 


5 {daf wtpp's0 Ap) 人 


qa>0 





-AP 国电 ggap (41.2) 
B 
由 于 (41.1),w(p,p';q) 是 g 的 偶 函 数 ,因而 (41.2) 中 整个 被 积 表 达 式 也 是 侦 
函数 . 这 使 我 们 能 够 把 对 半空 间 9_ >0 的 积分 用 对 整个 4 空间 积分 的 一 半 来 代替 . 
在 重 写 表达 式 (41.2) 时 ,我 们 同时 在 其 中 按照 
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wdg=|lv -vy’ldo 
引进 碰撞 截面 来 代替 晒 数 w. 正如 由 于 写 下 关于 碰撞 积分 的 形式 (3.9) 时 所 早已 
解释 过 的 ,从 此 以 后 可 以 认为 独立 积分 的 数目 已 通过 应 用 能 量 守 但 律 而 减少 . 因 
此 每 类 粒子 在 动量 空间 的 动量 流 密 度 采 取 下 列 形式 : 
_~ af '(p') £1, Af(P) 3 ， 
| (41.3) 
其 中 
1 
B,, = 本 | guosly -9 1de. (41.4) 
剩 下 还 要 计算 对 于 按 库仑 律 相互 作用 的 粒子 的 碰撞 的 量 Bs 
对 于 小 偏 移 角 , 相 碰 粒子 的 动量 变化 4 垂直 于 其 相对 速度 ” -v'. 因此 , 张 
量 B。 对 矢量 w -v ' 也 是 横向 的 : 
Bs(vs -v's) =0. (41.5) 
立刻 可 以 注意 到 ,对 于 所 有 粒子 的 平衡 分 布 ,这 样 就 自动 保证 了 流 (41.3) 
变 为 零 . 用 麦克 斯 韦 分 布 f 和 f/f'( 具 有 相同 温度 7),(41.3) 中 的 被 积 表达 式 变 成 
(vv) Bo =0. 
矢量 w ~v ' 同 时 也 是 张 量 能 够 依赖 的 唯一 矢量 . 这 种 张 量 ,对 v -v ' 为 横向 ， 
必须 具有 下 列 形式 
1 (vs -Va) (vs -vg) 
其 中 标量 
B=B,. = [9 Iv ~-v’|do. 
令 Y 为 (二 粒子 质心 系 中 ) 相 对 速度 的 偏 移 角 . 对 于 小 偏 移 角 ,动量 改变 具 
有 数量 为 gjlv -v'Ilx, 其 中 1 是 粒子 的 约 化 质量 . 因此 
1 2 113 2 2 :13 
= lv -2 | |x do =p |v -9 | cl， 
其 中 
o.= (1c do~ xdo 
是 输 运 截面 . 关于 库仑 场 中 小 角 散 射 的 微分 散射 截面 ,由 卢 瑟 福 公 式 给 出 为 
4(ee' daor 二 87(ee’)’ dv 
pv -ox (9 -vx 
(其 中 e 和 e 是 相信 粒子 上 的 电荷 ). 因此 , 输 运 截面 是 


:sy2 
(ee | 之 (41.7) 
ux(v -9) XX 


do ~ (41.6) 
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所 以 ,Bs 的 值 是 

积分 5 是 对 数 发 散 的 . Rp ee , 导 
致 小 角度 散射 的 高 概率 . 然而 实际 上 , 电 中 性 等 离 体 中 ,一 个 粒子 的 库仑 场 在 充 
分 大 距离 处 受到 其 余 电 荷 的 屏蔽 ; 令 xun 表示 仍 能 被 认为 是 库仑 散射 的 最 小 散 
射 角 的 数量 级 .上 限 处 的 发 散 只 不 过 是 由 于 所 有 公式 都 是 在 小 角度 散射 的 假设 
下 写 出 的 ,而 当 y~1 时 它们 不 再 适用 . 注意 到 大 自 变 量 的 对 数 对 该 目 变量 的 小 
ne 

=jln(1Ay。) (41.9) 
这 个 量 称 为 库仑 对 数 . op 确定 它 的 这 种 方法 使 整个 讨论 从 限于 所 请 对 
数 准 确 度 , 它 不 仅 忽 略 了 远 小 于 大 量 1Axis 的 量 ,而 且 也 忽略 了 和 远 小 于 其 对 数 
的 量 . 

xu 的 实际 估计 依赖 于 粒子 的 散射 是 用 经 典 力学 描述 还 是 用 量子 力学 描述 
(表达 式 (41.8) 本 身 对 两 种 情况 都 是 有 效 的 ,因为 纯 库仑 散射 在 经 典 力学 中 和 
在 量子 力学 中 都 是 用 卢 瑟 福 公 式 描 述 的 由) 

等 离 体 中 一 个 粒子 的 库仑 场 , 德 拜 半径 a 量 级 的 距离 被 屏蔽 . 在 经 典 情况 ， 
xu 定义 为 在 碰撞 参量 ~a 处 通过 的 散射 角 . 相应 的 动量 变化 是 4 ~ lee 17/(cz) 
( 即 力 ~ lee’'1/a* 和 渡 越 时 间 ~ a/i. 的 乘积 ).@9 除 以 动量 ~jv., 我 们 有 XxX, ~ 
iee'1/(apvi ). 经典 散射 的 条 件 是 lee'1/ 所 , >> 1( 见 第 三 卷 , 》 127) .因而 我 们 有 

L=In ee 当 名 >>1. (41. 10) 

在 相反 的 极限 情况 lee'17( 外,) <<1, 散 射 必须 按 量子 力学 方式 应 用 玻 恩 近 
似 处 理 . 这 个 情况 下 散射 截面 用 具有 波 矢 4/ 声 的 散射 势 的 傅 里 叶 分 量 来 表达 . 屏 
蔽 电荷 “ 云 ”( 尺 度 ~a) 对 这 个 分 量 的 贡献 , 当 ga/ 天 过 1 时 变 得 很 小 ;这 正 是 纯 库 
仑 散射 的 条 件 . 从 而 角 xy。。 按 条 件 

gunQ/h ~ na/ 下 ~ 





求 出 . 于 是 ,在 这 个 情况 ， 





CTV， / 
Ei (41.11) 
无 hv 


@ 在 量子 情况 ,对 于 同类 粒子 (电子 ) 的 散射 ,必须 考虑 到 交换 效应 . 然而 ,这 个 效应 并 不 改变 小 角 
度 散 射 截面 的 极限 形式 (41.6). 

@ 这 里 以 及 下 面 所 有 类 似 地 方 ,5 是 两 个 粒子 相对 速度 w -v ' 的 平均 值 . 如 果 两 粒子 为 同一 类 型 ， 
它 是 平均 值 5; 如 果 它 们 为 不 同类 型 , 它 是 5 和 六 中 的 大 者 . 
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当然 , 当 lee'1 ~ 让, 时 ,表达 式 (41.10) 和 (41.11) 重 合 . 
现在 让 我 们 通过 将 (41.8) 代 入 (41.3) , 写 出 动量 空间 中 流 密度 的 最 终 表达 式 : 


5 ， = >2m(ee)2 | (ff) x 


op 8 9pg 
:2 加 rr 人 
人 (41. 12) 
lv -wv'| 
相应 的 动 理 方程 是 
Yr Ye(Eris xB) :一 = -名 “8 (41. 13 ) 
ot or C op 


(其 中 e 是 与 上 有关 的 粒子 上 的 电荷 , 即 对 电子 是 -e 而 对 离子 是 ze). 对 于 粒子 
间 有 库仑 相互 作用 的 气体 ,对 数 近 似 下 的 碰撞 积分 是 由 朗 道 ( 刀 . A. JIaraay 
(1936) ) 所 确定 的 . 

朗 道 碰撞 积分 的 适用 性 依赖 于 满足 茶 些 条 件 . 分 布 肾 数 明显 变化 的 特征 长 
度 1/k 必须 远大 于 屏蔽 半径 a, 而 特征 时 间 1/w 必须 远大 于 a/5.; 然 而 ,在 对 数 
近似 下 ,实际 上 充分 的 是 只 要 这 些 条 件 以 弱 形式 , 即 用 < 来 代替 << ， 

ka<1, w<v/a (41. 14) 

得 到 满足 . 


习 题 


8$34 中 曾经 证 明 . 具有 波 数 天 的 电子 密度 的 微 扰 已 经 由 于 朗 道 阻 尼 被 消除 
后 ,分布 逊 数 的 微 扰 仍 继续 像 e  "”(34. 16) 那 样 振荡 . 求 出 当时 间 上 >>1X( 而 ) 
时 ,由 于 库仑 碰撞 这 些 振荡 的 阻尼 . 
解 : 我 们 寻求 下 列 形式 的 分 布 函数 : 
f=f+8/, f=a(t,w)e ”| (1) 
其 中 是 平衡 分 布 乒 的 微 扰 ,而 @& 是 速度 的 慢 变 函数 ( 仅 在 区 间 ~ 了 >>1/( 太 it) 才 
有 明显 变化 ). 将 (1) 代 入 (41. 12) ,我 们 只 需 在 被 积 表达 式 中 保留 下 面 这 样 的 项 : 


hp) EP Rp) Pp’); 


其 余 项 仅 有 很 小 贡献 ,这 或 者 是 由 于 迅速 振荡 因子 exp( -这 .121) 使 积分 变 得 
很 小 . 或 者 是 由 于 它们 并 不 包含 因子 有 t>>1/5. 对 于 后 一 原因 ,在 计算 VS 时 
需要 求 导 的 也 只 有 指数 因子 . 于 是 动 理 方程 给 出 

0 2 
= —k kbat a, 


其 中 数量 级 上 系数 be ~ 玉 p, 而 了 是 碰撞 频率 . 因此 


a(t,9) =ao(y )exp| -bo ] ， (2 ) 
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从 而 振荡 的 阻尼 时 间 是 

TT,~v (ko) . 
因为 朗 道 阻 尼 的 整个 理论 仅 当 肌 >>v 才 有 意义 ,我 们 有 TT， <<1/v. (2) 式 的 结 
果 仅 当 其 中 指数 远 小 于 (1) 式 中 指数 hvi 时 才 正 确 ; 为 此 我 们 必须 有 上 << 
(vk5) ~. 此 时 ,振荡 被 阻尼 到 乘 以 因子 exp[ - Vh5/v]. 
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电子 质量 m 和 离子 质量 M 之 间 的 很 大 差别 阻碍 了 电子 与 离子 间 的 能 量 传 
递 : 当 一 个 重 粒 子 与 一 个 轻 粒子 碰撞 时 ,各 自 能 量 几 乎 不 变 . 因此 ,电子 间 和 离子 
间 各 自 平衡 的 建立 要 比 电 子 与 离子 间 平 衡 的 建立 快 得 多 . 结果 很 容易 导致 这 样 
一 种 情况 ,等 离 体 的 电子 和 离子 组 分 各 自 具 有 麦克 斯 韦 分 布 ,但 带 有 不 同 温度 
7. 和 了 ,它们 中 也 通常 较 大 . 

电子 和 离子 温度 之 间 的 差别 引起 等 离 体 两 组 分 间 的 能 量 传递 ,这 可 确定 如 
下 (1. .Jannay ,1936). 

对 属于 电子 的 和 属于 离子 的 物理 量 ,我 们 将 暂时 分 别 用 字母 上 带 符 号 “'” 和 
不 带 符号 来 表示 . 每 单位 体积 和 单位 时 间 离 子 能 量 的 变化 由 下 列 积分 给 出 : 


本 二 | scCDdp= 一 |e V， . Sd D， 
或 者 ,分 部 积分 


= dp= [svd'p (42.1) 
(对 动量 空间 中 无 限 远 曲面 上 的 积分 照例 为 零 ). 

确定 动量 空间 中 电子 流 和 离子 流 的 公式 (41.3) 中 的 求 和 , 剩 下 的 仅 有 相应 
于 电子 离子 碰撞 的 那些 项 ;电子 电子 和 离子 离子 碰撞 的 项 对 麦克 斯 韦 分 布 来 说 
为 零 . 将 温度 分 别 为 7' 和 7 了 的 麦克 斯 韦 分 布 代 人 这 些 剩 余 项 中 ,对 于 离子 流 我 
们 得 到 

J 
按 (41.5) ,Bov's = Bogva, 作 这 个 变换 并 将 离子 流 s 代入 (42. 1) ,我 们 求 得 
Ee = ( 一 ) | 'vavaBoad pd p”. (42.2) 

因为 电子 质量 小 ,它们 的 速度 平均 来 说 远大 于 离子 的 . 因此 在 8 中 我 们 令 
,， -。 ~u 于 是 量 B_ 不 再 依赖 于 ， ,从 而 在 (42.2) 中 我 们 可 以 完成 对 dp 的 
积分 : 


3 1 本 T 
[frrvad'p = da Nv = dN i 
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因此 
和- 各 (joer 9 
最 后 ,这 里 把 由 (41.8) 的 B=4ne'z2L/v'( 其 中 ze 是 离子 电荷 ) 代 入 ,并 注意 到 对 
于 麦克 斯 韦 分 布 有 
‘dp’ vy /2m 
bs 4)! = 站 a 
我 们 得 到 


ee ek 7 -7). (42. 4) 

具有 仙 号 的 同样 表达 式 给 出 等 离 体 中 电子 组 分 的 能 量 减少 , - dE'/di. 将 每 

单位 体积 的 电子 能 量 用 电子 温度 表达 为 E' =3N'T'/2, 并 对 电子 和 离子 量 恢复 
应 用 下 标 e 和 和 i, 我 们 可 以 写 出 电子 温度 变化 率 的 下 列 最 终 表达 式 : 


d7 fy PT?M 





一 一 = 一 TEST 42. 4 
dt 全 5 8N.zeL (2mm) ( ) 
这 里 库仑 对 数 是 
In( aT./ze’ ), 当 ze /( iv) >>1, 
(42.6) 


L = 
|In( /mTa/h), ze /( hor) <<1. 
量 7 是 关于 电子 离子 间 建 立 平 衡 的 弛 驳 时 间 . 
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我 们 由 $41 中 的 推导 看 出 , 输 运 截面 gr,(41.7) 在 动 理 方程 中 起 碰撞 参量 
的 作用 . 它 因 而 也 - 定 会 出 现在 平均 自由 程 的 定义 中 . 
对 于 电子 电子 (ee) 和 电子 离子 (ei) 磁 樟 , 约 化 质量 jy ~m, 以 及 因为 电子 速 
率 远大 于 离子 速率 ,我 们 有 
MV. -0) ~ mv ~ T.. 
由 此 得 到 电子 平均 自由 程 的 估计 量 为 
1. ~T LA(4Te NE ) ， (43.1) 
其 中 工 由 (42.6) 给 出 .估计 量 中 省 略 了 因子 z, 它 被 假设 为 z; ~1. 电子 平均 自由 
时 间 7.( 或 其 倒数 ,碰撞 频率 v.) 是 
六 Ne 9 (43.2) 
ve Vr 4Te NL. 


注意 到 
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L_ 1 了 3/2 
a 加 | N36? ) 

和 由 于 等 离 体 为 稀薄 的 条 件 (27. 1) 而 有 /. >> a.. 因此 ,碰撞 频率 远 小 于 电子 等 

离 体 频率 : 


WR a (43.3) 
类 似 地 ,关于 离子 离子 (ii) 碰撞 的 离子 平均 自由 程 是 
lL ~ TP/(4meNL), L,=In(aT./e’), (43. 4) 
其 中 二 是 用 离子 量 代 替 电 子 量 的 库仑 对 数 . 相应 的 平均 自由 时 间 是 
1 TM 
ee (43.5) 
Zi 4Te NL. 


量 7. 确定 等 离 体 的 电子 组 分 建立 局 域 热平衡 的 弛 豫 时 间 的 数量 级 ,而 7; 是 
关于 离子 组 分 的 相应 弛 豫 时 间 . 虽然 对 ee 和 ei 碰撞 的 频率 v.. 和 vw 具有 相同 量 
级 ,但 r. 绝对 不 是 电子 和 离子 间 建 立 平衡 的 弛 物 时 间 , 它 仅 描述 从 电子 向 离子 
的 动量 传递 率 , 而 不 是 描述 它们 之 间 的 能 量 交换 率 .电子 离子 平衡 的 弛 列 时 间 由 
$ 42 中 所 确定 的 量 7 给 出 .把 这 些 不 同 的 时 间 进 行 比较 表明 

To: Ti Tv~1: (M/m) ’: (M/m). (43.6) 

平均 自由 程 可 用 来 估计 等 离 体 的 动 理 系 数 . 

为 估计 电导 率 o ,我 们 应 用 熟悉 的 “气体 动 理学 理论 "的 初等 公式 . 具有 电 
荷 e 和 质量 m 的 粒子 ( 载 流 子 ) ,在 自由 运动 的 时 间 7 内 ,从 电场 EE 获得 “有 序 ” 
速率 了 ~ reh/m. 这 个 运动 所 产生 的 电流 密度 是 7 ~ eN7 电导 率 是 7 和 之 闻 的 
比例 因子 ,因此 是 


o ~e Nr/m ~e Nl/( mv;), (43.7) 
其 中 l,m 和 vw; 选取 属于 较 轻 粒 子 即 电 子 的 量 . 应 用 这 个 公式 ,o 的 估计 量 是 
o ~T /em lL.. (43.8) 


热 导 率 可 用 初等 公式 (7. 10) 类 似 地 加 以 估计 . 电子 起 主要 作用 ,我们 有 Kx ~ 
N.lvrece( 其 中 c。~1 是 电子 热 容 ) ,由 此 得 
K ~T/(e'm' LL,). (43.9) 
等 离 体 的 黏度 ,与 电导 率 和 热 导 率 不 同 ,主要 归 因 于 离子 运动 ,这 是 由 于 等 
离 体 的 大 部 分 动量 集中 于 离子 组 分 . 而 且 , 一 个 离子 与 电子 发 生 磁 撞 时 ,其 动量 
变化 不 大 ,为 此 仅 考 虑 让 碰撞 就 够 了 .黏度 按 (8.11) 佑 计 为 了 ~NiWivn ,由 此 
n ~ ah 大 [0e)， (43. 10 ) 
关于 表达 式 (43.8) 一 (43. 10) 中 系数 的 计算 ,需要 求解 带 归 道 碰撞 积分 的 
线性 化 动 理 方程 ,这 只 能 用 近似 数值 计算 方法 完成 . 例如 ,对 于 氧 等 离 体 (z=1)， 
关于 og ,x 和 7 表达 式 中 的 系数 ,分 别 是 0.6,0.9 和 0.4. 
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$44 洛 伦 兹 等 离 体 


在 计算 等 离 体 中 对 动 理 系数 的 电子 贡献 时 ,一 般 必须 考虑 到 ei 和 ee 两 类 
页 撞 . 然而 ,如 来 岗子 电 蓓 充分 大 ,ei 碰撞 的 影响 可 能 占 优 势 . 的 确 ,ee 碰撞 截面 
正比 于 (e )” ,而 这 种 碰撞 的 频率 >。 还 正比 于 电子 密度 N,; 类 似 地 ,ei 碰撞 的 频 
率 正 比 于 (ze ) Ni =ezN. ,所 以 如 果 z>>1 则 有 zz，>>z .一 个 等 离 体 , 当 其 中 的 
ee 碰撞 与 ei 碰撞 比较 起 来 可 以 忽略 时 , 称 为 洛 伦 兹 等 离 体 .虽然 这 不 是 一 个 很 
现实 的 情况 ,但 就 方法 论 上 来 说 以 及 就 对 其 他 系统 的 可 能 应 用 中 来 说 ,这 都 是 令 
人 感 兴趣 的 . 

因为 离子 速率 远 小 于 电子 速率 ,一 级 近似 下 可 以 忽略 离子 速率 , 即 可 认为 离 
子 是 静止 的 ,而 且 具 有 给 定 分 布 .关于 外 电场 中 等 离 体 行为 的 问题 ,有 一 从 尤 方 
(p) + 88, 
小 校正 项 洲 对 电场 是 线性 的 , 即 , 具 有 形式 8f =p， Eg(p). 这些 条 件 下 的 电子 
离子 碰撞 积分 ,与 8 11 关于 轻 气体 在 重 气 体 中 扩散 问题 给 出 的 碰撞 积分 形式 上 
相同 : 














AN | 胆 


C(f) = -ve(v) Sh, (44.1) 
带 有 与 速率 有 关 的 有 效 碰撞 频率 : 
Zes(D) = Nizo'” ， (44.2) 


而 oo 是 电子 被 离子 散射 的 输 运 截 面 . 用 (41.7) 给 出 的 oo:” 和 zN, = N。, 我 们 
求 得 
4Tze mV 工 
大 全 (44.3) 


本 节余 下 部 分 我 们 将 简单 地 写 为 v(v) ,省 略 下 标 ei. 

现在 让 我 们 来 计算 ,空间 均匀 ( 波 和 撩 k =0) 但 周期 性 变化 (xe “) 的 电场 
中 , 洛 伦 效 等 离 体 的 电容 率 . 对 平衡 分 布 的 校正 WR 关于 
它 的 动 理 方程 是 





afo 


0 (44. 4) 
还 注意 到 6f/63p = -~ 匠 ZMT, 由 此 我 们 求 得 
C ho 
Be re (44.5) 


电容 率 借 助 于 关系 式 (29.4) : -iwP =j, 或 者 


中 例如 ,一 个 弱电 离 气 体 ,其 中 ei 碰撞 由 电子 与 中 性 原子 之 间 的 碰撞 所 代替 . 
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本 
4T 
予以 确定 . 用 (44. 5) 代 入 并 对 9 的 方向 平均 ( 按 (wap》= 本 8wz) ,我 们 得 到 


4Te vfodp 
3wT ww 证 iv(v) 





一 1 


二 -e fanan (44.6) 


E(w)=1-— 


在 极限 w >>v 也 ,这 个 公式 给 出 
a a Se ya (44.8) 
no) 
其 中 《> 是 对 电子 的 麦克 斯 韦 分 布 求 平 均 . 用 (44.3) 的 v(v) 来 计算 平均 值 ,我 们 
得 到 


(44.7) 





re 4 Yin ze EN, 人 (mw >>v). (44.9) 
w 3 Tm ww 

然而 ,这 个 公式 的 有 效 范 围 还 有 一 个 上 限 , 由 碰撞 积分 中 使 对 数 近 似 适用 的 一 般 
条 件 (41.14) 给 出 ,w <<vi./a。 = 人 2.( 频 率 必须 远 小 于 电子 等 离 体 频 率 )%. 

公式 (44.9) 具 有 特殊 意义 ,因为 它 对 任何 (不 仅 大 )z 的 值 都 是 有 效 的. 当 
w >>v 时 ,碰撞 仅 引 起 小 校正 ,因而 ei 和 ee 碰撞 可 以 各 自 单独 地 处 理 . 不 存在 离 
子 时 ,均匀 电场 仅 会 引起 电子 整体 的 位 移 ,这 种 系统 中 的 碰撞 不 能 引起 耗 散 (由 
电容 率 的 虚 部 ae" 表示 ) ,在 这 些 条 件 下 , 耗 散 仅 归 因 于 (44. 9) 中 考虑 到 的 ei 
碰撞 . 

在 相反 的 极限 情况 , 当 w <<v 时 ,电容 率 是 








a =i~aC， 有 (7) (44. 10) 


这 个 极限 表达 式 中 的 量 o 是 等 离 体 的 静电 导 率 ( 见 第 八 卷 , 8$58). 用 (44.3) 的 
v ,计算 给 





A (44. 11) 
T ze Lm 
当然 ,通过 用 (44.5) 的 5/( 带 有 w=0) 直 接 计 算 电 流 密度 
j= -| 3yfdp 


也 会 得 到 同样 结果 . 
我 们 还 将 计算 洛 伦 兹 等 离 体 的 其 他 动 理 系数 ,它们 与 恒定 (w =0) 电 场 和 温 
度 梯度 下 等 离 体 的 行为 有 关 . 让 我 们 首先 回想 一 下 这 些 系数 的 定义 ( 见 第 八 卷 ， 


QD 符号 >( 不 带 自 变量 ) 表 示 v=vr 时 v(v) 的 值 . 在 现在 的 情况 ,> =47ze NL/( mL TY). 
四 对 wy>> 0. 时 er 的 计算 在 $48 中 讨论 ， 


$44 洛 伦 兹 等 离 体 * 165: 





8 25 ). 

大 家 知道 ,热平衡 的 条 件 要 求 在 整个 介质 内 ,不 仅 温度 是 恒定 的 ,而 且 j+U 
也 是 恒定 的 ,其 中 4 是 粒子 的 化 学 势 , 而 UV 是 外 场 中 粒子 的 能 量 . 在 目前 情况 
下 ,我们 考虑 的 是 对 于 电子 的 平衡 ,所 以 jn 应 理解 为 电子 化 学 势 , 而 U = -ep, 其 
中 p 是 电场 势 . 因此 ,电流 和 和 耗 散 能 流 g' 仅 当 T= const 和 jw - ep = const, 即 
VT=0,Vu+eE =0 时 , 才 同 时 为 零 . 关于 满足 所 述 条 件 的 j 和 g' 的 表达 式 写 出 
如 下 : 


E+ v= i+a vy?, (44. 12) 


q'=9- (9-E)i=ar-« v7 (44. 13) 


这 里 o 是 介质 的 电导 率 ,x 是 热 导 率 ,a 是 温差 电 系 数 ;(44. 12) 中 VT 前 的 系数 
与 (44. 13 ) 中 了 前 的 系数 之 间 的 关系 是 根据 昂 萨 格 原理 得 出 的 . 量 (9 -jp/e)j 
(从 总 能 流 减 去 的 部 分 ) 是 运 流 能 流 密度 中. 
为 计算 动 理 系数 ,我 们 从 动 理 方程 
加 + afo 





-eE.: pe —-y(v)8f (44. 14) 
出 发 . 用 形式 为 包 
_ {Lk-e 
ea 元 ) (44.15) 
的 平衡 分 布 代入, 我 们 求 得 
: 二 se KH- Ee 
Sf = re 他 th 了 V 了 . (44. 16 ) 


温差 电 系数 是 在 已 + 一 Yu =0 条 件 下 ,由 方程 j= - ao V7 中 的 系数 计算 . 
我 们 写 出 


ee -e | v afd’p = rs VT) dip, 


在 对 v 的 方向 平均 后 求 得 
N.e 0 v (4p-e) é) (ye/v(v)) 
0 v(v) 县 上 (44. 17 ) 


QD 关系 式 (44. 12) 和 (44. 13) 在 第 八 卷 , 8$25 中 是 用 不 同 记 号 写 出 的 ,其 中 用 gp 和 五 代表 这 里 的 
p -HA/e 和 E+ Vp/e. 在 唯 象 方法 中 该 定义 是 允许 的 . 但 在 动 理学 理论 中 是 不 适当 的 ,其 中 ~ eE 必须 理解 
为 作用 于 电子 的 力 ，. 


@ ”用 相同 字母 = 来 表示 电容 率 和 电子 能 量 -mo 两 者 ,不 会 引起 任何 误解 . 
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用 (44. 3) 的 >(2) 计算 给 出 中 


a = 一 ( 竺 -4). (44. 18) 


为 计算 热 导 率 ,我 们 注意 到 对 j=0, 必 须 有 E+ Vu/e =a VT. 将 这 个 值 代入 
(44. 16) ,同时 用 (44.18) 的 a, 给 出 


-7 (4 )? . VI. 


这 个 函数 来 计算 能 流 
4d = | eafd’p, 
得 到 
N. ve(4T-— ve(47T-e) 
人 0 (44. 19) 
和 最 后 
(44. 20) 
TT ze Lm 
习 题 


求 电 子 等 离 体 波 阻 尼 的 碰撞 部 分 . 

解 :如 果 电 容 率 的 虚 部 很 小 ,来 自 朗 道 阻 尼 和 来 自 碰撞 这 两 部 分 对 它 的 贡献 
是 加 性 的 . 因此 se 由 (44.9) 给 出 . 令 它 等 于 零 给 出 w= 人 2 -iy, 其 中 阻尼 系数 是 
Vs 2 V2mn ze ‘LN, 


3 z= 3 mT 172 372， 
由 于 稀薄 等 离 体 的 条 件 ,比值 





了 一 














这 证 明 应 用 (44.9) 的 正确 性 . 
$45 脱 逸 电子 


库仑 碰撞 截面 随 施 碰 粒 子 速率 的 增加 而 迅速 碱 小 ,如 我 们 将 看 到 的 ,导致 下 


面 这 样 的 结果 :在 不 管 多 么 弱 的 电场 中 ,等 离 体 中 充分 快 电子 的 分 布 函 数 受 到 高 
度 畸 变 . 


@ 经 典 统计 物理 中 ,化 学 势 含有 形式 为 LT 的 一 项 , 带 有 不 定常 量 Z( 相 当 于 灶 中 的 不 定 相 加 常量 ). 
这 又 在 a 中 给 出 一 个 不 定常 量 ye. 然而 ,这 个 不 定性 并 不 影响 任何 观察 效应 ;因为 这 类 项 (t/e)vVvT 在 
(44. 12 ) 两 边 消 去 了 . 如 果 所 写成 (44.15) 的 形式 . 就 固定 了 常量 的 选择 汉 =Tin[N。/ (2mm7) 1. 


$45 脱毛 电子 : 167 . 


一 个 以 热 速 率 " 在 电场 天 中 运动 的 电子 ,在 其 平均 自由 时 间 内 获得 定向 
速率 
上 ek vmE 
mv mvN.o,(v) 4Te LN 
其 中 用 了 (41.7) 的 截面 o,. 对 于 ”~ ,其 中 


4TN_e 了 、La 
Wl 





mF (45.1) 


我 们 有 ~wv; 而 对 于 v>wv, ,平均 自由 程 和 平均 自由 时 间 已 由 速率 了 所 支配 . 于 
是 在 平均 自由 时 间 内 电子 所 获得 的 动量 将 是 
eEl eE _ VmE -mv (TL). 
V VNo(V) 4me LN 
电子 在 其 自由 程 末 端 所 传递 的 动量 是 ~ mV. 因此 我 们 看 到 ,具有 充分 高 速率 的 
电子 将 无 限制 地 被 加 速 ;这 些 称 为 脱 选 电子 . 如 果 w >> (T./m)'”, 这 现象 将 只 
有 在 麦克 斯 韦 分 布 的 高 能 “尾巴 "才能 观察 到 ;为 此 ,电场 必须 满足 条 件 
E <<E, =4Te LN./T.. (45.2) 
在 这 些 情况 下 , 脱 逸 电子 问题 可 作为 定 态 问 题 求解 . 绝 大 多 数 电 子 是 麦克 斯 
韦 分 布 ,起 库 的 作用 ,从 此 库 有 稳 态 细 流 “ 流 ” 向 高 能 方面 4. 
根据 脱 锡 电子 是 由 电场 定向 加 速 所 引起 的 事实 ,很 明显 它们 主要 在 与 电场 
方向 成 小 角度 9 内 运动 . 然而 ,如 果 我 们 仅 试 图 计算 脱 逸 电子 流 , 则 无 需 完全 确 
定 它们 的 分 布 函数 ; 求 得 对 角度 平均 后 的 能 量 分 布 / 就 足够 了 . 
关于 电场 中 电子 动量 分 布 的 动 理 方程 是 
0 +y, -0， (45. 3) 
ot op 
其 中 s 是 动量 空间 中 的 碰撞 流 密度 . 采用 动量 空间 的 球 极 坐标 了 ,6 ,p( 极 轴 取 为 
沿 力 ~-eE 方 疝 ) ,我 们 有 


-ebE.: 2 2 Se 艺 ] - 
op op 








p 00 
cos0 0 
E (~ apt? 8 psin D6 in’0 ， A/)). 
流 的 散 度 是 
] 0 -站 
VS 人 Bp(D ez) + 2 sin 0 * s,). 


我 们 将 方程 (45. 3 ) 对 角度 求 平均 , 即 乘 以 2msin bd6/(4T ) 并 积分 . 包含 


@ 脱 锡 电子 的 现象 是 由 德 莱 赛 (H. Dreicer(1958) ) 指出 的 ;这 里 给 出 的 定量 理论 应 归于 证 列 维 奇 
(A.B.TypeBzw(1960 ) ) ， 
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9/99 的 所 有 项 均 消 失 ,而 在 一 级 近似 下 因子 cos 8 可 用 1 代替 . 由 此 我 们 获得 关 
于 平均 后 函数 六 的 方程 


of Eh i 
et go A a s,) =0. (45.4) 


这 个 方程 仅 包 含 动 量 空间 中 流 密度 的 径 向 分 量 . 这 个 分 量 与 碰撞 中 的 能 量 传递 
有 关 ,ei 碰撞 对 它 的 贡献 显然 远 小 于 ee 碰撞 的 贡献 . 

因为 脱 逸 电子 仅 是 电子 总 数 中 的 很 小 分 数 ,在 计算 流 s, 时 我 们 只 需 考 虑 它 
们 与 绝 大 多 数 麦克 斯 韦 电子 的 碰撞 (而 无 需 考 虑 相互 之 间 的 碰撞 ) ;后 者 的 速率 
远 小 于 脱 逸 电子 的 速率 . 在 这 些 条 件 下 ,无 需 重 新 计算 s, ;我们 可 以 通过 与 早先 
推 得 的 公式 (22.5 ) 的 直接 类 比 写 出 下 列表 达 式 : 


Se | 
s, = — Tv (1) | (45.5) 
其 中 vv.(v) =4me'N.L/A(mv ) 是 快 电子 与 慢 电子 间 的 库仑 碰撞 频率 (请 比较 


(44.3))b. 因为 表达 式 (45. 5 ) 适用 于 具有 速率 v ~zv。 的 电子 ,关于 库仑 对 数 我 
们 有 


L=In(mva/e’). (45.6) 
由 方程 (45.4) 的 形式 可 以 看 出 
S$,=5, +eEf (45.7) 


为 动量 空间 中 (来 自 碰撞 和 和 来自 场 作用 的 ) 总 径 向 流 密度 . 按照 前 述 讨论 ,可 以 
寻求 脱 逸 电子 分 布 的 定 态 形式 , 即 , 动 理 方程 (45.4) 中 的 时 间 导 数 项 可 以 忽略 . 
于 是 
4TP 3， = const = 7n,,. (45.8) 
这 个 等 式 ( 用 (45.5) 所 给 出 的 5) ,是 确定 分 布 函数 f 的 微分 方程 . 常量 n,,, 给 出 
所 寻求 的 每 单位 时 间 和 每 单位 体积 的 脱 逸 电子 总 数 . 
我 们 引进 下 式 所 定义 的 量 纲 为 1 的 变数 w 和 常数 b 

uw=p/p,, b=E/E., p.=(mT./b). (45.9) 

于 是 方程 (45. 8 ) 变 成 


b df _ (1)F 
a Ge (45. 10) 


其 中 常量 C 与 n,,, 相 差 个 恒定 因子 .因为 我 们 假设 场 & <<E., 于 是 参数 6b << 
1 ;在 本 问题 中 ,这 是 表征 近似 程度 的 小 参数 @. 


@ 在 推导 (22.5) 时 ,我 们 仅 应 用 了 碰撞 中 能 量 传递 小 的 性 质 ,以 及 靶 粒 子 速率 相对 于 入 射 粒子 速 
率 为 小 的 性 质 . 转换 到 目前 情况 ,我 们 只 需 用 普 代 替 (22.5) 中 的 1 并 选取 ee 碰撞 的 自由 程 作为 平均 自 
由 程 / 

@ 尤其 是 ,对 动 理 方程 角度 部 分 的 分 析 表 明 , 脱 逸 电子 的 运动 方向 位 于 角度 范围 6~b. 
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方程 (45. 10) 的 解 是 


fF=F- cr [a (45. 11) 


其 中 


N. 1 /u’ 

i a )} (45. 12) 
是 齐 次 方程 的 解 .正中 的 归 一 化 因数 由 下 列 条 件 确定 : 当 ww 一 0 时 ,函数 /应 该 变 
成 麦克 斯 韦 分 布 

N. i 
1 anmr ) (元 让 

当 wu->% ,函数 下 无 限 增加 ,而 f (ww) 必须 仍 为 有 限 . 因此 我 们 有 条 件 当 wu 一 % 时 
FA]F 一 0 ,由 此 求 得 常数 C 为 0: 


ED 
0 | | S| u ) az (45. 13) 
积分 利用 鞍点 法 来 计算 ,通过 将 指数 在 其 w=1 处 的 极 大 值 附 近 作 展开 . 这 
样 得 出 关于 每 单位 时 间 和 每 单位 体积 的 脱 逸 电子 数 对 场 5 的 下 列 依赖 关系 : 


~ Nr, (vre)exp | - (45. 14 ) 


这 里 指数 函数 前 的 系数 只 是 量 纲 上 正确 ;更 精确 的 计算 会 超出 这 里 所 用 近似 ,而 
从 一 开始 就 要 求 对 动 理 方程 的 更 精确 解 . 


$46 ” 收 钱 碰撞 积 


带 有 朗 道 碰撞 积分 的 动 理 方程 ,使 对 等 离 体 物理 问题 的 求解 仅 能 具有 对 数 
准确 度 :库仑 对 数 的 大 自 变量 没有 完全 确定 . 这 个 不 确定 性 归 因 于 大 散射 角 处 和 
小 散射 角 处 积分 的 发 散 性 . 正如 已 经 提 及 的 ,大 散射 角 处 的 发 散 没有 什么 根本 重 
要 性 ; 它 仅 是 由 于 用 动量 传递 4 的 寡 作 展开 引起 的 ,而 在 玻 尔 效 曼 碰 撞 积 分 本 身 
中 并 不 出 现 . 小 散射 角 处 的 发 散 是 由 于 未 考虑 等 离 体 对 粒子 相互 散射 的 屏蔽 效 
应 . 要 计算 碰撞 积分 到 高 于 对 数 准确 度 ,我 们 (不 仅 在 库仑 对 数 中 确定 积分 范围 
时 , 才 考 虑 到 屏蔽 ) 必须 从 一 开头 就 始终 一 贯 地 考虑 到 屏蔽 , 

在 $41 中 曾 注意 到 ,带电 粒子 间 有 屏蔽 相互 作用 时 , 磁 撞 积分 的 适用 性 条 
件 要 求 ,在 时 间 ~a/5. 内 和 距离 ~a 上 分 布 晴 数 变 化 很 小 . 同样 这 些 条 件 使 我 们 
能 宏观 上 将 电荷 的 屏蔽 作为 等 离 体 的 介 电 极 化 来 处 理 . 

我 们 将 在 两 个 极限 情况 下 来 考虑 所 提出 的 这 个 问题 :(1) 当量 子 力学 的 玻 


@ 关于 边界 条 件 .这 里 有 类 似 于 $24 中 的 表述 . 
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恩 近 似 可 以 应 用 于 粒子 碰撞 时 ,(2) 当 碰 撞 过 程 可 应 用 准 经 典 近 似 时 . 
玻 恩 情况 
我 们 从 第 一 种 情况 开始 , 它 在 满足 条 件 
lee |/fiz. <<!1 ; (46.1) 
时 发 生 . 
介 电 体 对 粒子 散射 的 影响 ,最 清楚 的 方式 是 用 图 解法 的 语言 来 表述 . 在 玻 思 
近似 ,两 个 粒子 的 散射 (在 非 相 对 论 情况 下 ) 用 下 列 图 外 


ptg p~g 


i (46.2) 


描述 ,其 中 虚线 对 应 于 函数 47/g , 它 是 一 个 单位 电荷 的 库仑 势 的 傅 里 叶 分 量 (4 
是 散射 中 所 传递 的 动量 ). 介质 的 唯一 效应 是 这 个 函数 要 用 介质 中 电势 分 量 475/ 
9q.9462u8 来 代替 ,其 中 ee(w,94/ 声 ) 是 介质 的 电容 率 张 量 , 而 fiw 是 所 传递 的 能 量 
(请 比较 第 九 卷 , $ 85) . 散射 幅 相 应 地 包含 一 个 额外 因子 9 (qqsese) ,而 截面 
则 包含 此 量 的 模 平 方 , 因 此 


4 


do = don, (46.3) 


[essqeqs| 

为 简单 起 见 ,今后 我 们 将 假设 等 离 体 为 各 向 同性 的 . 于 是 张 量 se 化 为 两 个 
标量 s 和 se, ,而 乘积 

eupgugp = E19 

只 涉及 其 中 一 个 ;我 们 将 省 略 下 标 1, 并 用 se 表示 纵向 电容 率 . 因此 ,散射 截面 变 
成 

de， 
|e(w,g/#) | 
其 中 dc 是 关于 真空 中 散射 的 寻常 卢 瑟 福 截面 名 . 还 注意 到 碰撞 中 所 传递 的 能 
量 与 动量 传递 由 


Pe (46.4) 


ho=qg:V (46.5) 


@ 如 $41 中 那样 ,字母 上 不 带 “'" 号 和 带 “'” 号 的 量 指 两 个 互 磁 粒 子 的 (它们 可 以 为 相同 或 不 同类 
型 ). 

在 全 同 粒子 (以 不 同 小 角度 ) 的 散射 中 ,dor, 应 理解 为 考虑 到 带 交 换 效应 的 库仑 散射 截面 ( 见 第 
三 卷 , § 137). 
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相 联 系 ,其 中 站 是 碰撞 粒子 的 质心 速度 中. 矢量 4 的 绝对 值 与 质心 系 中 散射 角 X 
由 通常 公式 


gq =2n|yv -v "|sin 分 (46.6) 


相 联 系 , 其 中 多 =mm’/(m+m’). 
对 于 大 角度 和 小 角度 散射 能 自动 给 出 正确 处 理 并 且 没 有 发 散 的 碰撞 积分 ， 
可 以 通过 将 (46.4) 代 入 通常 的 玻 尔 兹 曼 积 分 (参见 (3.9) ) 而 获得 : 
C(N)}=~ [tp +q)f '(p' -9) -ApP)f (Pp')}: de pp’; 
加 [es(wo;qA 了 | 1 
(46.7) 
求 和 是 对 带 撤 号 量 所 指 的 所 有 类 型 粒子 进行 的 . 
具有 碰撞 积分 (46.7) 的 动 理 方程 很 复杂 ,这 不 仅 是 因为 被 积 表 达 式 不 能 用 
4 的 才 展 开 ,还 因为 等 离 体 的 电容 率 本 身 是 用 所 寻求 的 分 布 图 数 来 乍 义 的 . 只 有 
在 稍微 偏离 平衡 的 情况 下 , 当 动 理 方 程 可 以 线性 化 时 , 才 可 达到 重要 简化 . 于 是 
电容 率 要 用 平衡 分 布 函数 来 计算 ,因而 不 依赖 于 所 寻求 校正 项 . 
准 经 典 情况 
现在 让 我 们 转 到 相反 的 极限 情况 ,这 时 有 
lee’ |/( 5,) >> 1 ， (46.8) 
而 对 粒子 的 散射 可 应 用 准 经 典 近 似 . 在 这 个 情况 ,对 于 大 角度 和 小 角度 散射 ,我 
们 不 能 以 相同 方式 考虑 到 介质 对 散射 的 影响 (而 在 玻 恩 情况 下 这 是 可 能 的 ); 必 
须 分 别 考虑 到 这 两 个 范围 ,然后 在 中 等 角度 将 这 些 结果 “连接 "起来. 
介 电 体 中 以 速度 v 运动 的 电荷 e, 它 的 场 由 下 列 方程 
VvV:D=47ne(r-vt) 
给 出 . 用 傅 里 时 分 量 表示 ,这 给 出 场 势 为 包 


二 4T7e i 斌 .vt 
和 (46.9) 
对 于 小 散射 角 ,粒子 动量 的 变化 由 经 典 公式 
oaU 
4 三 一 us (46. 10 ) 


给 出 ( 见 第 一 卷 , $ 20) ,其 中 U 是 两 个 粒子 的 互 作用 能 ,而 积分 路 径 则 取 为 沿 直 


人 @ ”通过 把 粒子 的 速度 w 和 v ' 用 它们 的 质心 速度 Y 和 相对 运动 速度 w -v ' 来 表达 ,并 应 用 散射 中 了 
和 ly -v9 '| 不 变 的 事实 ,就 很 容易 证 明 这 点 . 

四 公式 (46.9) 的 推导 假设 了 和 EE 之 间 的 线性 关系 ,因而 充分 弱 的 场 . 这 个 条 件 在 ( 弱 非 理想 气 
体 中 ) 距 离 r=a 处 肯定 是 满足 的 . 由 此 引起 的 积分 发 散 要 通过 应 用 公式 (46.9) 了 予以 消除 . 这 些 距离 相当 
于 1/a, 对 此 电容 率 与 1 有 相当 大 的 差别 . 
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线 r =p +v 't(p 为 碰撞 参量 矢量 ). “将 能 量 U =e'y 表达 为 傅 里 叶 积分 
a wi ) d2k 

e(w,k) (27) 

(其 中 用 w =k vw), 将 上 式 代 人 (46. 10) ,我 们 得 到 


eT 
人 J A Wl 
括号 内 的 积分 给 出 2r8(4i ) /lo -v1, 其 中 是 矢量 上 在。 -9 方向 的 分 量 . 
然后 ,通过 对 dki 积分 消去 8 函数 ,我 们 求 得 


U=47Tee’ 





(46. 11) 





4 Tiee’ 4 
ly —» | 站 ,E(w,k,) i 
其 中 有 , 跟 p 一 样 ,是 垂直 于 w -vv ' 平 面 内 的 二 维 矢量 . 同时 ,频率 是 
w=k ‘v=k .VV. (46. 13) 
本 节 剩 余部 分 中 ,我 们 将 省 略 下 标 上 并 用 表示 这 个 二 维 矢 量 ， 
我 们 现在 借助 于 (46. 12) 来 计算 下 列 量 


1 i 
Bas = 本 | goal -9 dp， (46. 14) 


当 碰 撞 积 分 用 小 量 g 的 寡 作 展开 时 ,上 述 量 出 现在 该 积分 中 ((41.4) 中 的 截面 
do 现在 写成 碰撞 面积 dp). 将 两 个 (46. 12 ) 这 样 的 积分 的 乘积 写成 对 d kd'%' 的 
二 重 积 分 ,我们 借助 于 公式 

[er dp=(2n)d(k + 大 ) 


完成 对 dp 的 积分 . 这 以 后 对 中 大 的 积分 于 是 只 不 过 是 除去 8 函数 , 剩 下 
| 有 sd 

9 -9 有 (天 

(这 里 我 们 还 曾 应 用 了 (28.9) 中 e( -w,k) =e'(w,k) 这 一 性 质 ). 这 些 积 分 对 
小 是 收 钱 的 (因为 当 w,k 一 0 时 有 isl 一 0)&. 

方程 (46. 15) 含 有 非 零 频率 w = 天. VV 处 的 电容 率 ;注意 到 这 情形 ,因此 有 时 

说 成 这 个 公式 考虑 到 动态 屏蔽 效应 . (46. 15 ) 中 的 被 积 表达 式 , 通 过 函数 e 的 自 

变量 天. 而 依赖 于 V 的 方向 . 当 积 分 是 在 对 数 近似 下 进行 计算 的 时 候 , 这 个 依 

赖 性 消失 了 . 在 此 近似 下 积分 限于 从 ~1/a 到 天 ~ 六 ojlee'1 的 范围 . 积分 中 起 





a (46. 12) 


(46. 15) 


@ 9 是 作为 每 个 碰撞 粒子 的 动量 改变 ,还 是 作为 它们 相对 运动 的 动量 改变 来 进行 计算 是 无 关 紧 要 
的 . 

名” 朗 道 碰撞 积分 中 ,由 于 库仑 场 屏 珊 而 导致 发 散 的 消除 ,这 应 归功 于 巴 列 斯 库 ( R. Balescu( 1960 ) ) 
和 莱 纳 尔 (A. Lenard (1960)). 完全 收 伍 表达 式 (46.7) 是 由 鲁 险 泽 和 西林 (A. A. Pyxamse, B. II. Crna 
(1961) ) 给 出 的 . 
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最 重要 作用 的 值 是 远离 这 两 个 极限 的 那些 值 ;在 该 范围 有 is1? =1, 而 积分 简 
化 为 | hksd*k/k*. 将 被 积 表 达 式 对 垂直 于 v -v ' 的 平面 内 k 的 所 有 方向 求 平均 ， 


我 们 回 到 以 前 的 表达 式 (41.8) , 带 有 上 = | 


为 消去 大 动量 传递 处 的 发 散 性 ,如 早已 提 到 过 的 ,我们 必须 将 展 成 9 的 寡 的 
碰撞 积分 与 未 作 展 开 的 积分 “连接 ”起 来 (J. Hubbard ,1961 ;0. Aono ,1962 ) . 
现在 让 我 们 考虑 差 值 
Cua(f) - Ca(f), (46. 16) 
其 中 C, 是 所 寻求 的 收敛 碰撞 积分 ,而 Cs 是 由 (46.7) 所 给 出 的 , 它 在 玻 恩 近似 
情况 下 是 正确 的 碰撞 积分 ,但 在 这 里 只 起 辅助 作用 . 
我 们 将 散射 角 的 变化 范围 分 成 两 部 分 : 
1 )x<xi, lH)x>xX, 
其 中 的 选择 使 
|ee’ |/(1ma5’) <<Y <<1. (46. 17) 
对 于 库仑 场 中 的 经 典 小 角 散 射 ,散射 角 xX 与 磁 撞 参量 p 之 间 由 关系 式 
p=2lee'l/[u(v -vy ')x] 
相 联 系 . 因此 , (在 条 件 (46. 17) 下 ) 值 xX =xX, 对 应 于 p =p << a, 结 果 在 这 个 距离 
屏蔽 不 重要 ,而 可 将 散射 实际 上 看 作 纯 库仑 散射 . 相同 结论 适用 于 p <pi( 即 x > 
x ) 的 整个 范围 . 因而 ,在 这 个 范围 ,散射 截面 具有 卢 瑟 福 散 射 形式 ,而 对 碰撞 积 
分 的 相应 贡献 是 
ciD= 5 prof'(p’ -9) -PDF le -9 ldcnu， 


xX >X% 范围 对 积分 (46.7) 的 贡献 严格 相似 :在 该 范围 ,4 >9, ,根据 条 件 (46. 8 ) 

qi DV. XI |ee | ] 

全 - 作 生 六 hv.a 0 
所 以 在 (46.7) 中 我 们 可 以 令 1e1 =1. 因 而 仍然 需要 考虑 的 仅 是 来 自 范 围 x < 
Xi(p >p!) 对 差 值 (46. 16 ) 的 贡献 . 

整个 这 个 范围 动量 传递 很 小 ,因而 碰撞 积分 可 以 用 4 的 寡 展 开 . 展开 式 C。 

中 出 现 的 量 B。。 按 积分 (46. 14) 计算 ,用 (46. 12) 的 g.p >p, 范围 对 这 些 积分 的 
贡献 是 





(ee')’ 


By 
( of ) el 2T | —y | ap 





大 党 f ap | | kk), (46. 18) 


. 174 ， 第 四 章 ”等 离 体 中 的 碰撞 


其 中 (对 dp 和 dk) 的 二 重 积分 中 的 极限 , 按 惯例 用 对 p 和 名 的 极限 表示 . 我 们 
可 以 等 同 地 将 Fe 重 写 为 


917 让 q1 人 6 


r= fe (人 (人 


-Jao( (Ta 


mm 


+ fl 区 | 


本 








这 个 表达 式 与 通过 积分 (46.7) 在 x <X ed 
差 值 (46. 16) 没 有 贡献 . 
为 了 将 (46. 19 ) 中 的 其 余 项 进行 变换 ,我们 注意 到 在 它们 的 被 积 函 数 中 可 
2 =1: 于 是 积分 仍 收 敛 ,其 值 由 范围 上 ~ gq/ 确定 ,其 中 ka >>1, 因 而 1e1=1. 
也 很 重要 的 是 由 于 条 件 (46. 8 ) ,参量 
qipi/h=2|ee’ |/( hv) >>1; (46. 20) 
因此 我 们 仅 需 保留 当 gip,/# 和 一 %w 仍 为 有 限 的 那些 项 . 在 这 个 极限 ,(46. 19) 中 第 
三 和 第 四 项 变 为 零 . 因此 仅 剩 下 
(有 (030 洛 
ee ) 法 ， .pd k hp 
a | hor "学 )， 
(46. 21) 
其 中 下 标 “cl" 和“B” 表 示 Bs 的 值 分 别 与 积分 C. 和 Cs 的 展开 式 有 关 . 
对 d*k 的 两 个 积分 ,每 一 个 都 是 平行 于 矢量 p; 对 (垂直 于 v -v ' 的 平面 内 ) 


QD 关于 小 角度 散射 的 卢 瑟 福 截 面 ,用 4 来 表达 是 





( 其 中 应 用 了 q~u|v -9 ea 
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这 些 方向 积分 后 ,对 于 差 值 (46. 21 ) 我 们 得 到 (41. 8 ) 形 式 的 表达 式 具 有 相反 正 
负 号 以 及 具有 


q1/h 2 


天 二 [om 车 人 ‘rdpdk | . 


应 用 贝 塞 尔 函 数 的 熟知 积分 表示 ， 和 等 式 ]',(x*) = -~-T(x) ,我们 可 将 这 个 积分 
重新 写 为 


gi 人 P191/ 


和 [oa| [pa] = | [J (x) -1] 
或 者 ,分 部 积分 后 


', 


dpi 


L=]n :12 {HOD Hn eds 


这 里 我 们 应 a 它 并 不 含 辅助 量 y ) 很 大 的 事实 ， 在 剩 下 的 积分 的 
上 限 用 无 穷 大 代 蔡 ,而 在 第 一 项 中 我 们 令 J。(gqip1/8) =0. 利用 下 列 积分 值 


把 


| Com xdx= ~C+ln2, 
0 


| TC) F(x)In xdx = (In S.C: 


其 中 C =0.577… 是 欧 拉 常 数 (y =e” =1.78…) ,并 利用 (46. 20) ,最 后 我 们 求 得 


_ 1 7|ee'| 
2 i (46. 22 ) 
这 些 计算 的 总 结果 是 ,在 准 经 典 情况 ,无 发 散 的 碰撞 积分 可 表达 为 
Ca(f) = Cs(f) -C1.(N), (46. 23 ) 


其 中 Cs 由 公式 (46.7) 给 出 ,而 CL 是 具有 库仑 对 数 为 (46. 22 ) 的 朗 道 碰撞 积分 . 
必须 强调 ,后 一 积分 中 ,le ~v "1 是 精确 变量 而 非 平 均值 5.. 

由 于 推导 中 所 作 和 近似 ,这 个 结果 当然 是 仅 在 “改进 的 对 数 准 确 度 "下 是 有 效 
的 :具有 碰撞 积分 (46.23 ) 的 动 理 方 程 仅 在 确定 大 对 数 的 自 变 量 的 严格 系数 方 
面 ,使 我 们 能 改进 计算 的 准确 度 ( 到 这 个 准确 度 ,意味 着 量 声 自然 地 从 所 有 结果 
中 消除 掉 ; 在 (46. 23 ) 中 它 仅 起 辅助 参量 的 作用 ). 


习 题 


1. 对 玻 因 情况 ,在 改进 的 对 数 准 确 度 下 ,计算 带 单 电荷 (z =1) 的 平衡 (7; = 
7.) 等 离 体 中 ,对 频率 mw >>py ;的 电容 率 的 上 庶 部 . 

解 : 在 计算 当 w >>v 时 的 ea” 时 ,我 们 只 需 者 虑 ei 碰撞 (如 关于 (44.8) 的 推 
导 所 解释 过 的 那样 ). 因为 碰撞 积分 (46.7) 与 通常 的 玻 尔 兹 要 积分 仅 在 dam 前 
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面相 差 一 个 因子 1el ,所 寻求 的 e” 可 利用 相同 公式 (44.8) 进 行 计算 : 
4 YY 
So (1) 
0 
§ 44 中 计算 的 唯一 差别 是 0, 现在 定义 为 


oa 人 


而 且 o, 必须 对 离子 速度 (当然 这 里 不 能 忽略 ) 求 平均 ;在 函数 & 的 自 变量 w= 
qv/ 中 ,电子 和 离子 的 质心 速度 作为 近似 ,可 用 离子 速度 代替 . 卢 瑟 福 截 面 





2 
don,， (2) 








写成 
I (ze ) m m’ i -8m(ze ) mig, (3) 
4p. sin (Xx/2) pg . 
其 中 


2 


4 =2p.sin 1-， 1 ~ eosX = 0<g<2p., 





La 


(PpP。=my .是 电子 动量 ). 
济 数 e(w,q/ 所 ) -1 由 公式 (31. 11) 确 定 , 它 由 电子 和 离子 两 部 分 组 成 . 因为 
(2) 中 它 的 自 变量 和 ow =qg'9; << gv., 对 电子 部 分 可 选取 w=0, 于 是 


dv9. Ni hr” 
0 
其 中 wv 是 V ; 沿 4 的 分 量 ,而 且 我 们 曾 应 用 了 当 z=1 时 a;=a, 的 事实 . 
将 (3) 和 (4) 代 入 (2) ,并 进行 明显 的 变量 变换 后 得 到 


2 re 人 Vet dedr 
RE | | [¢ +2+F'(é)] +[F"(é)] 
其 中 下 = + 这 .对 的 各 分 是 初等 的 ;但 在 代入 极限 时 ,我 们 必须 注意 到 
各/(piar) <<1, 而 丢掉 量 级 ~ 所 /(piai) 及 更 高 阶 的 所 有 项 . 结果 是 














ee 4me [n+ +4] ， (5) 
其 中 
a a a - 


-二 nl (2+F'):+F™] | 上 


(这 里 我 们 曾 应 用 天 为 偶 函 数 和 到 为 奇 函 数 的 事实 ). 数值 计算 给 出 4 = 
-0. 69. 
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(1) 中 的 求 平均 借助 于 公式 
6 (器 《9 =- ( 琵 ) [mn 和 -a 











TT 257T 
来 实现 ,其 中 C 为 欧 拉 常数 . 最 后 结果 是 
,4 Vin eN. 0. as(mT)' a, 
£2 一 3 T3212 se B , 
js = 了 ln2 -于 +A=In(1.06) (6) 


(B. HH. Hepenp,T. M. nuam6epr, 1961). 

2. 与 题 1 相同 ,但 是 在 准 经 典 情况 . 

解 :由 (46.23) , 准 经 典 情况 下 关于 o, 的 表达 式 , 是 通过 从 (5) 中 对 数 减 去 
in(ye /有 加) 而 得 到 : 


2 
他 





2myv 
《ar， i 本 | 


一 2 14 2 
mv. 中 


:+4|. (7) 


关于 se", 我 们 得 到 公式 (6) ,但 是 对 数 上 ,要 用 下 式 代 替 


T 
L,=In ,In oa, =2ln2-2C+4=In(0.63). (8) 
e 


3. 对 于 带 单 电荷 (z =1) 等 离 体 , 假 设 电 子 和 离子 之 间 的 温度 差 很 小 (565T = 
7 -7 <<7T,) ,在 改进 的 对 数 准 确 度 下 确定 从 电子 向 离子 的 能 量 传递 率 由 . 
解 : 因 为 比值 m/M 很 小 (因而 每 个 事件 的 能 量 传 递 也 很 小 ). 一 开始 就 很 明 
显 的 是 关于 电子 分 布 函数 的 方程 归结 为 福 克 尔 - 普 朗 克 类 型 的 方程 . 它 具 有 下 
= 一 {p:BCp.) | 


列 形式 ( 见 §21) 
af. ?7。 
0 ~ p? op. p+) ) 


我 们 用 p*/2m 乘 这 方程 并 对 4Tp-dp。 求 积分 . 分 部 积分 后 ,我 们 求 得 电子 能 量变 
率 为 


ai _ 1 9 











宁 - - 3%. [3 + ] ep. 


9p 
假设 电子 分 布 函数 是 麦克 斯 书 型 , 且 温度 差 很 小 ,我 们 求 得 
dE /1 1 ai oT , 
二 = (元 -元 ) | sepap.~ ya Ne Boe)》 (9) 


如 同 (21.11) 中 那样 ,系数 B 用 一 个 电子 与 一 个 离子 碰撞 中 电子 动量 变化 的 方 


Q@ 这 个 问题 是 由 拉 马 扎 什 维 利 ,和 鲁 蛤 泽 和 西林 (P. P. PaMasaIIBHIH，A. A. Pyxanse,B. II CHTHH 
(1962)) 讨 论 的 . 
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均值 来 表达 : 
_E(Ap.) 1 
DBF 


Ap。 的 值 由 等 式 (46.5) 求 出 : 





Nv. | ((Ap.) ) do. (10) 


A 


wm 


@ oR 也 





APDe Ss 


代入 (10) 以 后 ,由 此 再 代入 (9), 并 应 用 题 1 的 9g 与 散射 角 久 之 间 的 关系 ,我 们 
得 到 
(= 下 (11) 

公式 (11) 严 格 类 似 于 题 1 中 的 (1), 因 而 以 后 的 计算 实际 上 完全 相同 . 在 玻 
恩情 况 ， 
| me 3 | 
m My. 志 
其 中 4, 是 一 个 积分 , 它 与 题 1 中 的 A 不 同 之 处 在 于 被 积 表达 式 中 有 一 附加 因子 
2 ;数值 计算 给 出 4, = -0.52. 对 电子 速度 的 求 平均 与 题 1 中 相同 . 最 后 结果 是 








《Or 学 


dE. 4 2 N’ 2 
TBT, Lo=In(Ba(mT) o/h), (12) 


其 中 


In 6， = In -人 


类 似 地 ,在 准 经 典 近 似 , 我 们 得 到 与 (12) 相同 形式 的 表达 式 , 但 其 中 的 Ze 要 用 
Lu 代替 


+4 =ln(1.26). 


1 =n(7apje)，npB=2n2-2C+4,=ln(0.75). (13 ) 
公式 (12) 和 (13) 通 过 确定 (对 于 温度 差 很 小 的 情况 )(42.6) 中 对 数 函 数 的 变量 
中 的 数值 因数 而 改进 了 $42 的 结果 . 
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有 些 情 况 下 ,考虑 到 等 离 体 中 粒子 库仑 相互 作用 的 动态 屏蔽 ,不 仅 改进 库仑 
对 数 的 和 白 变 量 ,而 且 还 导致 定性 上 的 新 效应 . 为 研究 这 些 效应 ,我 们 可 以 将 碰撞 
积分 表达 成 这 样 一 种 形式 , 它 对 小 角度 散射 的 贡献 给 出 严格 结果 ,而 对 大 角度 散 
射 的 贡献 仅 给 出 到 具有 对 数 准 确 度 . 
在 准 经 典 情况 ,大 散射 角 (x ~ 1) 由 小 碰撞 参量 
pE |ee’ | /uv 
所 引起 . 所 寻求 的 碰撞 积分 具有 朗 道 积分 形式 ,具有 Bs 由 (46. 15 ) 给 出 : 
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2( ee kksd k 
i 
其 中 积分 范围 直 取 至 

有 ~ Vir/ | ee |. (47. 2) 
在 相反 的 玻 恩 情况 ,所 寻求 的 碰撞 积分 形式 通过 将 (46.7) 中 被 积 表达 式 按 
4 的 军 次 展开 而 求 得 . 结果 仍 导致 朗 道 积分 ,具有 Bs 由 相同 公式 (47.1) 给 出 ,但 
唯一 不 同 是 现在 积分 上 限 取 为 
kb ~ 5./h (47.3) 
(对 于 动量 传递 g ~jo,,k 的 值 是 gq/i). 让 我 们 再 次 提 及 ,大 大 处 截止 的 物理 意义 
在 经 典 情况 和 玻 恩 情况 是 相同 的 : 它 发 生 在 散射 角 x ~ 1. 然而 ,两 个 情况 下 上 和 
X 之 间 的 不 同 关系 式 导 致 天 于 ,的 不 同 表达 式 . 
具有 (47.1) 形 式 的 B, 的 朗 道 碰撞 积分 , 称 为 巴 列 斯 库 - 菜 纳 尔 碰撞 积 
分 局 . 我 们 可 将 (47. 1) 重 写成 对 以 后 分 析 更 加 方便 的 一 种 形式 : 
Bs =2(ee’) | Oo v)S(w—-k.v')x es 
其 中 积分 现在 是 对 二 维 (而 不 是 二 维 ) 矢 量 k 进行 的 . 被 积 表达 式 中 的 两 个 5 应 
数 保证 等 式 k .wv =k.v', 妈 和 王 直 于 ys -v .对 w 的 积分 使 e(w,k) 中 的 自 变 量 
w 要 用 必要 值 w = 下 .2 = 下 .0 =k. VV 代替 . 
我 们 注意 到 ,对 于 使 得 a(w,k) =0 的 w=k.'V 和 上 的 值 , 即 对 相当 于 等 离 
体 纵波 色散 关系 的 w,k 值 ,(47.4) 被 积 表 达 式 中 的 因子 1e(w,k)17 会 变 成 无 
穷 .k 的 这 些 值 可 能 对 碰撞 积分 给 出 很 大 贡献 . 这 个 贡献 物理 上 可 被 描述 为 粒子 
间 通 过 等 离 体 波 的 发 射 和 吸收 这 样 的 相互 作用 的 结果 . 然而 , 仅 当 等 离 体 含有 充 
分 多 粒子 ,其 速率 与 波 的 相 速 ww = w/& 可 比较 或 大 于 相 速 时 ,这 个 效应 才 值 得 
重视 (因为 只 有 这 些 粒 子 才 能 满足 必要 关系 式 w =k .VV). 
让 我 们 考虑 这 样 的 等 离 体 ,其 中 电子 和 离子 具有 不 同 温度 7. 和 了 . 当 了 .~ 
7; 时 ,只 有 相 速 vw >> v1. 的 电子 等 离 体 波 才 能 在 等 离 体 中 传播 (而 无 明显 阻 
尼 ); 因 此 ,在 这 个 情况 能 与 波 “ 互 换 ” 的 电子 数 是 指数 式 小 . 
然而 ,如 果 7. >> 7; ,离子 声波 也 能 在 等 离 体 中 传播 ;它们 的 相 速 满足 不 等 式 
Dr << ww/h << vi.. (47.5) 
这 些 波 对 电子 间 的 碰撞 积分 能 给 出 重要 贡献 (B. II. Cwmn ,1962 ). 
令 8 加 表示 电子 -电子 量 Be 中 归 因 于 这 个 效应 的 部 分 . 它 是 (47. 4) 中 这 
样 的 积分 范围 引起 的 ,这 个 范围 位 于 离子 声波 色散 关系 a(w,k) =0 这 个 方程 的 
根 附 近 . 这 个 根 。(k) 本 身 是 具有 小 虚 部 ( 波 的 阻尼 系数 ) 的 复数 ; 当 w 在 积分 范 


(47. 4) 


QD ”这 个 积分 的 形式 推导 将 在 $51 末尾 给 出 . 
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围 有 实 值 时 ,函数 e=e +ie" 的 实 部 通过 零 , 而 虚 部 仍 很 小 . 注意 到 公式 (30.9)， 
我 们 将 (47.4) 被 积 表达 式 中 的 因子 1e1 一 写成 

1 l 

[lel’ er +e Ta(e ) 
对 于 电子 电子 碰撞 积分 ,(47. 4) 中 速度 w 和 wv 与 电子 相 联系 ,而 由 于 不 等 式 
wo << jior ,两 个 8 函数 的 自 变量 中 可 以 省 略 w 项 . 因而 Bs 的 有 关 部 分 是 


有 dpdaw 
( pl) ~ 2 
B's =2me J Ja vy)8(k:v Be 有 ， 人 








(47.6) 


对 di 的 积分 是 (在 给 定 w 下) 对 范围 (47.5) 求 积 . 
我 们 可 以 将 对 d 的 积分 变换 到 新 变量 
x =k.n, k=k.v, k,=k.v', 
其 中 是 沿 s xy 方向 的 单位 矢 . 变换 的 雅 可 比 行列 式 的 直接 计算 表明 d 大 要 用 
d «x dk dk, 
oxo 
代替 . 对 dk,dk, 的 积分 除去 8 函数 ( 它 使 上 =k, =0) ,因而 上 = kn. 变量 kx 可 取 正 
值 和 负 值 ; 仅 对 正 值 积 分 时 ,我们 写 出 
2Te” nn kK 
BB 汪 四 ER To xe | | dd«. (47.7) 
双 温 等 离 体 在 离子 声波 区 (47. 5) 的 电容 率 给 出 为 由 


1 
ka f 


1. 0 2 
CE Le) te te eg et | 
-V3 [z “3 P| yn 
(47.7) 中 对 dx 的 积分 的 主要 贡献 ,来 自 ( 如 以 后 的 计算 将 肯定 的 ) 范 围 a.x >> 
1;e'(w,k) 中 最 后 一 项 因而 可 忽略 . 注意 到 


8 (1 a -8(6-0) + 8(w +0,)], 
0 
(47.7) 中 对 dw 的 积分 给 出 


有 


8' =1 -一 + 
外 


(47.8) 


4Te (2. 
ely xv’ epi ey 


或 者 ,将 e” 的 表达 式 代 入 ,并 应 用 变量 £=xk ai 


QD 见 (33.3). 在 (47.8) 中 也 包括 对 e" 的 离子 贡献 . 虽然 在 区 域 (47.5) 是 指数 式 小 , 它 确定 下 面 
(47.9) 中 的 积分 范围 . 
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2 
i Cam) 
其 中 
le (47. 10) 
| (v5, mT 


由 于 条 件 (47.5), 在 (47.9) 中 的 积分 必须 在 范围 (人 .a;/0.a,)” << <<1 内 进 
行 . 因为 对 小 积分 收敛 ,下 限 可 取 为 零 . 

当 Li 一 w 时 ,(47.9) 中 积分 趋 于 零 ; 假 设 工 充分 大 ,我 们 将 在 对 数 近似 下 
来 计算 它 , 即 在 按 1/L, 的 寡 展 开 式 中 仅 取 第 一 项 . 对 积分 的 主要 贡献 来 自 这 样 
的 范围 ,那里 分 母 中 的 指数 项 可 忽略 . 为 此 ,我 们 必须 有 -1/(2t8) +L,/2>1, 即 
积分 取 为 从 0 至 1/(L, -1) 1/L,, 它 简单 给 出 1/L,@. 因此 ,最 后 结果 是 

2 V2Te zvrT. 

ep vy xb [TL 

电子 电子 碰撞 积分 中 B% 的 总 值 可 通过 将 (47. 11) 与 寻常 库仑 表达 式 
(41.8) 相 加 而 求 得 ,并 在 库仑 对 数 工 的 自 变量 中 用 德 拜 半 径 


-1/2 


( pl) 
B'? (47.11) 


a=(a +a;,’) Qi， 
2 
zT /A(TLL) >>1 (47. 12) 


时 ,等 离 体 波 的 贡献 (47. 11) 变 成 占 优势 的 . 
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公式 (44. 9) 对 等 离 体 电容 率 虚 部 为 有 效 的 频率 范围 ,受到 不 等 式 02. >> 
w >> zu 的 限制 .第 一 个 不 等 式 是 具有 屏蔽 库仑 相互 作用 的 碰撞 积分 适用 性 的 一 
般 条 件 . 现在 让 我 们 考虑 与 此 相反 的 极限 ,对 此 
w >> 12. (48.1) 
我 们 可 以 立刻 注意 到 ,这 里 电容 率 的 实 部 e' 肯 定 接 近 于 1, 而 虚 部 oe" 很 小 . 
可 变 外 场 的 能 量 耗 散 是 由 ei 碰撞 引起 的 ,碰撞 期 间 的 量 级 等 于 或 小 于 场 变 
化 周期 .这 意味 着 对 w >> 2, ,在 距离 ~vr./w <<vr./02. =a。 发 生 的 碰撞 将 是 重要 
的 .在 这 种 距离 上 ,离子 的 库仑 场 不 受 屏蔽 ,因而 是 纯粹 二 粒子 碰 擅 (而 不 像 受 
屏蔽 相互 作用 下 那样 基本 上 是 多 粒子 碰撞 ). 在 这 些 条 件 下 ,个 别 场 能 吸收 的 微 


Q@ 在 对 积分 为 重要 的 范围 ,éE ~1/Li, 即 x ~1/(aiL1“). 于 是 
172 
ee >>1, 


与 上 面 所 作假 设 一 致 . 
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疯 事 件 变 成 带电 粒子 对 碰撞 中 町 致 辐射 的 逆 过 程 . 这 使 我 们 能 应 用 细致 平衡 原 
理 通 过 十 致 辐射 截面 来 表达 e”(B. /I. Tras6ypr,1949 ) 
介质 每 单位 体积 和 每 单位 时 间 内 电磁 场 能 的 耗 散 8 通过 公式 (30.5) 用 2” 
表达 . 为 了 将 这 个 量 与 辆 致 辐射 截面 联系 起 来 ,我 们 假设 场 是 由 单 色 平 面 波 所 产 
生 的 ,其 中 能 量 密度 是 
_E +H _1E!. 
(在 后 一 表达 式 中 ,假设 E 表达 为 复 量 ( 比 较 116 页 脚注 )). 因为 电容 率 接近 为 
1 ,这 里 我 们 令 a =1 于 是 公式 (30.5) 可 写成 
0 = we"E. (48.2) 
另 一 方面 , 耗 散 等 于 电子 离子 碰撞 中 所 吸收 的 能 量 0 与 这 些 碰撞 中 所 辐 
射 的 能 量 之 差 . 这 就 是 , 受 激 (而 非 自发 ) 发 射 的 能 量 0,, 它 产生 与 原始 场 相 于 
的 光子 ,在 这 种 意义 上 与 之 不 可 分 辨 . 
光子 的 自发 发 射 , 即 寻常 韦 致 辐射 的 截面 ,可 写成 中 
der SE Pa 





dip (48. 3) 


其 中 是 光子 波 矢 ,p 和 p' 是 电子 的 初始 和 终 末 动量 . 乘积 Wizdc。( 其 中 Ni 是 
离子 数 密度 ) 是 电子 每 单位 时 间 经 历 光 子 发 射 的 概率 ;函数 w(p',p) 还 依赖 于 所 
发 射 光 子 的 偏振 . 对 p 和 上 的 方向 积分 ,并 对 光子 偏振 求 和 ,我 们 得 到 ( 按 频 率 
的 ) 微 分 加 致 辐射 截面 dc。; 通 过 相对 于 e =p”/2m 积分 可 消除 (48.3) 中 的 8 
函数 . 因而 


E — fw) 


2 7 
4m 2 
do,, = sw dw, 
mvc 





ww 


其 中 尺 (p,p') 是 w(p,p') 对 p 和 p' 的 方向 求 平均 后 的 值 ;这 个 值 已 不 依赖 于 光 
子 的 偏振 ,由 此 对 后 者 的 求 和 相当 于 乘 以 2. 按 下 述 定义 引进 “有 效 辐 射 "k 。: 
fiwdo, =K ,dw, 
于 是 我 们 可 以 号 
I (48. 4) 
受 激 辐射 截面 与 (48. 3) 的 差别 仅 在 于 育 因 子 Ni ,处 于 波 拓 大 和 偏振 方向 e 
平行 于 五 的 量子 态 的 光子 数 ( 见 第 四 着 ,8$ 44). ee 总 能 量 是 
0.=N > | Weihaw(P PNP)SCs-e -iT ;3 


其 中 f(p) 是 电子 分 布 函 数 . 我 们 将 认为 这 个 函数 为 麦克 斯 韦 分 布 , 仅 依赖 于 绝 





a a 
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对 值 p. 对 p 和 p' 的 方向 求 平均 ,并 注意 到 电场 的 单 色 性 


dk 8 
» | Ny fw 





我 们 可 以 写 出 
Qs =N,€ | 大 pe-e 一 jio)dpdp' (48. 5) 


在 具有 电子 动量 变化 p' 一 p 的 逆 牙 迁 ( 电 磁场 中 电子 非 弹性 散射 ) 中 所 吸收 
的 能 量 可 以 类 似 地 进行 计算 . 根据 细致 平衡 原理 ,确定 对 于 直接 过 程 和 逆 过 程 的 
截面 的 概率 函数 w 是 相等 的 . 因此 我 们 得 到 @s。 的 表达 式 , 它 与 (48.5) 的 差别 仅 
在 于 分 布 函数 A(p) 要 用 f 扩 p') 代 替 . 耗 散 0 = Quw ~ 0,; 将 此 表达 式 与 (48.2) 进 
行 比较 得 到 


N. 
e"=— | BUf(p') -f(p)]B(e -eho) dpd’p’. (48.6) 
我 们 将 仅 考虑 这 样 的 频率 ,它们 使 
fiw << 工 . (48.7) 


于 是 , 差 值 p' -Pp 很 小 ,我 们 可 令 


fp') -flp) = -hw = fp) ， 
€ 


而 在 其 余 因 子 中 令 p =p'. 将 此 代入 (48.6) 并 将 五 用 (48.4) 的 k ,来 表达 ,我 们 
最 后 得 到 关于 电容 率 虚 部 的 下 列表 达 式 : 
E (wow) =NiN。 ee (48.8) 
To 
其 中 角 插 号 (…) 表 示 对 电子 的 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 
让 我 们 将 这 个 公式 应 用 于 两 个 极限 情况 : 准 经 典 情况 和 玻 恩 情况 . 在 第 一 个 
情况 , 即 当 


ze /hv >>1] (48.9) 
时 ,频率 范围 w >> 2. 可 以 进一步 被 限制 在 更 窜 区 间 
mr /ze ) >>w >>0.， (48.10) 


左边 的 量 是 电子 在 离开 离子 的 距离 使 散射 角 x ~1 的 量 级 时 飞行 时 间 的 倒数 . 容 

易 看 出 (48.7) 是 从 条 件 (48.9) 和 (48.10) 必 然 得 出 的 结果 . 在 准 经 典 情 况 ,一 个 

电子 与 一 个 静止 离子 的 碰撞 中 在 频率 (48. 10) 的 有 效 辐射 由 公式 
16z es 2moy” 


2 
3vcm Yowze 


给 出 ,其 中 y=e =1.78…, 而 C 是 欧 拉 常数 ( 见 第 二 卷 (70. 21) ). 代 人 (48.8) 


(48.11) 
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并 完成 求 平均 ,我们 得 到 %% 


7 2 ze N. (2. ph hls 
££ ee De (48. 12) 


3 Tm ow yy wzem 
在 玻 恩情 况 , 即 当 ze /(jw) <<1, 在 频率 hw <<T 的 有 效 辐射 由 包 
16ze” ，2mv 
= jn 一 一 
RE, i n Be (48. 13) 





给 出 .用 (48.8) 的 计算 给 出 
»_4 V2T ze N, (2 4 了 
.©= 3 mT he 


它 与 (44.9) 仅 相差 在 对 数 函 数 的 变量 不 同 . 
8$849 朗 道 阻尼 的 准 线性 理论 


8$ 29 一 $32 中 所 描述 的 等 离 体 振 功 理论 ,是 以 在 微 扰 论 的 线性 近似 下 求解 
动 理 方程 为 基础 的 . 其 适用 性 条 件 是 对 分 布 葡 数 的 校正 5(29.2) 远 比 未 受 扰 卫 
数 友 为 小 : 





(48. 14) 


eE afo 
| /eo (49.1) 


对 于 具有 频率 w= .0. 和 波 数 hk << 02./vr. 的 弱 阻 尼 等 离 体 振荡 ,因而 必须 
2 a <<f. 
0 3p 
对 于 麦克 斯 韦 分 布 的 等 离 体 ,这 个 条 件 ( 两边 都 平方 后 ) 可 写成 
E’/A4mn <<NT.. (49.2) 
这 个 形式 具有 简单 物理 意义 : 波 场 能 量 密度 必须 远 小 于 等 离 体 电 子 的 动能 密度 . 
条 件 (49.2) 保 证 了 对 大 多 数 电子 来 说 校正 兴 很 小 . 然而 ,即使 它 是 满足 的 ， 
仍 有 相对 小 量 粒 子 ,对 于 它们 (49. 1) 不 能 满足 ,它们 几乎 与 波 同 相 运动 (KE 9 = 
w) ,因而 参与 朗 道 阻尼 (共振 粒子 ) ;即使 弱 场 也 会 使 它们 的 分 布 清 数 受 到 相当 
大 的 改变 . 这 个 变化 是 一 种 非 线 性 效应 ,因而 它 的 性 质 非常 依赖 于 波 场 ( 按 w 和 按 
大) 的 谱 ,问题 是 只 有 在 线性 近似 下 , 场 的 各 个 健 里 叶 分 量 才 单独 地 作用 于 粒子 . 
这 里 我 们 将 考虑 等 离 体 中 的 电磁 微 扰 ,它们 是 波 矢 在 某 区 间 Ak 取 连 续 值 
的 等 离 体 波 总 体 . 


中 同时 应 用 积分 值 


| em xdx = 一 (. 


0 
@@ 见 第 四 卷 (92.16). 在 从 这 个 公式 变 为 (48.14) 时 ,我 们 还 考虑 到 了 这 样 的 事实 , 当 fw << 了 = 
mtze 时 ,电子 通过 辐射 仪 损耗 小 部 分 能 量 . 
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如 果 初 始 微 扰 包括 波 数 上 ~ 2[or 的 广阔 波谱 , 则 朗 道 阻尼 扩展 至 (在 场 对 
它们 的 影响 的 意义 上 ) 处 于 相同 条 件 的 大 量 电子 .结果 证 明 是 ,分 布 函数 的 畸变 
在 所 有 速率 都 相对 俱 4 ;从 而 (在 条 件 (49.2) 下 ) 线 性 理论 在 微 扰 发 展 的 整个 过 
程 都 适用 . 

男 一 方面 ,如 果 微 扰 只 包含 波 数 在 ko( << 0./v7.) 值 附近 很 罕 范 围 Ak, 于 是 
电子 速度 的 共振 范围 

(2. vo 012. ko 

IAv | “A “ElAK|, Vo 

也 很 小 ,并 位 于 v。>> vi. 附 近 . 因而 只 有 相当 小 数目 的 电子 参与 朗 道 阻尼 ,而 电 
子 分 布 函 数 可 能 改变 极 大 . 

这 里 将 给 出 下 述 情况 下 这 个 现象 的 定量 理论 , 当 微 扰 是 殖 单 色 波 且 其 振幅 
和 相位 按 某 种 统计 规律 在 空间 被 调制 的 情况 . 对 初始 微 扰 磊 值 的 谱 很 罕 : 


(49. 3) 


| Ak|/k, << 1 ， (49. 4) 
但 同时 
| Ai edal 
2 | ) | (49.5) 


其 中 p。 是 波 电场 势 振幅 的 数量 级 (这 个 条 件 的 意义 将 在 下 面 解释 ). 由 于 
(49.2)( 那 里 五 ~ jp ) ,不 等 式 (49. 5 ) 右 边 的 表达 式 很 小 :eleo1/mao <<1. 我 们 
还 将 假设 对 整个 等 离 体 平均 来 说 场 是 均匀 的 ;这 意味 着 E” 对 波 的 相位 和 振幅 的 
统计 分 布 求 平均 后 是 不 依赖 于 坐标 的 (这 种 求 平均 相当 于 对 尺度 Ax >> 1/1AK| 





的 空间 区 域 的 求 平 均 ). 
初始 瞬间 的 场 E 表达 为 健 里 叶 积 分 : 
pe Ok 
E= | Eee (49. 6 ) 


其 中 ,= E; ,因为 EE 是 实 量 . 关于 初始 微 扰 性 质 的 假设 (49. 4) ,意味 着 
(49. 6) 中 的 积分 ,实际 上 仅 选取 对 点 大 = + 邻近 求 积 . 微 扰 的 空间 均匀 性 条 
件 , 很 容易 通过 将 二 阶 张 量 EBs 写成 二 重 积分 

EEs = | Er Eraexpli(k + hk’) ， a 
予以 表述 . 按 统计 分 布 求 平均 后 ,这 个 表达 式 应 不 依赖 于 r@. 为 此 ,平均 值 
( EE) 必须 包含 8 函数 3(k+k'). 因为 等 离 体 波 是 纵波 ,从 而 我 们 写 出 





QD ”对 所 考虑 类 型 的 微 护 ,积分 E = | E(r)e “dx 实际 上 发 散 ,因为 E(7) 在 无 穷 远 不 为 零 . 然 
而 ,在 形式 推导 中 这 并 不 重要 ,因为 这 推导 中 包含 方 均 量 ,它们 肯定 是 有 限 的 ， 
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(EEs) = (2m) 2( EF?) 18(k tk’), (49.7) 


这 个 关系 式 应 认为 是 符号 式 地 用 (E ), 所 表示 的 量 的 定义 . 注意 到 这 些 是 实 量 . 
表达 式 (49.7) 仅 当天 = -大 时 才 不 为 零 , 并 且 相 对 于 大 和 大 ' 的 互 换 是 对 称 的 . 因 
此 (BE?),=(E’) ;而 大 的 正 负 号 的 改变 相当 于 取 复 共 斩 . 方 均 (E*) 用 这 些 量 
表达 为 
“让 过 | (49. 8) 
(49.6) 中 ,因而 (49.8) 中 的 积分 ,( 如 早已 提 到 过 的 ) 是 对 点 天 和 -大 的 邻 
近 取 的 . 然而 ,更 方便 的 是 通过 将 (49.6) 表 示 成 下 列 形式 





(49.9) 


以 消去 - ,其 中 积分 仅 对 点 上 =k 邻近 取 , 而 c.c. 表示 复 共 思 . 因此 ,(49.%8) 
写成 











ru ,dk 
(E’) i 让 ns (49. 10) 
而 关系 式 (49.7) 写成 
(E, Eis) =(27) (五 Capa8( 开 -天 
ka 蕊 kB 一 T) ) 区 ) ， (49. 11) 
(EErs? =0. 
微 扰 (49.9) 随 时 间 的 进 一 ea 
E-= | * ei re E(t) +c.c. (49. 12) 


ki 
表示 ,其 中 w( 上 有) =.10. 是 等 离 体 波 频 率 , 而 系数 E; (1) 由 于 开道 阻尼 而 缓慢 变 
化 . 电子 分 布 函数 类 伏地 表达 为 
f=f(t,p)+ | AD 和 La +c.c. | (49.13) 
大 括号 中 的 表达 式 是 分 布 函数 变化 的 “无 规 ” 部 分 ,在 空间 和 时 间 上 迅速 振荡 ; 
对 波 的 统计 平均 来 说 它 变 为 零 .项 f(t,p) 是 慢 变 平均 分 布 . 

我 们 的 目的 是 要 推导 一 组 方程 ,用 以 确定 等 离 体 态 的 平均 特征 , 即 函 数 
(E’); 和 h(t,p) 随 时 间 的 变化 . 为 使 这 组 方程 闭合 ,这 些 特征 必须 包括 参与 有 
关 非 线性 效应 的 所 有 电子 . 依次 ,对 应 于 波 矢 扩展 AK ,速度 范围 (49. 3) 因而 必 
须 总 是 与 共振 波 场 影响 下 电子 速度 振荡 的 振幅 广泛 重合 . 这 正 是 由 不 等 式 


QD 不 要 与 麦克 斯 韦 平衡 分 布 相 混 淆 . 
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(49.5) 所 表达 的 条 件 ;(elg。1/m)“ 是 所 述 振幅 的 数量 级 . 因为 ,在 以 波 的 相 速 
运动 的 坐标 系 中 , 波 场 是 静态 的 ,由 一 系列 高 度 为 1po1 的 势 峰 所 组 成 . 在 这 些 坐 
标 系 中 ,一 个 共振 电子 在 两 峰 间 振荡 ,其 速率 在 +(2elepol[m) “范围 间 变 化 . 

其 中 一 个 方程 把 (五 ), 与 联系 起 来 , 它 表 达 场 的 每 个 侍 里 叶 分 量 的 朗 道 
阻尼 : 


T(E'),= -2y,(E’),, (49. 14) 
其 中 
按 (32.6) 和 (30. 1), 是 波幅 阻尼 系数 ;(49. 14) 右 边 的 因子 2 的 出 现 是 由 于 
(E”), 是 二 次 的 . 
第 二 个 方程 由 无 碰撞 等 离 体 的 动 理 方 程 
LA (49. 16) 
ot ar op 


推出 . 让 我 们 首先 把 这 个 方程 在 线性 近似 下 应 用 于 微 扰 的 个 别 傅 里 时 分 量 . 在 方 
程 的 最 后 一 项 中 , 它 已 经 包含 小 量 Bie ,我 们 令 /= 态 . 在 第 一 项 中 ,我 们 
忽略 随 t 的 慢 变 化 .于 是 我 们 得 到 关于 有 的 通常 表达 式 : 
ieE, ofo 
fi ee : 
而 且 ,在 以 后 的 求 积 中 ,o 要 照常 理解 为 w +ti0. 

其 次 ,我们 将 关于 五 和 jj 的 完全 表达 式 (49. 12) 和 (49. 13 ) 代 人 (49. 16) (用 
(49. 17) 的 有) 并 借助 于 (49. 11) 对 波 的 统计 分 布 求 平均 . 微 扰 的 所 有 线性 项 消 
失 ;而 二 次 项 确定 导数 3f,79i 为 

an 2 -20 hak 


=e 一 (五 ”) | 
ot OP。 \ pp yA . Kk 





(49. 17) 


1 
ww 一 天 .1 +i0 





1 dk 
sw-k':v | i 
根据 (29. 8) 将 方 括号 中 的 差 值 用 2m56(w -kv ) 代 震 , 最 后 我 们 有 





pe (49. 18) 
Qt gp ™ dpe 
其 中 
kk d 
D's (p) =2Te” | (E’), 0 (49. 19) 


.4 


方程 (49. 14) 和 (49. 18 ) 构 成 所 寻求 的 完全 方程 组 . 以 它们 为 基础 的 等 离 体 理论 
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称 为 准 线性 理论 岂 . 

方程 (49. 18) 具有 速度 空间 中 扩散 方程 的 形式 ,D4 作为 扩散 系数 张 量 ( 上 
标 nl 指明 这 个 “扩散 ” 归 因 于 非 线 性 效应 ). 这 些 系数 ,作为 电子 速度 的 区 数 ,只 
有 在 vo 附近 Av (由 (49.3) 与 扩展 Ak 相 联 系 ) 范 围 不 为 零 . 在 这 个 速度 范围 发 
生 扩 散 , 从 而 分 布 也 数 有 相应 畸变 (对 绝 大 多 数 电 子 仍 为 麦克 斯 韦 分 布 ). 按照 
扩散 过 程 的 一 般 性 质 ,畸变 的 本 质 是 很 显然 的 :扩散 导致 平滑 化 ,或 者 在 这 个 情 
况 ,函数 态 (p) (在 vv >> v7. ) 的 “尾巴 ”宽度 ~ Av 的 一 个 坪 , 如 图 13 中 图 解 所 
示 . 注意 到 畸变 的 这 种 特征 ,主要 变化 是 在 导数 3f,/9p 中 ,而 fh 本身 仍 接近 麦克 
斯 韦 分 布 的 值 . 





让 我 们 估计 这 个 过 程 的 驰 珠 时 间 r， 因 为 匀 化 发 后 了 

在 Ap =mAv 范围 内 ,我 们 有 

T ~m (Av)/D'™. (49. 20) 
为 估计 扩散 系数 ,我 们 注意 到 按 (49.10) 有 (E );(Ak/ 
2T) ~《E ). (49. 19) 的 被 积 表达 式 中 出 现 8 函数 ,数量 > 
级 上 相当 于 对 积分 乘 以 1/(v。A%). 因而 mvo 

) elE) elE 

万 5 -2 (49. 21) 图 13 


最 后 ,用 势 振荡 的 振幅 wp 来 表达 《EE )( ~ 记 1go1 ) ,并 将 (49.21) 代 入 (49. 20)， 
我 们 求 得 包 
(Av)’ 

™ (elogo tl/m)” 
在 上 述 讨论 中 ,当然 假设 7, 远 小 于 朗 道 阻尼 时 间 :7, << 1Z7; 和 否则 ,在 非 线 

性 效应 能 出 现 之 前 , 波 已 被 阻尼 掉 了 . 同时 ,方程 (49. 14) 的 适用 性 ,其 先决 条 件 

是 1/y 远 小 于 电子 平均 自由 时 间 :1/y << 1/v., 其 中 vv。 是 平均 碰撞 频率 . 然而 ， 

后 一 条 件 并 不 保证 在 所 考虑 现象 中 忽略 碰撞 的 合法 性 ( 即 应 用 (49.16) 形 式 的 

动 理 方程 的 合法 性 ) :在 与 非 线性 效应 的 竞争 方面 ,重要 的 不 是 总 的 碰撞 弛 驹 时 

间 ,而 只 是 关于 Av 范围 内 的 碰撞 弛 隙 时 间 ,我 们 用 ru 表示. 
因为 问题 是 关于 接近 v。>> vz. 的 Av 范围 内 的 弛 瑰 , 它 仅 包 含 所 有 电子 中 相 

对 很 小 的 分 数 ,类 似 于 脱 逸 电子 问题 的 情况 . 这 是 动量 空间 中 的 扩散 过 程 ,扩散 


T 


(49. 22) 


QD 它 是 由 圳 杰 诺 夫 , 韦 利 霍 夫 ,艾格 捷 耶 夫 (A. A. BemeHoas,E. II. Bennxos,P. 3. Carnees(1961)) 所 
发 展 的 .方程 (49.14) 和 (49.18) 是 由 罗曼 诺 夫 , 费 里 波 夫 (IO. A. PomaHos,T. 中 . Dunnannos(1961)) 以 及 
由 德 鲁 蒙 德 , 派 因 斯 ( 鸡 .E. Dmmmond,D. Pines(1961)) 独 立 推导 的 . 

@ 当 Av~(elpo 1/m) 1! 时 ,严格 地 说 ,这 里 给 出 的 理论 是 不 适用 的 | (49.5) 中 记号 >> 变 成 ~1, 这 
个 估计 给 出 rw ~ 如 1(m/elgo1) 7 当 共振 速率 的 扩展 As 与 波 场 中 电子 振 萝 的 速率 幅 一 致 时 :rw 与 这 些 
振荡 的 周期 具有 相同 数量 级 时 ,这 个 结果 是 可 预期 的 . 
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系数 是 
4me' LN_ 了 1 Ve ( Dr ) V7 


(coll} = 2 200 
D Sh YD 人 


es (49. 23 ) 
( 即 动量 空间 中 流 密度 (45. 5 ) 中 aap 的 系数 )。 
所 寻求 的 在 范围 Av 内 的 碰撞 弛 聊 时 间 ,与 (49. 20) 的 不 同 在 于 用 DpD'™ 代 
符 D™; 
_m (Ar) ( Au) 3 
Tcoll Do vy. (v1) (> | 


一 下 





(49. 24 ) 
当 

Ta >> Too (49.25) 
时 ( 即 D'"” <<D'“ 时 ), 非 线性 效应 不 起 任何 作用 :尽管 有 来 自 波 场 的 微 扰 , 磁 
撞 能 维持 v ,附近 的 麦克 斯 韦 分 布 ,从 而 朗 道 阻尼 系数 由 通常 的 表达 式 给 出 ,该 表 
达 式 相对 于 vo。 附近 导数 4f,/9p 的 麦克 斯 韦 分 布 的 值 . 因此 ,不 等 式 (49. 25) 是 时 
道 阻尼 的 严格 线性 理论 可 以 适用 的 条 件 . 同时 注意 到 ,所 阐述 的 准 线性 理论 在 哗 
We 条 件 (49. 25 ) 可 写成 


全 << AN 7 [VALn (于 | ， (49. 26 ) 
其 中 n=e N/T 方 括号 中 的 往 小 因子 表明 (4 2) 比 (49. 25 ) 弱 得 


多 @ 
在 相反 的 极限 情况 ry << ru, 非 线性 效应 导致 上 上面 所 指出 范围 内 导数 
anzap 的 很 大 减 小 ,粗略 地 为 D'“ /DW 的 比值 . 朗 道 阻 尼 系 数 相应 地 降低 . 


$ 50 相对 论 性 等 离 体 的 动 理 方程 


如 果 等 离 体 中 粒子 (电子 ) 的 速度 不 是 远 小 于 光速 , 动 理 方程 必须 考虑 到 相 
对 论 性 效应 (C.T. Benses,T. H. BymKkep ,1956 ) . 

我 们 将 首先 证 明 相 空间 中 的 分 布防 数 /(1,r,p) 是 相对 论 性 不 变量 . 这 个 是 
通过 注意 到 空间 的 粒子 密度 和 粒子 流 密度 , 即 积分 


N = | Ap， i = | oa 
必须 形成 四 维 矢量 六 =(cN,i) 而 表明 的 (参见 第 二 卷 , $28 ) 包 . 记 住 相对 论 力学 


QD 早已 提 到 过 ,如 果 ru >> 1/y ,严格 线性 理论 是 不 适用 的 , 这 个 可 重 写 为 
E’?/Amn <<N TE CAv/vr YC Av/v Y/N.)) 
可 以 证 明 它 是 比 (49.26) 更 弱 的 条 件 . 
@ 本 节 中 ,拉丁 字母 和 1 表示 四 维和 撩 量 指标 . 两 个 四 维 矢量 a 和 56 的 标 积 用 (ab) = akt 表示 . 
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中 具有 动量 和 能 量 e 的 粒子 速度 是 yw =pc /se ,我 们 可 以 将 这 个 四 维 矢量 写成 

te | py， (S50.1) 

其 中 p* = (a/c,p) 是 四 维 动量 . 表达 式 dpve 是 一 个 四 维 标量 ( 见 第 二 卷 ， 

$ 10). 因 而 很 明显 ,因为 积分 (50. 1) 是 一 个 四 维 矢量 ,所 以 上 是 一 个 四 维 标 
量 呈 . 

现在 接着 推导 动 理 方程 ,我 们 注意 到 § 41 中 进行 的 计算 直至 动量 空间 中 流 

密度 的 表达 式 (41.3),(41.4) ,在 相对 论 情况 下 仍然 有 效 .我 们 只 需 重 新 计算 量 


1 
Bo = pa | qaqev.do. (50. 2) 


量 y ., 如 前 所 述 那样 ,是 两 个 粒子 的 相对 速度 . 然而 ,在 相对 论 性 力学 中 , 它 
定义 为 一 个 粒子 在 另 一 粒子 的 静止 坐标 系 中 的 速度 ,而 一 般 并 不 简化 为 差 
? -9v'( 见 第 二 卷 , $ 12). 

让 我 们 首先 弄 清 这 些 量 的 变换 性 质 . 乘积 

vdo .ff'd pd p’'d xdi 
是 体积 dx 内 和 时 间 di 期 间 具 有 动量 在 给 定 范围 dp 和 dp’ 的 两 个 粒子 间 散 射 
事件 数 ; 根 据 定义 ,这 个 数 是 不 变量 . 将 它 重 写成 下 列 形式 
ee'vdo :ff*f'"，: dp Sp * dxdt, 


2 
并 注意 到 (用 点 分 开 的 ) 最 后 五 个 因子 是 不 变量 ,我 们 得 出 结论 ,第 一 个 因子 
ee'v.do 也 是 不 变量 . 由 此 可 知 积 分 





W* = ee’ | grg'wv.do (50. 3) 
形成 一 个 对 称 四 维 张 量 . 量 (50. 2) 与 这 个 四 维 张 量 的 空间 分 量 是 由 
ee (50.4) 


相 联系 . 

我 们 首先 在 一 个 粒子 (比如 说 e) 为 静止 的 参考 系 中 来 计算 四 维 张 量 
(50.3). 粒子 e' 被 (碰撞 前 为 ) 静 止 的 粒子 e 以 小 角度 x 散射 的 相对 论 性 上 户 瑟 福 
截面 是 % 


@ 然而 , 仅 相对 于 动量 的 分 布 函数 , 即 几 2P) = [f(1,r.p) dx 不 是 一 个 四 维 标量 (这 种 函数 在 第 
二 卷 , $ 10 中 讨论 过 ). 

@， 这 个 表达 式 适 用 于 电子 受 电子 或 离子 的 散射 . 在 第 一 种 情况 , 它 是 从 第 四 卷 (81.7) 得 出 的 ;在 后 
一 种 情况 ,是 从 受 固 定 库仑 力 心 散 射 的 截面 第 四 卷 (80.7) 得 到 的 . 
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do (0 ($50.5) 
PX 
类 似 于 推导 (41. 8) 的 计算 给 出 关于 张 量 (50. 3 ) 的 空间 分 量 的 下 列表 达 式 : 
要" =2T(ee') 工人 2 6, ~ 005) me (50.6) 
. 
其 余 分 量 应 认为 等 于 零 : 
WwW” = 到 "=0. (50.7) 


因为 在 所 人 研究 的 这 个 坐标 系 中 ,碰撞 中 粒子 的 能 量变 化 是 关于 小 散射 角 的 二 阶 
量 , 从 而 WW 和 W 该 是 三 阶 或 四 阶 小 量 ,而 碰撞 积分 的 整个 推导 仅 准 确 至 二 
阶 量 . 
按照 (50.6) 和 (50.7), 有 
Wi = ~ W* = -47(ee’)’Lme e’/v'. 
这 个 四 维 量 可 以 写成 不 变量 形式 . 注意 到 在 粒子 e 静止 的 坐标 系 中 我 们 有 


(uu’) = 2 [uw) 1] 





m’c: (LU C ” 
其 中 =p*/mc,u ”=p”/A(m'c) 是 两 个 粒子 的 四 维 速 度 . 因此 
W: = -4n(ee’)’Lmm’'e’ Cu) (50. 8) 


由 (50.6) 和 (50.7) 我 们 还 发 现 
Wu, = Wu’, =0, (50.9) 
而 且 因 为 这 些 等 式 是 相对 论 性 不 变形 式 ,它们 在 任何 参考 系 中 都 有 效 . 
在 任何 参考 系 都 有 效 的 四 维 张 量 W 表达 式 显 然 必须 对 两 个 粒子 是 对 称 
的 . 仅 依赖 于 四 维 矢 量 w 和 w” 的 这 种 四 维 张 量 的 一 般 形式 是 
Wn OC qa a 
其 中 a,B6 和 8 是 标量 . 这 些 标量 由 条 件 (50.8) 和 (50.9) 确 定 ,我 们 得 到 
mm’e’ (uu’)” 
c{[(uu') -1]” 
x{-[(u) -le (uu +u uu’ )+ 
+ (uu )(uu +u wy)}. (50. 10) 
最 后 ,选取 任意 参考 系 中 这 个 四 维 张 量 的 空间 部 分 ,我 们 得 到 关于 碰撞 积分 
中 量 8, 的 最 终 表 达 式 : 


B 2 A et RN 
aB 一 c[yy’ (1-v ‘vw' /ce) 1] 


W" =27(ee’)'L 


. 2 


2 
/2 DV 71 
x { [yy (1- 3 ) A 
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12 2 12 ft 
@ £ 2 "9 上 和 
es (1= 2 ) (oo + v0g) 上， (50. 11) 


Cc Cc 











其 中 


ye 
是 对 两 个 粒子 的 洛 伦 兹 因数 . 我 们 注意 到 ,尽管 与 非 相 对 论 性 情况 比较 起 来 有 更 
复杂 的 形式 ,三 维 张 量 (50. 11 ) 仍 满足 关系 式 
Bsvs = Baav's.- (50. 12) 
为 估计 库仑 对 数 ,我 们 注意 到 在 相对 论 性 情况 下 发 生 的 玻 恩情 况 :ze /( 所) 
~ze /(fic) <<1. 因此 ,对 于 ee 和 ei 碰撞 
L~=ln(pa/hi)~ln( Ta/( fc)). (50. 13) 
对 于 站 碰撞 ,7T. 必须 用 也 代替 (如 果 离 子 也 是 相对 论 性 的 ) ,或 者 应 该 用 寻常 非 
相对 论 性 表达 式 . 只 要 卢 瑟 福 散 射 是 电子 动量 和 能 量变 化 的 主要 原因 ,具有 库仑 
碰撞 积分 的 动 理 方程 是 有 效 的 . 这 里 的 竞争 过 程 是 韧 致 辐射 (还 有 康 普 顿 效 应 ， 
如 果 等 离 体 含有 可 观 数量 光子 的 话 ). 卢 巧 福 散射 ( 输 运 ) 截 面 数量 级 上 是 
0 


蔬 臻 辐射 具有 能 量 hw ~ 的 光子 的 截面 是 











ze N21 
ep i (50.15) 
(比较 第 四 卷 ,(93. 17)). 如 果 
了 137L I 
me” (os 
这 些 截面 是 可 比较 的 . 
习 题 
1. 试 求 从 有 具有 温度 T >>mc 的 电子 向 具有 温度 了 ; << We 的 离子 的 能 量 传 


解 : $42 中 的 计算 直至 (42.3) 仍 有 效 .我 们 选用 (50.4) 和 (50.6) 的 Bo ， 
设 其 中 一 c: 


有 =4me’z LL/e. 





dE, dE T 4mze NN.L 
SS 
将 极端 相对 论 性 电子 的 能 量 用 其 温度 表达 为 .=3T.N。( 见 第 五 着 ,$44 习 
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题 ) ,我 们 得 到 





2. 试 求 相 对 论 性 洛 伦 兹 等 离 体 的 电导 率 . 

解 : 当 我 们 忽略 ee 碰撞 并 趋向 极限 肝 一 ww 时 ,相对 论 性 情况 的 求解 过 程 与 
$44 中 非 相 对 论 性 问题 的 求解 相同 . 在 届 定 (w=0) 电 场 下 对 分 布 串 数 的 校正 
仍 是 

eb.y 
Y= py 
(比较 (44.5) ) ,唯一 差别 是 碰撞 频率 现在 要 由 相对 论 性 户 瑟 福 散 射 截 面 


2 4 
~_ 4mnzeL 
3 2 2 





2 
v.(p) = Nvo.,, (人 | 全 [Sado 


确定 . 计算 电流 作为 积分 -e [v8fd'p, 我 们 求 得 电导 率 为 
(vp’) 
12mze: TL 
在 极端 相对 论 性 情况 ,v~c,《p 〉=12(T./c)’ ,因而 
og =cT/( mze L). 
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等 离 体 中 的 涨 落 理论 ,原则 上 可 像 寻 常 气体 中 的 涨 落 理论 (819 和 8$20) 那 

样 ,以 相同 的 方法 建立 起 来 . 异 时 关联 函数 ,例如 
CBf( tT Pp) (to sr ,po)), (p(t 7) f(t ,rT, ,Pp;)) 

(其 中 wo 是 电场 势 , 而 a,b 区 别 粒子 类 型 ) , 像 分 布 函 数 /。 和 势 5 那样 ,( 当 += 
ti ~t, >0 时 ) 满 足 相 同 的 方程 组 , 即 线性 化 动 理 方程 和 线性 化 泊 松 方程 . 为 求 
解 这 些 方程 ,必须 知道 相应 单 时 关联 函数 作为 初始 条 件 . 但 是 ,与 中 性 粒子 平 
衡 气体 大 不 相同 ,等 离 体 中 由 于 粒子 间 的 库仑 相互 作用 并 扩展 至 很 大 距离 
( ~a) ,不 同 粒 子 的 位 置 间 有 单 时 关联 ,在 平衡 情况 ,这 个 关联 由 第 五 卷 , § 79 
中 所 计算 的 密度 关联 函数 来 描述 . 在 非 平衡 情况 , 单 时 关联 函数 的 确定 是 一 个 
困难 问题 . 

然而 ,对 于 盛 碰撞 等 离 体 的 情况 ,这 个 困难 可 以 一 般 方式 予以 殉 服 .我们 注 
意 到 , 正 是 对 无 碰撞 等 离 体 ,以 特别 自然 的 方式 提出 关于 定常 非 平 衡 态 中 的 涨 落 
问题 ;因为 这 种 等 离 体 中 没有 外 场 存 在 时 ,任何 仅 依赖 于 粒子 动量 的 分 布 函数 
f,(p) 都 是 动 理 方 程 的 定常 解 . 相对 于 这 种 分 布 的 涨 落 的 关联 函数 ,与 平衡 情 次 
一 样 , 将 仅 通过 差 值 r=r, -r,t=t -而 依赖 于 两 点 的 坐标 和 两 个 时 间 . 等 离 
体 的 无 碰撞 性 ,同时 意味 着 所 考虑 的 时 间 t 远 小 于 1/v, 其 中 v 是 有 效 碰撞 频率 . 
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下 面 阑 述 的 方法 正好 在 这 些 条 件 下 是 适用 的 ;等 离 体 始终 当 作 无 碰撞 的 来 处 理 . 

这 个 方法 以 严格 涨 落 分 布 丙 数 /,(t,r,p) 的 乘积 的 直接 平均 为 基础 0. 
这 些 函 数 满足 方程 

Ys _ de, .Ye 9p. Ye 0 


dd a or “or op 
其 中 p 是 严格 电场 势 , 它 满足 方程 
Ap = -4mT > e, | Ad (51.2) 
方程 (51. 1) 是 刘 维 尔 定理 的 类 比 .应 强调 的 是 ,在 这 些 严 格 方程 中 ,碰撞 尚未 名 
略 .严格 分 布 函 数 为 
f(tisr,p) = 之 SIr-ro(b)15[P-Po(t)] 05155397) 
(对 类 型 a 的 所 有 粒子 求 和 ). 考虑 到 粒子 沿路 径 > =r, (it) 的 运动 ,它们 是 相互 
作用 粒子 运动 方程 的 严格 解 . 方程 (51. 1 ) 容易 通过 对 表达 式 (51. 3) 的 直接 微 
分 ,并 应 用 自治 场 中 粒子 的 运动 方程 ,而 予以 证 实 . 
方程 (51. 1) 和 (51.2) 本 身 不 很 有 用 ,要 应 用 (3$1.3) 形 式 的 分 布 函数 会 意味 
着 分 别 跟 随 每 个 粒子 的 运动 . 然而 ,如 果 它 们 是 对 物理 无 穷 小 体积 的 平均 多, 就 
得 到 寻常 的 动 理 方程 : 令 ,=f 。 + 5,,p =5+ 59, 并 将 方程 (不 作 任何 近似 的 ) 
求 平均 ,我 们 得 到 


of af D BF 08 
本 Laae ee (51.4) 
dt - ar or 9p or op 





(51.1) 


AD = ~4T72.e, [Fd’p. (51.5) 


(51.4) 右边 是 碰撞 积分 @ 
从 严格 方程 (51.1) 和 (51.2) 分 别 减 去 (51.4) 和 (51.5) ,我 们 得 到 关于 分 
布 函数 和 势 的 涨 落 部 分 的 方程 . 动 理 方程 中 对 8p 和 3f, 为 二 次 的 项 描述 碰撞 对 
涨 落 的 影响 . 忽略 这 些 项 并 考虑 空间 均匀 的 情况 , 即 令 
f,.=f,.(p), $=0, (51.6) 
我 们 得 到 方程 
a8fs ,8s _, a89 .Yo 


V e, =0， (51.7) 
ot Dr or op 


Q@ ”这 个 方法 归功 于 罗斯 托 克 (N. Rostoker( 1961 ) ) 和 克利 蒙 托 维 奇 和 西林 (I9. 7. 人 mrMoHTOoBTd ,B， 
II. Crxraa(1962 ) ) . 

@ 或 者 ,等 效 地 ,对 严格 力学 问题 的 初始 条 件 求 平均 ,相当 于 一 个 特定 宏观 态 . 

@@ ”我 们 将 在 本 节 末 尾 再 回 到 这 个 表达 式 ,而 目前 仅 注 意 到 它 相 当 于 粒子 具有 库仑 相互 作用 情况 下 
方程 (16.7) 的 右边 . 
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Asp = -4m > e | 这 dp (51.8) 
这 些 方程 使 我 们 能 将 任何 瞬间 “上 的 函数 5f,(t,r,p) ,用 它们 在 某 个 初始 瞬间 
t =0 的 值 来 表达 ,从 而 能 将 关联 孔 数 
CSf, (tsT1 ,Pi) dhl ts ,rp2)) (51.9) 
用 其 41 =i, =0 时 的 值 来 表达 . 关联 函数 的 这 个 初 值 (我 们 用 g。(m -rr ,pi1,P;) 表 
示 ) 很 大 程度 上 是 ( 见 下 面 ) 任 意图 数 . 必须 立即 强调 ,这 决 不 是 同时 关联 函数 ， 
它 ( 以 及 完全 异 时 关联 函数 ) 是 我 们 试图 寻求 的 . 保证 所 论述 方法 的 有 效 性 的 核 
心 点 是 ,以 任意 选择 的 函数 g8, 由 此 所 计算 的 关联 函数 (51.9) ,经 过 一 定 的 时 间 
( 当 上 二 和 为 朗 道 阻尼 时 间 的 量 级 时 ) 归 结 于 仅 为 差 值 1=i -bb 的 函数 ,而 与 g 
的 选择 无 关 . 问题 从 而 被 解 出 :这 个 极限 函数 是 所 寻求 的 异 时 关联 函数 ,而 其 当 
1 -~ 芒 =0 时 的 值 是 同时 关联 本 数 . 
为 完成 上 述 程序 ,我 们 应 用 对 于 坐标 的 傅 里 叶 展 开 和 对 于 时 间 的 单 侧 传 里 
叶 展 开 的 分 量 : 


Sf (p) = aw de ?8 (tr,p) (51. 10) 
0 


以 及 关于 gi 的 类 似 表达 式 . 对 方程 (51.7) 和 (51.8) 乘 以 e“*“? 并 对 di 从 
0 至 积分 和 对 dx 积分 ,我 们 得 到 


i(k.v —-w)df -iek.: app - for( 0,p), 
-kp =4m > e, | ad (51.11) 
I 10) ,(34. 11)) ;由 此 求 得 
(+) Sfor (O07) ] 
Opot = ee je (w,k) 这 | 1 -ww) dp, (51512) 


其 中 se, 是 具有 分 布 f(p) 的 等 离 体 的 电容 率 中 . 两 个 这 种 表达 式 相 乘 ,接着 求 统 
计 平 均 ,给 出 
167” 
ke(w,k)e(w’,k’ ) 
(Bfor CP 本 的 
人 > i vy ~-w)i(k .vv —-w’) 
被 积 表达 式 分 子 中 的 平均 值 与 * 初始 ” 和 sw(Cr 一 疡 ,PP2) 的 傅 里 


《So' DS 一 


dpdap/ (51. 13 ) 


Q@ 仅仅 为 了 简化 后 来 的 公式 ,我 们 将 假设 函数 F(pP) 是 各 向 同性 的 ,因此 相应 电容 率 张 量 so 简化 为 
£1 和 EL. 
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睹 分量 EBP ,P，) 由 公式 
CSfa(O0,p) fr(0,p)) =(2m) (Kk +k’) gp ,Pp,) 
相 联 系 (比较 (19. 13)). 跟 任 何 同时 关联 函数 一 样 ,初始 关联 函数 必须 包含 一 个 
8 函数 项 , 它 表 达 在 重合 相 空 间 元 中 仅 有 一 个 粒子 这 种 情况 : 
Sr(Cp)S(Cr， -也 )S(P -Pp,) 
( 见 (19.6)). 这 项 的 傅 里 叶 变换 是 sj(p)5(P -p;). 因而 我 们 必须 在 
(51. 13 ) 中 令 
(Bfu(0,p)dfr(0,p')) = 
= (27) 6(k+k')[ df (pp -Pp') tu(p,p')], (51. 14) 
其 中 jw(p,p') 是 一 个 任意 光滑 (对 实 p 和 p' 为 非 奇 异 的 ) 函数 , 当 |r, -7,1 一 w 
时 趋 于 零 的 某 个 函数 (7r, ~7, ,pi ,Pp;) 的 侍 里 叶 换 式 . 
将 (51.14) 代 入 (51. 13) 后 ,包含 这 个 任意 函数 的 项 给 出 
ke(wk)e(w’ ,kk’) 2 i(k:v —-w)i(k 1 一 
我 们 将 证 明 ,这 个 表达 式 相应 于 时 间 表 示 中 的 这 样 一 个 函数 , 它 随 着 1 或 1 的 增 
加 而 迅速 减 小 . 
从 拉 普 拉 斯 换 式 《5695 696 ) 向 时 间 和 和 t=t +t 的 函数 的 变换 ( 见 128 
页 脚注 ) 通 过 公式 
(c+) dodw’ 


(S91(t1) dp (i)) 3 [ep S95 (27): 


作出 ,其 中 积分 是 在 复 w 和 w' 平 面 上 沿 被 积 表达 式 所 有 奇 点 上 面 通 过 的 围 道 取 
的 . 我 们 感 兴趣 的 是 当 王 光一 o 时 (51. 16) 的 渐 近 形式 . 为 求 出 这 个 形式 ,我 们 
必须 将 积分 围 道 压低 直至 它们 被 奇 点 “ 挂 ” 住 为 止 ;例如 ,w = w。 处 的 奇 点 给 出 
对 dw 积分 的 渐 近 时 间 依 赖 关系 exp( -iw.i). 容易 看 出 ,表达 式 (51. 1S ) 仅 在 ow 
或 w' 的 下 半 平 面 (而 不 是 在 这 些 变量 的 实 轴 上 ) 有 奇 点 ,因而 积分 (51. 16) 的 渐 
近 形式 ,以 (51.15) 作 为 (8p 89% ), 仅 包括 阻尼 项 . 

例如 ,现在 让 我 们 考虑 对 于 w 的 积分 . (51. 15 ) 中 的 因子 1/e,(w,%) 具 有 极 
点 在 a1(w,k) 的 零点 处 ,它们 全 在 ww 平面 的 下 半 平 面 D. (51. 1$ ) 中 对 dp 的 积 
分 有 类 似 性 质 : 它 具有 形式 


(51. 15 ) 





(51. 16 


由 Cz) dz 
2 一 mA 天 一 iD 


其 中 z=p,,p 沿 上 的 分 量 ,而 因子 ww(z) (根据 函数 jw(p,p') 的 假定 性 质 ) 仅 对 复 


人 @ 假设 分 布 F(p) 对 应 于 等 离 体 的 稳定 态 ,因而 等 离 体 波 是 阻尼 的 . 显然 ,一 般 只 有 在 这 个 情况 , 平 
稳 涨 落 问 题 才 有 意义 . 
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z 值 才能 有 奇 点 . 这 种 形式 的 积分 早已 在 $29 末尾 讨论 过 ,并 曾 证 明 它 仅 在 w 平 
面 的 下 半 平 面 可 能 有 极点 . 
因而 我 们 希望 确定 的 ,关联 函数 的 无 阻尼 部 分 , 仅 来 自 (51. 14) 中 第 一 项 对 
积分 (51. 13 ) 的 贡献 : 
(Spur pL 》= 
_ 4(2n)’8(k+k’) by | f.(p)dp 
ke(w he(w ,ky “J(wo-k:v +i0)(w +k.v +i0) 
(51.17) 
通过 在 被 积 表达 式 中 令 
[(w-k:v +i0)(w’ +k.v +i0)] = 
1 1 1 
ET IT re 
而 进行 变换 . (51. 16) 中 对 @ 的 进一步 积 
分 , 当 1-% 时 不 被 阻尼 的 一 项 贡献 来 自 极 人 @) 
点 w = -ww-i0 处 的 残 数 ,这 个 极点 可 通 
过 图 14 中 所 示 方 式 的 积分 围 道 而 子 以 回 
避 . 在 这 个 意义 上 ,因子 1/(w +w') 要 理解 
为 -27i8(w +w'). 在 随后 对 w 的 积分 中 ， 
因子 1/(w +tk' vy ) 的 意义 由 (29.8) 给 出 ， 
根据 该 式 有 
a A 
(这 个 记 法 含有 这 样 的 意思 :对 于 o 和 ww' 的 积分 业已 沿 实 轴 进 行 ). 
因此 ,为 计算 长 时 间 # 的 渐 近 极限 下 的 关联 函数 ,我 们 必须 在 积分 ($1. 17 ) 
中 作 代 换 
[(w -kv +i0)(w +k-.v +i0)] 一 -(2m) 3(o+w')5(w -天 0). 
(51. 18) 
结果 得 到 由 
(B90 506) =(27) 8(w+w')S( 天 + 天 )(5p ) or, (51. 19 ) 
其 中 


QD 为 避免 误解 ,可 以 提 及 这 不 是 完整 表达 式 , 而 仅 是 奇 点 在 w + w' 的 部 分 , 它 支 配 关 联 函 数 的 渐 近 
形式 . 在 完整 表达 式 中 ,并 非 所 有 项 都 包含 5(w+w') ,因为 二 和 的 相应 函数 对 于 大 上 和 总 仅 渐 近 地 依 
囊 于 差 值 1:=it 一 马 ， 
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2 _ 327 2 1 3 
(B09) = 下 对 全 7)a8(o -kv) dp (51.20) 


由 定义 (51. 19) 看 出 (比较 (19. 13 ) ) , 量 (8w” ), 是 所 寻求 的 关联 函数 的 健 里 叶 
换 式 一 一 谱 关联 函数 . 从 而 公式 (51. 20) 给 出 所 提出 的 关于 势 的 涨 落 问题 的 解 . 

其 它 关联 函数 可 类 似 地 确定 . 例如 ,将 5 用 (51.11) 的 594 来 表达 , 乘 
以 (51.12) 的 8p4 并 求 平 均 ,我 们 得 到 关于 势 和 分 布 函数 的 关联 函数 @: 


os eak Y 
( Poo) = io 








“) 二 


8T e， 
大 7 (p(w —-k.:v). ($1.21) 
sp 和 8/, 在 (589g8f,) 中 的 次 序 是 值得 注意 的 :根据 定义 (比较 第 五 卷 ， 
(122. 11) ) ,(51. 21) 是 时 空 关联 函数 

(S929(1,7) df,.(0,0)) 
的 健 里 叶 换 式 . 然而 ,如 果 关 联 函 数 定义 为 (8f, (1,r) 5p(0,0)) ,于 是 我 们 有 
(Sf,89) .= (898/.) ,4 = (98,) (51. 22) 
(比较 第 五 卷 , (122. 13)). 
最 后 ,分 布 函 数 的 谱 关联 函数 是 
(Bf,Sfs) ox =2m38.8(P -po)f (Pi)S(w -天 v1)+ 
ee,(6 。 wk ar , of ， 
人 .2 (和 











op, 
8T e,e, 9 es 8(w—k.:v,) 
“ (| CM) Co v0 
ar ,\ 5(w -天 .vi) 
+ (x 3 ep S12 
这 是 关联 函数 
C8fs(t,7,P1) fh,(0,0,p,)) 
的 健 里 叶 换 式 . 


如 果 (51. 20) 一 (51. 23) 中 f, 取 为 麦克 斯 韦 函 数 ,我 们 得 到 平衡 无 磁 挤 
等 离 体 中 涨 落 的 关联 函数 . 

例如 ,让 我 们 考虑 势 的 涨 落 . 对 于 麦克 斯 韦 等 离 体 ,纵向 电容 率 的 虚 部 可 表 
达 为 


个 注意 到 关于 围 道 的 回避 规则 ,在 第 一 项 中 (w -iD0 代替 w+ 训 ) 是 相反 的 .这 是 由 于 :对 w= -ww'， 
k= -8 ,我 们 有 
(kv-w -i0) =-(k:.v -w+i0) '. 


$51 等 离 体 中 的 涨 落 。 199 ， 


ei(w， k) -0 








(p)S8(w-k.v)dp (51. 24) 


( 见 (30.1) op 将 这 个 表达 式 代 入 (51. 20 ) ,我 
们 得 到 


87TTe"(w,k) 
BE 51. 25 
(Tope ob) De 
纵向 电场 强度 的 关联 函数 是 
(EE ) ot =k,k ( 89° ) x- (Sls 26) 


当然 ,这 个 结果 也 能 从 第 九 卷 ,$75 一 $77 所 给 出 的 平衡 电磁 涨 落 的 一 般 
宏观 理论 推导 出 来 中 . 根据 该 理论 ,电场 强度 的 谱 关 联 函 数 可 通过 一 个 公式 用 推 
迟 格林 函数 来 表达 ,在 经 典 极限 下 (jio << 了 ) 它 变 成 


全 -FImD,( wk) (51.27) 


见 第 九 卷 ,(76.3),(77.2)). 在 具有 空间 色散 的 介质 中 ,格林 函数 是 
R _ 47 kko\ 4mhe” kkg 
Da wsk) we/e 大 ) we 0 
将 这 个 函数 的 纵向 部 分 (第 二 项 ) 代 入 (51. 27) 给 出 (51.25) 和 (51. 26). 
最 后 ,让 我 们 回 到 方程 (51. 4) ,并 证 明 右 边 的 表达 式 


er (51.29) 
实际 上 与 等 离 体 中 磁 擅 积 分 的 熟知 表达 式 相同 . 量 (51. 29) 是 由 关联 函数 
(8p(1,7)8f.(0,0)) 通 过 对 7 求 导数 并 女 着 令 r=0 而 获得 的 . 因而 我 们 求 得 


a59 . dwod'k 
CE ) = {ikCBp8f) neh = 


dowd 天 
= | kim( Bp8f) yy 
(后 一 等 式 是 借助 于 (51. 22 ) 得 出 的 ). 而 由 (51.21), 并 用 (51. 20) 和 (51.24)， 


我 们 有 
of 。 2 8T Ee” 


Im( B98f) a = | -mk (dp ) -下 5}ed(w -kv.) = 


eu oe f 
-> 


b 





(S1. 28 ) 


(51. 30 ) 








@ 等 离 体 中 的 自 洽 场 是 一 宏观 量 , 因 而 涨 落 的 宏观 理论 对 它 是 适用 的 . 然而 ,分 布 函数 不 是 宏观 
量 ,因而 它 的 涨 落 总 需要 用 动 理 学 方法 处 理 . 

(@) 这 个 表达 式 是 由 第 九 卷 ,(75.20) 通 过 将 该 表达 式 分 成 横向 和 纵 癌 部 分 ,并 分 别 用 et(o, 5) 和 
se1(w,k) 代 替 = 而 求 得 的 . 
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x8(w—-k.v,)dp,. 35(o- 天 .9 ). 

将 这 个 表达 式 代 人 (51.30) 很 容易 将 (51. 29 ) 变换 为 巴 列 斯 库 - 莱 纳 尔 碰 撞 积 
分 的 形式 (4 8$47). 

由 于 推导 出 的 结论 看 来 似乎 奇怪 的 是 ,为 了 计算 碰撞 积分 ,只 需 考虑 无 碰撞 
等 离 体 中 的 涨 落 就 足够 了 . 然而 ,这 种 情况 的 出 现 是 由 于 等 离 体 中 碰撞 时 电场 的 
重要 侍 里 叶 分 量具 有 上 之 1/a >> 1[]1, 以 致 碰撞 可 以 忽略 . 这 里 的 情况 完全 类 似 于 
推导 玻 尔 效 曼 动 理 方程 中 的 情况 ( 8$ 16) :的 确 ,方程 (16.10) 正 好 也 意味 着 忽略 
碰撞 对 对 关联 函数 的 影 啊 . 


第 五 章 
磁场 中 的 等 离 体 


8S2 ”无 碰撞 冷 等 离 体 的 电容 率 


这 一 章 讨论 外 磁场 中 等 离 体 的 性 质 , 这 种 等 离 体 被 称 为 磁 旋 等 离 体 . 通过 强 
迫 带 电 粒 子 沿 磁力 线 在 螺旋 路 径 上 运动 ,磁场 对 等 离 体 的 行为 施加 深刻 影响 . 特 
别 是 , 它 影响 其 介 电 性 质 . 

首先 让 我 们 回忆 在 有 磁 感 强度 为 B 的 磁场 存在 的 情况 下 ,电容 率 张 量 的 某 
些 一 般 性 质 ( 见 第 八 卷 ,§ 82). 和 磁场 不 存在 的 情况 一 样 ,有 等 式 (28.6): 


gual ~w, kB) =e (wk;B). (52. 1 ) 
按照 昂 萨 格 原理 , 当 磁 场 和 波 矢 同 时 变 号 时 ,这 个 张 量 是 对 称 的 : 
Ea( WR;B) = ep (w, -kKk; -B). (52. 2) 


如 果 介 质 在 空间 反 演 下 是 不 变 的 (如 平衡 等 离 体 那样 ) ,ss 是 上 的 偶 淆 数 , 因 而 
(52. 2 ) 变 成 

Esa( Wk;B) = ep( wk; -B). (52. 2a) 
然而 ,必须 强调 ,这 种 性 质 仅 在 处 于 热力 学 平衡 的 介质 中 才 出 现 ;这 与 性 质 
(52.1) 不 同 , 它 是 根据 es 的 定义 得 出 的 也 . 


一 般 情况 下 , 张 量 sop 可 分 成 一 个 厄 米 型 部 分 六 ( 86g + 6 训 ) 和 一 个 反 厄 米 型 


部 分 (eu -sj.). 后 者 确定 介质 中 场 能 的 耗 散 ;比较 (30. 3). 


关于 磁 旋 等 离 体 的 研究 ,我 们 将 从 无 磁 撞 “ 冷 ” 等 离 体 这 个 简单 情况 开始 . 
这 种 等 离 体 的 温度 假设 为 很 低 , 使 得 粒子 的 热 运 动 可 以 忽略 (对 于 这 个 条 件 的 


中 还 应 强调 ,所 谈 的 是 可 变 电 场 的 电容 率 问题 . 静 (w =0) 电 容 率 是 纯 热 力学 量 , 在 经 典 理论 范围 ， 
磁场 一 般 对 它 没有 影响 (比较 第 五 卷 , § 52) ;有 限 ( 当 #0 时 ) 量 eg (0,k;B) 与 og (0,k;0) 一 致 
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必要 性 将 在 下 面 表 述 ). 在 这 个 近似 下 ,没有 空间 色散 ,而 电容 率 仅 依赖 于 电场 
的 频率 ,也 没有 耗 散 ,而 张 量 es 是 厄 米 型 的 : 


scp( 0;B) = spl 2;B). 
由 此 式 和 等 式 (52.1), 可 见 
Ep( WIB) = ep.( -w;B). 
将 厄 米 型 张 量 分 成 实 部 和 虚 部 ,ss = e's +ie"，, 由 于 (52.2) 和 (52.3) ,我 们 有 
E's(w;B) =e (0;B)=e (wo;i -B), (52.5) 
ea(wW;B)= -ep(w;B)= -ee(wji -B). | 
从 而 ,在 无 耗 散 介 质 中 ,e's 是 场 的 偶 函 数 , 而 es 是 奇 消 数 . 
我 们 将 假设 等 离 体 的 各 向 异性 仅 起 因 于 存在 一 个 恒定 均匀 磁场 (在 等 离 体 
内 其 磁 感 强度 由 B。 表 示 ). 在 这 种 情况 , 磁 感 强度 与 单 色弱 电场 强度 之 间 的 一 
般 线性 关系 是 


(52.3) 


(52.4) 


D=e.E+t+l(e, -ee )b(b.E)+ig[lExb], (52.6) 


其 中 5=B6/Bo, 而 2,,g1 和 gg 是 w 和 B, 的 函数 . 这 个 关系 可 写成 张 量 形式 
D, = ewwEs ,其 中 


Eog =e,5.p+(el -€))bb + 1geupvp (52.7) 
如 果 z 轴 取 为 沿 B,, 这 个 张 量 的 分 量 是 
Er 一 Ery el, | > (52.8) 
Ey 一 -er =18,， 2 = £, =0. 


由 张 量 (52.7) 为 厄 米 型 张 量 的 条 件 , 可 以 得 出 ee,,e| 和 g 是 实 量 ,而 由 (52.4) 
可 见 es, 和 1 是 频率 的 偶 函 数 ， We 表达 式 (52.7) 必然 满足 昂 萨 格 
原理 . 
在 弱 场 中 , 张 量 se 必然 可 展开 成 矢量 B。 的 整 短 .因此 , 当 Bo 一 0, 系 数 e， 
趋 于 有 限 极 限 ,没有 磁场 情况 下 的 电容 率 . 差 值 es， -es < Bo ,而 系数 gc Bo 
这 个 近似 下 张 量 ee 的 计算 可 以 像 $31 公式 (31. 9) 的 推导 那样 ,直接 根据 
在 可 变 电 场 E 和 恒定 磁场 Bo 中 粒子 的 运动 方程 进行 计算 . 例如 ,对 于 电子 有 


A A x B.. (3223) 
dt C 


速度 v 以 类 似 场 E 那样 的 方式 随时 间 变 化 ( <e-”). 在 粒子 运动 区 域内 忽略 E 
的 空间 变化 ,由 (52.9) 可 得 


。 € © 
iwv =—E+—-v xB.. 
mm nc 


这 个 矢量 代数 方程 的 解 , 包 含 平行 于 E,b 和 Exb 的 项 ;如 果 适 当选 择 这 些 项 中 


$ 52 无 磁 接 冷 等 离 体 的 电容 率 .203 . 
的 系数 ,我 们 得 到 
a 1 已 -6( 到 .b) -i FE xb|， (250) 
m(w — wsp.) ww 人 
其 中 ws. =eBo/mc. 归 因 于 电子 运动 的 极 化 强度 了 ,从 而 电位 移 D ,与 电 了 于 速度 
由 关系 式 (29.4) 相 联系 : 





-iP= -iw a 


4T 
对 极 化 的 离子 贡献 以 类 似 方 式 计算 ,两 个 贡献 是 相 加 性 的 . 结果 是 


(+0 (52.11) 





2 pe 人。 四 op 人 
ww 一 os) ww -wh) 
这 里 
eb, zeB, . 
-wn (52. 12) 
是 电子 和 离子 拉 英 尔 频率 @ 〇 ;这 些 参量 的 值 是 磁 旋 等 离 体 的 重要 特性 (它们 是 磁 
场 中 带电 粒子 在 圆 轨 道上 的 回旋 频率 ). 

比值 





0 pe 


ws zm 0 zmy (52.13) 
wse M 2. - 的 

是 小 量 . 至 于 频率 02. 与 wa.( 或 2 与 om) 的 比值 ,它们 依赖 于 完全 不 同 的 参量 
(等 离 体 密度 ,和 磁场 强度 Bu ) ,可 在 很 宽广 范围 变化 . 

我 们 注意 到 ,尽管 离子 质量 很 大 ,离子 对 磁 旋 等 离 体 电容 率 的 贡献 ,在 充分 
低频 率 w 下 仍 可 与 电子 贡献 相 比 较 , 甚 至 大 于 后 者 . 当 w 一 0 时 ,g 中 两 项 相 消 
而 g 一 0; 这 是 很 容易 看 出 的 ,只 要 注意 到 由 于 等 离 体 的 电 中 性 (N. =zNi) ,我 
们 有 

Oo =]o (52.14) 

当 w ~ wn 时,g 中 两 项 仍 是 相同 数量 级 ,而 当 w >> ws 时 ,g 的 离子 部 分 可 以 忽 
略 . 在 横向 电容 率 e, 中 ,只 有 在 

包 ~ wa(M/m)” ~ (wp Bg.) 


范围 内 ,两 项 才 是 可 相 比 较 的 . 这 里 仅 当 


17Z2 


Q@D 也 称 为 回旋 频率 ， 
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0 (52.15) 
时 ,离子 贡献 可 以 忽略 . 

最 后 ,在 纵向 电容 率 e| 中 ( 它 包含 信和 从 的 和 ) ,离子 部 分 总 是 可 以 忽略 
的 . 顺便 提 一 句 , 因 为 假设 电场 E 是 均匀 的 ,e | 不 依赖 于 B,; 在 交叉 均匀 场 中 ， 
磁场 并 不 影响 粒子 平行 于 Bo 的 运动 . 

最 后 让 我 们 考虑 以 上 所 述 公 式 的 适用 性 条 件 . 在 应 用 方程 (52. 9) 于 粒子 的 
运动 时 ,我们 忽略 了 粒子 所 在 区 域内 E 的 空间 变化 . 这 个 区 域 在 恒定 磁场 B, 方 
问 的 尺度 由 距离 vj/w 确定 ,这 是 以 平均 热 速 率 v7 运动 的 粒子 在 场 的 变化 周期 内 
所 横越 的 距离 . 在 垂直 于 妊 , 方 向 的 斥 度 当 w<ws 时 由 

rp ~ Vr/wp 
确定 ,rs 是 粒子 在 磁场 B, 中 以 速率 vj 运动 的 圆 轨道 的 半径 ( 称 为 粒子 的 拉 莫 尔 半 
径 ). 上 面 所 描述 的 近似 ,要 求 这 些 距 离 远 小 于 (在 相关 方向 上 ) 电 场 E 的 变化 尺度 : 
(52.17) 


(52.16) 


vr|k, |/w <<1, vrk, /ws <<1, 
其 中 ,=k, 和 大 分别 是 波 矢 沿 着 和 横越 磁场 B, 的 分 量 ， 这些 不 等 式 必须 对 等 
离 体 中 每 种 类 型 粒子 都 满足 . 
下 面 我 们 将 看 到 频率 w 还 必须 不 太 接近 于 ws. ,wa 或 这 些 频率 的 倍数 (条 
件 (53.17) ). 当 接 近 这 类 频率 时 ,即使 满足 条 件 (52. 17 ) 也 必须 考虑 到 空间 色 
散 . 如 我 们 将 在 $55 看 到 的 ,这 消去 了 表达 式 (52. 11) 在 w” = ws 或 w = os 处 
的 极点 . 


$53 ”磁场 中 的 分 布 函 数 


无 碰撞 磁 旋 等 离 体 中 的 电容 率 张 量 ,考虑 到 空间 色散 情况 下 ,是 根据 电子 和 
离子 分 布 函数 来 计算 的 ,而 分 布 函数 则 由 动 理 方程 确定 

为 明确 起 见 , 所 有 公式 将 是 就 电子 的 特殊 情况 写 下 的 . 关于 无 碰撞 等 离 体 
的 动 理 方程 曾 在 $ 27 给 出 . 对 于 电子 , 动 理 方程 是 
oy YelE 和 xB] . a) 

or C op 

设 等 离 体 处 于 一 个 任意 强度 的 恒定 均匀 磁场 B,。 以 及 一 个 可 变 弱 电磁 场 E， 

互 中 ,而 


(53.1) 


he (53.2) 


Q@ ”严格 地 说 ,存在 磁场 时 ,粒子 的 相 空 间 应 定义 为 空间 r,P, 其 中 P=p -eh4(i,r)/e 是 广义 动量 . 
但 是 xdP =dxdp, 因 为 增加 4 仅 改变 空间 每 一 点 动量 计算 的 起 点 ， 因 此 可 以 认为 分 布 函数 仍然 属于 
d xd p， 
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同时 ,由 麦克 斯 韦 方程 ,有 
2B’=kxE. (9 
Cc 


我 们 将 B=B。+B' 代 入 (53.1) ,并 将 分 布 函 数 表 达 为 1=f, + 5/, 其 中 有 是 没 
有 可 变 场 情况 下 的 定常 均匀 分 布 ;小 校正 斩 像 场 E 和 B' 那 样 以 正比 于 (53.2) 
右边 的 同样 方式 而 依赖 于 上 和 rr 在 方程 中 将 (相对 于 弱 场 的 ) 零 级 项 和 一 级 项 
分 开 , 我 们 得 到 


2h . (xB,) =0, (53.4) 
ap 


“op 
令 v,. 和 上 有 ,表示 矢量 v 和 上 沿 场 Sn ,9 |! 和 ,表示 在 垂直 于 B, 的 平面 
内 的 分 量 ;g 为 v , 与, ,B, 的 平面 之 间 的 夹 角 (以 螺旋 沿 B, 旋 进 的 转动 方向 量 
度 ). 变量 v.,v, 和 9 是 v 空间 中 的 柱 面 坐标 . 采用 这 些 变量 ,方程 (53. 5 ) 变 成 
98f _ 
09 


ko od- Eo xB) 8 -ee 人 + 二 xx 加 | (9S) 


1 (kv tk vcos ow —w)0f + wp.— 


-efE+ aa x (kxE)| -3 a (53.6) 


由 方程 (53.4) 可 以 得 到 3f/3wp =0, 即 i Pp. 和 pp, 的 任何 消 数 : 


ho =fo(p,,P 1) 
(对 于 无 碰撞 等 离 体 ,这 是 显然 的 结果 . 因为 p, 和 5p 是 不 受 磁场 影响 的 变量 ). 
为 简化 公式 ,我 们 应 用 记号 


(53.7) 





i Be (53.8) 
0 pe WW pe 
e Mf (53.9) 


QO 9) = 二 可 {B+ x (kxE)} 


如 果 所 仅 依赖 于 电子 能 量 s =p /2m, 则 导数 8 有 /93p =vdf,/dz ,而 它 与 大 括号 中 
第 二 项 的 乘积 为 零 ,因此 


dE 
Wa 2 
Wse de 


用 这 些 记 号 ,方程 (53.6) 变 成 


SY +i( a + peos 而 车 Co 


(53.10) 


Q@ 在 冷 等 离 体 中 ,不 需要 考虑 弱 场 B' 所 施加 的 洛 伦 兹 力 ,因为 当 忽 略 ( 没 有 场 的 情况 下 ) 粒 子 的 内 
启运 动 时 , 洛 伦 兹 力 是 二 级 小 量 . 


. 206 ， 第 五 章 ”磁场 中 的 等 离 体 


(这 里 省 略 了 0 的 目 变 量 v, 和 vw, ). 上 式 的 解 是 


$f = C -iC ae + Bsin 2 el ae +Bain “2O( op do 


或 者 ,变换 积分 变量 9 二 外 一 了 T， 


Sf=e -证 "9? | Et ?DO (gp — 7)dr7. 


常量 C 由 下 列 条 件 确定 :函数 小 是 op 的 以 27 为 周期 的 函数 . 因为 积分 的 被 积 
函数 和 积分 前 的 系数 是 pw 的 周期 函数 ,如 果 积 分 限 不 依赖 于 wp, 这 个 条 件 是 满足 
的 ,为 此 我 们 必须 取 C = wm 或 C= -%. 这 两 种 可 能 性 之 间 的 选择 由 产道 围 道 定 
则 (29.6) 决 定 :积分 应 在 wo 一 +i0, 即 a 一 a -0 下 作出 : 这 种 积分 仅 对 C= 
- % 为 收敛 由 .最 后 结果 是 


$f 2 em | Ben ?Og — 7)dr 入 
0 


= | exp| 一 iaT7 -2ipeos| o | sin | oO -7T)dr. (355312) 
0 


在 极限 B。 一 0, 这 个 表达 式 应 该 变 成 (29.2). 为 了 取 极 限 ,我 们 注意 到 对 
a >> 1 积分 中 的 重要 范围 是 7 <<1. 于 是 sin( 9 -7)~sin p -7cos 9 ,而 积分 变 成 





f= 0Q(09) f erode = Q() Es a 2 


WW pe 
用 w 一 w + i0 进行 积分 ,我 们 得 到 所 需求 的 结 采 
Q ws. S313 
Wet (53.13) 

如 果 场 频率 等 于 拉 莫 尔 频 率 ws 或 其 倍数 ,我 们 有 (电子 的 ) 单 或 复 回 旋 共 振 . 
为 研究 接近 这 类 共振 处 等 离 体 的 介 电 性 质 , 方 便 的 是 采用 一 个 不 同方 法 来 求解 方 
程 (53. 11 ) ,该 方法 基于 将 所 寻求 的 函数 展开 成 关于 变量 9 的 健 里 叶 级 数 . 

在 (53. 11) 中 进行 变换 


oh (53.14) 
我 们 得 到 关于 函数 g 的 方程 

Op iag =e®™ ”0Q(v,,0, ,9). 

09 
要 寻求 传 里 叶 级 数 形式 的 解 : 


QD 这 个 结论 依赖 于 指数 中 w 的 正 负 号 . 对 于 离子 ,电荷 -e 要 用 ze 来 代替 ,因此 wp 一 -wpi. 于 是 
当 wow 一 w+i0 时 ea 一 ax+i, 而 C 必 须 取 作 oo . 
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一 > eg,(v,,v, )， (S3. 15 ) 


而 系数 8, 求 得 为 
8 = Q,/i( a + 3S) ， 
(53.16) 
CC 7 ) 一 | ,T) d7. 


展开 式 (53.15) 自 动 地 使 /为 9 的 周期 性 函数 . 
首先 ,我 们 注意 到 表达 式 8/ 的 级 数 形式 (53. 14),(53. 15)， 允许 直接 表述 
关于 空间 色散 可 以 忽略 的 条 件 . 在 级 数 项 中 , 波 矢 是 通过 参量 
B=Ek Vv /ws, ots= ~ (ws -kv,)/ws 
而 出 现 的 . 等 离 体 的 电容 率 由 速率 v~v; 处 的 分 布 函数 确定 ， 如 采 
kv, <<ws, |w-sws| >> |k,|v;, (53.17) 
这 个 函数 中 并 不 出 现 波 矢 . (53. 17) 的 第 一 个 不 等 式 和 对 具有 =0 的 第 二 个 不 
等 式 与 条 件 (52.17) 相 同 . 我 们 看 到 , 除 这 些 条 件 之 外 ,频率 w 还 必须 不 太 靠近 
任何 回旋 共振 频率 . 
在 这 些 回 旋 共 振 的 近邻 ,分 布 函数 在 一 定 条 件 下 可 以 用 健 里 叶 级 数 的 单个 
项 来 表示 ;这 些 条 件 就 是 
[kv <<wa, Jw -nws| <<ws, (3 


其 中 是 任何 数 0, +1, +2… 容易 看 出 展开 式 (53. 15) 中 的 第 项 于 是 远大 


于 其 余 项 : 
QO.wa 


a 
而 g, 三 Q,, 对 s 北 n( 因 为 Ss 一 中 | 之 ws). 保留 这 一 项 ,我 们 求 得 对 于 电子 分 布 咀 数 


. kv, 
oseexp np 一 > sin pj| 
De 


下 天 2 a (四 news.)] 


-二 


分 布 机 数 对 衣 度 的 依存 关系 由 这 个 公式 显 式 确定 .特别 是 , 当 n=0 和 
,一 0 时 ,分 布 函数 一 般 不 依赖 于 p， 这 个 性 质 的 来 源 显 然 是 由 于 条 件 w << ww 
((53.18) 带 有 n=0) : 拉 莫 尔 回旋 频率 远大 于 场 变化 频率 , 并且 导致 分 布 函数 
对 回旋 角 “ 求 平均 "0 


Bn ~ 





(53.19) 





~ Sin 了 j] ov， 2 ,T) d7. 


@ 在 8$1 对 类 似 情况 曾 给 出 更 加 充分 的 论据 . 
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$54 磁 旋 麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 
电子 对 电容 率 张 量 的 贡献 由 分 布 渭 数 通 过 公式 
2 3 (54.1 ) 
P。 = 人 -epE, = 过 几 v8fd’p 
进行 计算 ,而 离子 贡献 部 分 类 似 地 以 - ze 代替 e 进行 计算 . 对 于 麦克 斯 韦 等 离 


体 ,这 个 表达 式 中 对 dp 的 积分 可 以 显示 积 出 . 
函数 8f 由 积分 (53. 12 ) 给 出 ,其 中 CO 按 定义 (53. 10) 为 


~ Es (54.2) 
CE A 
通过 引进 矢量 
= (hr 2k, sin) E=(E.,E,), O35 


来 代替 k=( 友 ,kk,) 筷 =(,,E，) ,我 们 可 以 将 积分 更 加 简洁 地 重新 写 出 ;这 里 
下 , 是 大, 在 垂直 于 B, 的 平面 内 转 过 角度 了 7, 而 忆 , 是 EE， 转 过 角度 7 的 结果 .于 
是 3/ 变 成 

8f = -天 -| ef 二 (or-k 0) op) (Ev)dr, 


其 中 fo(p) 是 麦克 斯 韦 分 布 阴 数 . 
将 这 个 表达 式 代 入 (54. 1) ,并 将 积分 变量 p = ms 按 
人 =U -iKT/(mosg.) 
进行 变换 . 对 dz 的 积分 是 初等 运算 ,结果 求 得 


ie WN. i Tn _ 07 _ 
a | | 人 】 X exp| |]ar, (54.4) 
同时 根据 定义 (54.3): 
天 = 1272 + 4 sin’ 7 
通过 将 表达 式 (54.4) 写 成 分 量 形式 ,我 们 求 得 
张 量 的 分 量 . 同时 ,坐标 轴 约 定 选 择 如 下 :z 轴 沿 
B,,x 轴 沿 大 ,而 y 轴 沿 B。xk, , 见 图 15. 经 过 简单 
计算 后 得 到 
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E08 一 0。a = 
2 | (54.5) 
if ，O+D 1 ，， 本 
ee ne 
其 中 
Kx —= COST™ (5 rp.) sin’7, 
2 .47 
K,,=C0sT7 +4(k ras) sin 
K :: =1] 一 ( krs) 7 
(54.6) 
Kay TR -sin7 +2(k, rg) sin rsim 
K ,三 K ,一 — kk rp.Tsin 7T， 
Ks = Ky -2k,k ,rTsin’ 7 
(75 =vi./wgp. 是 电子 拉 英 尔 半 径 ). 
注意 到 等 式 
By = €,. = EE,.,， £, = 一 人 ($4. 7) 


是 明显 的 ， 的确, 对 于 固定 坐标 系 ,按照 晶 萨 格 原 理 理应 是 se (Bo) = e。 
( -B,) ,而 对 于 上 述 约定 将 z 轴 和 >x 轴 固 定 于 B, 和 ,方向 上 的 这 种 坐标 轴 选 
择 , 当 下 >-B, 时 y 轴 和 =z 轴 反 向 ,因此 ,对 于 这 些 坐标 轴 ， 
ss(B,) = -es( 一 Bo)， 
se,(Bo) = -el -Bo)， O09 
£,( B,) = £,,( -B,). 
另 一 方面 ,B,(z 轴 的 方向 ) 是 一 脐 矢 ;而 k, 和 B。xk,(% 轴 和 yy 轴 的 方向 ) 是 真 
矢 ， 因此 ,由 于 坐标 反 演 不 变性 的 要 求 ,含有 一 个 下 标 z 的 分 量 e. 和 ,必须 是 
B, 的 奇 函 数 ,而 所 有 其 它 分 量 必须 是 B, 的 侦 函 数 ， 从 而 方程 (54. 8) 蕴含 
(54.7). 
我 们 注意 到 ,由 于 关系 式 (54. 7) ,各 个 分 量 e。 = e' +is” 的 厄 米 和 反 厄 
米 型 部 分 是 通过 它们 的 实 部 和 虚 部 个 别 地 表达 的 ， 分 成 厄 米 和 反 厄 米 型 部 分 的 


分 法 是 用 下 列 和 表达 的 : 
二 1 ie e's, jie" 
(Bo vig By doslt| 8s Wy (54.9) 
2 。 A ig”,, -en ie。 


虽然 所 有 计算 都 是 对 于 电容 率 的 电子 贡献 部 分 作出 的 ,严格 类 似 的 公式 对 
于 离子 贡献 部 分 也 是 有 效 的 . 通过 令 (2 , 07。 一 sr 以 及 (DBpe 一 > 一 人 5， 并 问 时 将 
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(54.5) 中 积分 上 限 变 为 - m ;就 可 将 这 些 公 式 变 为 适合 于 离子 贡献 的 相应 公式 
( 见 206 页 的 脚注 ). 然后 ,用 积分 变量 的 变换 r>-* - 7, 我 们 就 回 到 先前 的 表达 
式 (54.5) ,(54.6) ,其 中 要 用 D ,on ,on 代替 0.,or ,os ,以 及 K ,和 wk ,的 变 号 . 
因此 ,从 对 电容 率 的 电子 贡献 转变 为 离子 贡献 的 定 则 在 于 用 离子 参量 代替 电子 
参量 ,并 同时 改变 分 量 s,, 和 s,, 的 正 负 号 . 
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当 考 虑 到 等 离 体 粒子 的 热 运 动 时 ,导致 张 量 ee 中 出 现 反 厄 米 型 部 分 . 在 无 
碰撞 等 离 体 中 ,因为 没有 任何 真正 能 量 耗 散 , 张 量 的 这 个 部 分 归 因 于 天 道 阻 尼 . 

我 们 在 $30 中 曾经 看 到 , 朗 道 阻尼 的 机 理 依 赖 于 电磁 场 能 量 疝 与 波 同 相 运 
动 的 粒子 的 传递 :阻尼 涉及 速度 v" 满足 w =k…v 条件 的 离子 , 即 , 速 度 g 在 波 和 天 天 
方向 的 分 量 等 于 波 的 相 速 w/& 的 那些 粒子 . 在 磁 旋 等 离 体 中 ,这 个 条 件 有 些 改 
变 :粒子 速度 与 波 的 相 速 在 沿 恒定 磁场 吾 , 方 向 上 的 分 量 必 须 相等 

vk = 中. 

的 确 ,由 于 粒子 横 切 B, 的 运动 是 圆 轨道 ,不 会 伴 有 从 场 癌 粒子 的 任何 系统 性 能 
量 传 递 : 如 果 在 圆 轨 道 的 一 部 分 中 粒子 与 波 同 相 运 动 并 从 波 获 得 能 量 , 则 在 圆 轨 
道 的 相反 部 分 中 将 有 类 似 能 量 从 粒子 传递 给 场 . 

然而 ,在 磁 旋 等 离 体 中 ,还 有 无 碰撞 耗 散 的 另 一 种 机 理 , 归 因 于 粒子 的 拉 莫 
尔 回旋 . 在 随 粒子 以 速率 " 沿 场 如 ,运动 的 坐标 系 中 ,粒子 以 频率 ws 在 圆 轨 道上 
运动 . 这 种 粒子 电动 力学 上 来 说 是 以 ws 辐射 (同步 辐射 ) 的 振子 . 相反 , 当 将 振 
子 置 于 可 变 外 场 中 时 , 它 在 这 个 频率 吸收 . 在 相对 于 等 离 体 运动 的 坐标 系 中 , 电 
磁 波 频率 受 多 普 勒 效应 修正 为 w' =w -kv,. 因此 ,上 述 吸收 过 程 所 涉及 的 是 
满足 


(55.1) 


-kv =wsp 

的 那些 粒子 . 

如 果 大 ,=0, 在 横 切 B, 方 向 波 场 是 均匀 的 , 即 , 作 用 于 振子 上 的 激励 力 不 依 
赖 于 后 者 的 坐标 . 在 这 些 条 件 下 ,振子 仅 在 其 频率 ws 处 吸收 然而, 如果 大 天 
0 ,激励 力 依赖 于 振子 的 坐标 . 从 而 在 倍 频 处 也 有 吸收 , 即 当 

-kv,=nwp, 

其 中 是 任何 正 或 负 整数 时 也 有 吸收 ， 这 个 耗 散 机 理 称 为 朗 道 回旋 阻尼 ;回旋 
共振 是 单 共振 (nm = +1) 或 复 共 振 ,取决 于 的 值 . 

因此 ,在 下 列 频率 范围 


lo -nwos|<|k |v,, n=0,+1,+2,. 


可 以 发 生 相 当 大 阻尼 (而 值 =0 相应 于 条 件 (55.1)). 这 些 共振 吸收 线 存 在 于 


(55.2) 


(55.3) 
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电子 和 离子 频率 wm 和 wm 处 . 

从 数学 观点 看 ,条 件 (55. 1) 和 (55.2) 相 应 于 极点 ,分 布 函数 的 传 里 叶 展 式 
(53. 14) 一 (53. 16) 中 各 项 在 这 些 点 具有 的 极点 . 张 量 s,s 的 反 厄 米 型 部 分 来 自 
按 朗 道 定 则 避 开 积分 (54.1) 中 极点 时 的 残 数 . 过 渡 到 极限 Bo 一 0 具有 数学 上 的 
独特 性 . 在 磁场 中 ,( 对 给 定 有 ,)“ 极 点 ” 值 v, 形 成 由 方程 (55.2) 确 定 的 离散 序 
列 . 随 着 场 的 减 小 ,极点 渐渐 接近 ,而 在 极限 B。=0, 极 点 值 v, 已 不 依赖 于 离散 数 
n 而 按照 条 件 

w=k.v =kv, +k, 
依赖 于 连续 参量 ，: wv (如 在 从 (53.12) 变 为 (53.13) 中 所 显示 的 ). 
让 我 们 作为 例子 来 计算 简单 (n=1) 电 子 回旋 共振 区 域内 的 电容 率 张 量 . 我 
们 还 将 假定 
| 二 we 
于 是 对 于 分 布 函数 可 应 用 传 里 叶 级 数 的 总 共 只 有 一 项 ,相应 于 给 定 球 值 的 表达 
式 (53. 19). 并 且 由 于 (55.4) 的 第 二 个 条 件 ,这 个 函数 可 以 展 成 刀 的 寡 . 当 n = 
1 时 ,这 种 展 式 中 只 需 取 零 级 项 , 它 与 下 列 情况 相 适 应 ,因为 频率 ws. 处 的 回旋 吸 
收 并 不 需要 外 场 在 xy 平面 为 不 均匀 场 . 
因此 ,我 们 将 分 布 函数 写成 





We” (55.5) 
Wn 
其 中 
Ey efo | 
2m7w A 
将 五 .9 写成 


Ev =Ev,cosT+E,v,sin7T+k,v,, 
并 完成 积分 ,我 们 得 到 
= pe (55.6) 
QO, 27o 71: ik,). 
用 这 个 分 布 函 数 , 极 化 强度 矢量 (54.1) 只 有 xx 和 7 分量. 对 vdv ,dey 积分 后 , 它 
们 是 


' € N. 
P,= -iP,=(E, | 
dv, 
v, — (ww—wp)/k,— iOsignk, 
这 个 形式 的 积分 可 用 (31. 3) 所 定义 的 函数 FF 来 表达 .最 后 我 们 得 到 电容 率 张 


X 
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量 的 分 量 为 
1 归 1 _ (2 F WWpe 
Su BS 人 (55.7) 


ec。 -1=6,=8,=0. 
这 个 张 量 的 反 厄 米 型 部 分 , 它 描述 阻尼 ,是 : 
n 1 T ”102。 | -1 (55.8) 


xy ™— A372 
2 w | k, |v. 


|o -ws |/(vr. |k,|) <<1. (55.9) 


在 点 w =wsp. 本 和 刁 , 这 个 部 分 通过 零 值 并 变 号 . 这 里 
我 们 看 到 ,考虑 空间 色散 怎样 使 得 冷 等 离 体 的 电容 
率 (52. 11) 的 极点 消除 :图 16 中 由 虚线 所 示 的 不 
连续 变化 被 连续 线 所 代替 @. 

当 极 限 | 大 | 一 0 ,表达 式 (55.8) 简化 为 8 函数 : 
(55.10) 





TO 
E” 二 BE = ES :8( — wp.) 
. 0 


(的 确 , 当 wws. 关 0 时 ,此 极限 下 函数 (55. 8 ) 为 
零 ,同时 在 任何 天 值 下 这 个 函数 对 dw 的 积分 都 等 
于 mrO./(2w) )， 这 个 结果 的 意义 很 清楚 :不 存在 图 16 
空间 色散 时 (k->0) ,吸收 线 宽度 趋 于 零 , 仅 当 oo 与 op 严格 重合 时 才 出 现 阻 尼 . 
在 对 w 积分 的 表达 式 中 可 用 公式 (55. 10) 代 赫 (55.8). 

公式 (55. 10) 也 可 直接 由 冷 等 离 体 的 电容 率 的 表达 式 (52. 11) 通 过 天道 回 
避 定 则 而 推导 出 来 ,按照 这 个 定 则 ,极点 处 的 频率 w 要 取 为 w + i0. 因此 
(52. 11 ) 中 的 极点 因子 实际 上 要 理解 如 下 : 

1 1 1 1 
0 | 一 Op +10 本 + 0 pe | 


而 按照 定 则 (29. 8): 





QD 从 极点 vw = (w -wa )/k. 的 下 面 通过 或 上 面 通过 取决 于 上 的 正人 负 号 ;这 是 下 的 自 变量 中 出 现 . 
的 模 的 原因 . 
@) 当然 ,表达 式 (55.7) 并 不 具有 (52.1) 的 性 质 . 仅 当 除 邻近 w = wp。 的 吸收 线 外 还 考虑 邻近 w = 


-wpe 的 吸收 线 时 , 才 会 出 现 这 种 性 质 . 





§55 磁 旋 等 离 体 中 的 朗 道 阻尼 , 213 ， 








1 1 i 
oP (ws) -dwtws)]. (5.11) 
WW pe 


WW 一 中 ae W TBpe 
在 (52.11) 中 作 这 种 变换 ,我 们 得 到 (55. 10). 
当 ,=0( 即 1B) 时 , 磁 旋 等 离 体 中 没有 任何 朗 道 阻尼 :粒子 的 速率 在 条 
件 (55.1) 和 (55.2) 中 不 再 出 现 (除非 当 w 与 某 个 nws 严 格 重合 时 ) ,这 些 条 件 不 
能 满足 中. 应 着 重 指出 ,这 个 性 质 归 因 于 非 相 对 论 性 近似 ;在 相对 论 性 等 离 体 
中 ,即使 当 , =0 时 , 朗 道 (回旋 ) 阻 尼 仍 能 出 现 . 对 于 具有 能 量 为 s 的 相对 论 性 
带电 粒子 ,围绕 B。 方 向 回旋 的 频率 为 


(其 中 ws 定义 如 前 ). 这 个 值 要 用 来 代替 条 件 (55.2) 右 边 的 ws. 特别 是 ,对 于 
k, =0 我 们 有 


2 
人 ER (55.12) 
c 


要 使 这 个 条 件 得 到 满足 ,只 需 w < news 

相对 论 性 磁 旋 等 离 体 中 的 朗 道 阻尼 ,即使 在 极限 一 0 也 能 出 现 (与 非 相 对 
论 性 磁 旋 等 离 体 的 情况 和 无 磁场 的 相对 论 性 情况 都 不 同 ). 这 是 由 于 与 均匀 可 
变 场 处 于 简单 回旋 共振 的 粒子 (条 件 (55. 12) 具有 =1) ,因而 在 频率 w < ws 时 
存在 (见习 题 2). 


习 题 
1. 设 满足 条 件 (55.4) , 求 磁 旋 等 离 体 在 四 三 | 有 | 下 的 电容 率 张 量 . 
解 :在 相对 于 小 参量 上 or von 为 零 级 的 近似 下 ,这 个 情况 的 分 布 函数 ( 傅 里 
叶 级 数 (53.14). (53.15) 中 s=0 的 项 ) 是 


Y= we 2， 二 


其 中 
本 efo ev,E, 
Yo = wT 2 To 
用 这 个 函数 8/, 极 化 强度 矢量 P 是 沿 z 方 向 , 张 量 es - 666 的 唯一 非 零 分 量 是 


4Te: f fo(p)v.dp 
wT Jkv -wo-i0 








sj vdTr= 一 


SE 


个 “在 极限 B60, 阻 尼 当 然 重 新 出 现 ,因为 电子 满足 条 件 w=k.V=k，*V,. 
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经 过 恒 等 变 换 
v= 是 一 刀 )2， + 

第 一 项 对 dp, 的 积分 给 出 零 ,而 第 二 项 给 出 结果 为 
a 


£_.-1=—— 


ER 


172 2 





这 个 表达 式 的 虚 部 是 
1 WW 

六 ER K 一 ”0 时 电容 率 张 量 的 

解 :在 相对 论 性 情况 , 动 理 方程 (33.5) 仍 保持 不 变 . 但 是 在 向 (53.6) 形 式 
的 变换 中 ,要 用 相对 论 性 关系 式 p =ev/c (其 中 & 是 电子 能 量 ) 代 替 p=mv ,这 
导致 用 wp.mc /Ee 代 半 wp.; $53 中 随后 的 公式 采用 这 个 变换 后 依然 有 效 . 

当 上 =0 时 ,阻尼 只 是 由 简单 回旋 共振 引起 的 . 因此 ,为 了 计算 es 的 反 尼 米 
型 部 分 ,只 需 在 (53. 14) 和 (53. 15) 中 仅 考 虑 到 s=1 的 项 就 够 了 . 类 似 于 
(55.5) 和 (55.6) ,我 们 求 得 

iep,c e*f 
$f = ee 
极端 相对 论 性 (了 T >> me ) 函 数 及 是 人 Q 
Ne 
hh gr 


-ege/T 


极 化 强度 矢量 计算 为 
_€ pce” 3 
P= 二 | ps 


其 中 dp 要 表达 为 prdpdo =pededo/c". 对 do 积分 ,并 用 cp=(e -me ) ， 
给 出 





加 


(Tmec’ 允 (e” me )e de 

12o0° TT | 

如 果 极 点 8 =wsme’/w 位 于 积分 范围 , 即 如 果 ww < ws。，, 积 分 具有 虚 部 . 在 这 个 情 
况 , 最 后 结果 是 


3 2 、372 2 

nm OL _ ， Tw pe 1 -~ WW Bi MC Wpe 

EE Er i136 站 P wT . 
€ 


wm““l1=8,-1=ie,,= = 


2 -wsme /w+iO 





Q@ 在 这 个 表达 式 中 , 归 一 化 因子 以 极端 相对 论 性 准确 度 写 出 ;由 于 随后 相对 于 p 从 0 至 % 的 积分 ， 
我 们 不 能 令 e= cp. 
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对 于 具有 任何 电容 率 张 量 eos( w,k) 的 介质 中 传播 的 自由 单 色 波 ,我 们 可 以 
推导 出 一 个 一 般 方程 , 它 确定 频率 对 波 矢 的 依存 关系 (所 谓 色 散 关 系 ). 

对 于 电磁 场 , 它 对 时 间 和 坐标 的 依存 关系 由 exp( -iwt + .7) 给 出 ,麦克 
斯 韦 方程 组 (28. 2) 变 成 出 


[kxE]=®B, [kxB]= -人 中， (56.1) 
k.B=0, Kk. D=0. (56.2) 
将 (56.1) 的 第 一 个 方程 代入 第 二 个 ,给 出 
“DD = -kx(kxE)=Ek -k(k.E), 
Cc 
或 者 用 分 量 表 示 
E, ke? -kakgE, = "3 op 宇 ce 有 (56.3) 
Se 
k° S68 — kok 一 Ss, =0. (56.4) 


这 就 是 所 要 求 的 色散 关系 多 . 对 于 给 定 ( 实 )k, 它 确定 频率 w(K) (一 般 是 复数 )， 
或 所 谓 介质 的 本 征 振动 谱 . 在 存在 频率 色散 和 空间 色散 的 一 般 情况 下 ,方程 
(56.4) 定 义 函 数 w(K) 的 无 穷 的 分 支 集 合 . 

让 我 们 考虑 磁 旋 冷 等 离 体 中 的 电磁 波 ,介质 的 电容 率 张 量 由 公式 (52.7) 和 
(52. 11) 给 出 @， 因为 这 个 张 量 是 厄 米 型 的 ;由 方程 (56.4) 所 确定 的 值 他 c /wr 
显然 是 实 值 . 

出 于 不 存在 空间 色散 情况 下 ,ewg 仅 依赖 于 w, 因 而 色散 关系 (56.4) 对 kk 是 
代数 方程 . 行列 式 的 展开 ,通过 简单 计算 给 出 名 


4( 笃 ] + 8[ 宕 | +c=0, (56.5) 
其 中 


4 = ewkohy =eisin7g+ei cos’0=6&,, ($56.6) 


QD 不 要 把 波 的 可 变 磁 场 B 与 恒定 磁场 Bo 相 混 消 ! 

@ 晶体 光学 中 称 为 菲 涅 耳 方 程 . 

国 “” 磁 旋 冷 等 离 体 中 的 电磁 波 是 由 阿 普尔 顿 (E. V. Appleton(1928)) 和 和 拉 森 (HH. Lassen(1927)) 首 先 
究 的 (忽略 了 离子 所 起 的 作用 ). 

转 “” 当 计算 时 方 使 的 是 取 一 个 坐标 面 ,比如 说 和 好 平面 ,通过 Bo 和 天 
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B= -ee,(l+cos0)-(e’ -8 )sin 0， (56.7) 

C=el(e -2 ), (56.8) 
而 8 是 k 和 B, 之 间 的 夹 角 . 对 于 w 和 9 的 给 定 值 ,方程 (56.5) 给 出 大 的 两 个 
值 ,因此 在 等 离 体 中 一 般 可 以 传播 两 类 波 外 . 


让 我 们 首先 考虑 严格 沿 磁场 (9= 0) 和 严格 横 切 磁场 { 9 = 了 | 传播 的 波 的 


情况 . 这些 波 具有 一 些 特 殊 性 质 . 
当 6=0, 色 散 关系 的 根 是 
(7 (7 
> ey I - 
由 方程 (56. 3) 容 易 看 出 ,这 些 波 是 横 波 (E, =0) 和 圆 偏振 的 (Ek,/AE, = 干 i). 表达 
式 (56.9) 在 w=ws. 或 w=ws 变 为 无 穷 大 对 应 于 共振 :矢量 EE 旋转 的 频率 和 方 
向 与 电子 或 离子 的 拉 莫 尔 回 旋 的 频率 和 方向 相 重合 .作为 说 明 , 图 17 显示 nn = 
(ck/w) 随 w 的 近似 变化 . 当 w 一 0 时 ,nr 的 值 趋 于 极限 值 






n2 


十 一 =- 一 一 一 一 号 -一 
十 一 一 二 二 二 一 二 一 


me ms pm me mn ie a ee ee peirg me 












3 


N 


2 
Cc 


i 
1 +- =1 + 一 
pi UU 


(忽略 on , 它 远 小 于 ws.;us 是 由 下 面 的 公式 (56. 18) 定 义 )， 当 然 ,无 阻尼 波 的 
传播 仅 对 应 于 曲线 的 nw >0 的 那些 部 分 (由 图 中 实 线 所 示 ). 

当 9 =0 时 ,如 果 还 有 s，=0, 方 程 (56.5) 也 是 满足 的 ,这 对 应 于 寻常 纵 等 离 
体 波 , 其 频率 w~ 0. 不 依赖 于 天 


@ ”所 论 及 的 波 通常 区 别 为 寻常 波 和 非常 波 . 然而 ,这 里 的 这 些 术语 与 单 轴 晶 体 光 学 中 的 并 不 相同 ; 
没有 一 个 波 的 行为 像 各 向 同性 介质 中 的 波 那样 . 
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当 9= 二 T 时 ,色散 关系 的 两 个 根 是 


k 2 
人 [ 纯 ) (56.10) 


0 
第 一 个 对 应 于 具有 色散 关系 
w ~ hk +(7 
不 依赖 于 B, 的 波 ,这 是 横 波 (E Lk) 并 且 是 线 偏振 的 ,具有 EIB,. (56. 10) 的 
第 二 个 根 对 应 于 具有 五 上 召 , 并 且 对 大 具有 纵向 和 横向 两 分 量 的 波 . 如 果 频 率 很 
高 以 致 离子 对 ee 的 贡献 可 以 忽略 ( 即 条 件 (52. 15 ) wo >> (waews)”) ,于 是 在 这 
个 波 中 由 
( 当 =1- 0Q.(w 一 (7。) (56.11 ) 


of oo -os 人 人) 
在 任何 角度 9( 不 是 0 或 了 "的 一 般 情况 ,我 们 首先 注意 到 对 于 每 个 角度 值 
存在 使 方程 (56. 5) 中 系数 4 变 为 零 的 频率 ，; 


2 一 Eisin Orte,) cos 0 = 

-| eu ne > EE |sin'0 =0. 
w W -Wa © -wh 
如 果 由 这 个 方程 确定 的 频率 (所 谓 等 离 体 共振 频率 ) 还 满足 "缓慢 性 "条件 w << 
kc, 则 按照 §32 它们 对 应 于 等 离 体 的 纵向 特征 振荡 . 同时 所 的 二 次 方程 (56. 5 ) 
中 名 前 的 系数 变 为 零 意味 着 它 的 一 个 根 变 成 无 穷 大 ; 当 4 一 0, 方 程 的 根 是 
-C/B 和 -BB/4. 
方程 (56. 12) 是 w 的 三 次 方程 , 它 具 有 三 个 实 根 . 应 用 02.A02,. 和 wsAws。 很 

小 的 事实 ,这些 根 很 容易 确定 . 通过 忽略 (56. 12) 中 的 离子 贡献 部 分 ,可 以 求 得 
两 个 根 为 : 

ois (tod) £3 + ob) -4 cos0] 


然而 ,在 wws 的 范围 必须 考虑 到 离子 的 页 献 ,第 三 个 根 位 于 这 个 范围 ; 假 
定 Q2。 >> wm ,我 们 容易 求 得 这 个 根 为 


nm 2 
3 ~ wi 1 en 外 


(56. 12 ) 








(3S6. 13 ) 


(S6. 14 ) 


当 0 是 如 此 接近 地 使 得 cos bg <<m/M 时 ,关于 w,(9) 和 w(9) 的 公式 (56. 13) 


Q@ 离子 在 其 中 不 起 任何 作用 的 等 离 体 振荡 一 般 称 为 高 频 振荡 ,而 离子 的 影响 在 其 中 是 重要 的 振荡 
称 为 低频 振荡 . 
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和 (56. 14) 是 不 适用 的 . 在 这 个 范围 ， 
2 wae( {7 + wai) Re _ 人 osicos 6 0 (56.15) 
Ue + 
对 于 w; 或 w, ,离子 的 作用 都 是 不 能 忽略 的 . 
图 18 用 图 解 显 示 频 率 wo ,w, ,o; 对 角 9 的 依存 关系 由. w1(9) 和 w,(9) 的 曲 
i 它们 在 9 =0 分 别 从 频率 2. 和 ws 的 较 高 者 和 较 低 者 开 


始 在 9= 可， 它们 分 别 达 到 各 自 的 值 为 
Wpe) 


图 18 


w= + 2 ) (56.16) 
和 ws,， 频率 wi, 和 ws 分 别称 为 高 混杂 频率 和 低 混 杂 频 举 .， 当 (2. >> wa. SA 
定 地 (7 >>o2) 时 ,on = (wp.ws) 

频率 wo, ,w,,w; 的 位 置 很 大 程度 上 决定 由 色散 关系 (56. 5 ) 所 支配 的 频谱 各 
分 支 的 位 形 . 由 于 是 (ck/w) 的 二 次 式 ,对 给 定 w 和 6 它 有 两 个 根 . 如 果 我 们 注 
意 这 些 根 (在 给 定 6 下 ) 作 为 w 的 函数 的 变化 和 变 为 无 穷 ,我 们 容易 得 到 图 19， 
它 图 解 式 地 显示 这 些 函 数 的 变化 ， 与 横 坐 标 相 交 的 点 由 C =0 给 出 , 即 ,e =0 
或 2” = 人 .它们 的 位 置 不 依赖 于 9, 而 其 中 对 应 于 e， =0 的 一 个 总 是 wo 一 2. 

对 于 磁 旋 冷 等 离 体 ,特征 振荡 频谱 从 而 总 共有 五 个 分 支 . 其 中 两 分 支 (图 
19 中 的 1 和 工 ) 达 到 低频 振荡 区 ;这 些 分 文中 相 速 ( 当 w 一 0 时 ) 的 极限 值 等 于 

WY us|cos 0| OY UA (56.17) 
人 全 


Tr/e) 三 (01+ 本 [ce 
其 中 


om bo (56.18) 
12. ~ (47N,M) be 


UU 二 CT 


QD 可 以 立即 注意 到 具有 频率 w 的 振荡 实际 上 仅 在 角度 近 -7 的 狭窄 范围 内 存在 ， 在 其 它 角度 范 
围 , 它 们 由 于 简单 离子 共振 处 的 回旋 共振 吸收 而 受到 强 阻尼 
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ee mm 号 





S 


on, 


Oe ,ee 


称 为 阿尔 文 速度 . 表达 式 (56.17) 很 容易 通过 应 用 极限 表达 式 


1 

e 
el.~1+, El~ -i, 8&8~0(w) 

c CO 


而 由 方程 (56.5) 求 得 . 

当 w,<<c 时 , 相 速 (56. 17 ) 分 别 是 ws | cos g| 和 ww- 这 些 极限 值 对 应 于 按照 
寻常 磁 流 力学 方程 ( 见 第 八 卷 ,§ 52) 存 在 于 冷 等 离 体 中 的 波 . 的 确 , 磁 流 力 学 波 
的 频谱 有 三 个 分 支 , 所 有 三 分 支 的 w() 都 是 线性 的 ,但 一 般 依赖 于 的 方向 : 

(w/k)® =uicos 0, 


( w/k)r = tu +[(u +u) -4wuuicos 9] }, (56. 19) 


(w/k): = + us -[( we + urs)” -4uuscos 0] 了 


(其 中 心 是 形式 上 根据 介质 绝热 压缩 所 计算 的 声速 ).、 第 一 个 分 支 称 为 阿尔 文 
波 , 它 的 相 速 与 (56. 17 ) 第 一 个 分 支 的 极限 值 完 全 相同 . 为 了 在 第 二 个 公式 中 趋 
向 冷 等 离 体 的 极限 ,我 们 必须 在 其 中 令 u, =0( 因 为 气体 中 v ~ (TAM)“). 因此 
(w/Ak) 1, 对 应 于 快 磁 声 波 , 等 于 (w/k) 的 极限 值 . 至 于 第 三 支 ,(w/k),( 慢 磁 声 
波 ), 当 4 一 0 时 相 速 趋 于 零 , 因 而 在 冷 等 离 体 中 并 不 出 现 . 注意 到 冷 等 离 体 的 
假设 使 我 们 能 忽略 离子 速度 的 热 扩 展 ,并 且 即 使 没有 碰撞 情况 下 也 对 它们 采用 
流体 力学 描述 ， 条件 wu。<<c< 表明 在 磁 流 力学 方程 中 忽略 位 移 电 流 是 正确 的 . 

对 于 高 频 的 相反 情况 ,两 个 分 支 (W 和 V ) 的 相 速 趋 于 w/k =c, 对 应 于 各 向 
同性 等 离 体 中 的 横向 高 频 波 ,这 正如 我 们 应 该 预期 的 ,因为 当 w >> ws 时 磁场 不 
起 任何 作用 . 

最 后 ,让 我 们 考虑 当 2. >> omw 时 能 发 生 的 波 这 种 令 人 感 兴趣 的 情况 ;因而 
共振 频率 是 w, 二 ws.cos 0 我们 将 取 频 率 范 围 ( 在 分 支 工 上 ) 介 于 wo 和 os 一 om 
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之 间 ,由 不 等 式 


Wp <<wW << pcos 0, ww << {2 /wp. (56.20) 


所 确定 . 条 件 wo >> ws 使 我 们 能 忽略 离子 对 g 的 贡献 ,而 由 条 件 w << wy. 我们 有 
12. (56.21) 


OO pe 
在 条 件 (56.20) 下 ,我 们 还 有 sei >>g& >>e,. 
所 寻求 的 色散 关系 的 解 可 通过 将 前 者 写成 


2 
Ken kokyer 700 =0， (56.22) 


&« YY8 





Es, =1g8= ~!1 


即将 (56.4) 中 张 量 ce。 变换 至 其 道 [ 即 在 方程 (56.3) 中 将 EE 用 D 来 表达 |] ,而 更 
直接 地 求 得 ， 逆 张 量 的 分 量 是 


1 


-1 2 -1 -1 -1 。 
它 xx = yy 全 SB ? £ =1/e, ? a = Es ~1/8, 


2 y 


而 其 中 最 大 的 是 es, . 忽略 其 余 分 量 ( 并 取 委 平面 为 吾 和 天 的 平面 ) ,我 们 得 到 
色散 关系 


-w/c ik/g 
-ik/g -w/c 





因此 得 
w Se | cos 0 | -2 人 村 (56.23) 
这 些 称 为 螺旋 波山 ;它们 是 纯 电 子 起 源 . 
这 些 波 的 名 称 起 因 于 它们 的 偏振 的 性 质 . 用 坐标 轴 的 上 述 选 择 , 由 等 式 k。 
D =0(56.2) 给 出 ， 


Dusin G+D.cos 0=0. (56. 24) 


将 方程 (56.3) 写 成 
1D = 多 D， (56.25) 
Cc 
我 们 求 得 D, = -i|cos 9|D,. 在 同样 近似 下 ( 即 , 所 有 es 中 仅 保 留 e,,，) , 波 的 
电场 完全 位 于 xy 平面 , 它 垂直 于 B,:E, = ss Ds =0. 其 它 电场 分 量 是 
E,=e,D,, E,=e; D,= -ée, Db,, 
而 根据 (56.24) ,得 出 


[hres -kak,e 


a YY™7YB 


E, =i cos 0| 五 . (56. 26) 


QD 在 地 球 物理 学 应 用 中 称 为 大 气 哨 声 . 
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因而 在 垂直 于 B 的 平面 内 该 波 是 椭圆 偏振 的 ; 当 9 = 订 r, 偏 振 变 成 线性 的 .在 
: 轴 平 行 于 的 坐标 系 多 5 中 ,我 们 有 


| cos 0 | 


矢量 五 环绕 天 方向 回转 描述 一 个 圆锥 . 

我 们 注意 到 ,关于 se, 的 表达 式 (56. 21) 具 有 简单 物理 意义 . 当 om >>w( 以 
及 所 意味 着 的 条 件 (52. 17)k | vre/ wae =k ras <<1 处 处 满足 ) 时. 可 以 认为 电子 
(相对 于 B,) 的 横向 运动 在 恒定 均匀 电场 E 中 发 生 . 当 一 个 电荷 在 恒定 均匀 交 
叉 场 E 和 B, 中 运动 时 ,其 平均 横向 速度 ( 电 漂 移 速 度 ) 是 

5, =c[E xB,]/B? (0 28 

( 见 第 二 卷 ,$ 22). 正 是 这 个 速度 对 应 于 表达 式 (56. 21). 因而 螺旋 波 是 与 等 离 
体 中 电子 的 电 床 移 相 联系 的 . 
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当 考 虑 到 粒子 的 热 运 动 时 ,色散 关系 一 般 变 为 超越 方程 ,并 导致 函数 
w() 的 无 穷 分 支 集 合 . 然而 ,这 些 振 葛 的 绝 大 多 数 是 强 阻 尼 的 . 仅 在 例外 情况 
下 ,阻尼 才 弱 得 使 振荡 能 作为 波 传播 . 这 些 情 况 首先 包括 上 一 节 中 所 考虑 的 波 ， 
对 这 些 波 (如果 满 足 条 件 (52. 17) 和 (53.17)). 热 运 动 仅 引起 对 色散 关系 的 小 
校正 ,和 小 的 明道 阻尼 率 . 

然而 ,我们 曾经 看 到 对 于 冷 等 离 体 中 的 波 , 有 这 样 的 频率 范围 ,在 此 范围 比 
值 ckvo 无 定 限 地 大 (等 离 体 共振 邻近 ). 但 是 当 和 一 %w 时 ,条 件 (52.17) 肯 定 不 
能 满足 ,因此 变 得 必须 考虑 到 热 运 动 . 现在 我 们 将 证 明 , 考 虑 到 热 运 动 ,即使 作 
为 电容 率 的 小 校正 ,也 会 消除 色散 关系 的 根 的 发 散 性 ,并 导致 等 离 体 振荡 谱 的 一 
些 定 性 上 新 的 性 质 (B. H. Tepmxar ,1956). 而 且 , 如 我 们 将 看 到 的 , 朗 道 阻尼 为 
指数 式 小 的 条 件 仍 可 满足 ,以 致 se 的 反 厄 米 型 部 分 仍 可 忽略 . 为 明确 起 见 , 我 
们 将 取 高 频 等 离 体 共振 邻 域 的 特例 ,其 中 仅 包 括 电 子 的 热 运动 就 足够 了 . 

sup 中 的 校正 项 正比 于 (ior) 中 .色散 关系 (56.5) 的 系数 4,B,C 中 也 出 现 
类 似 校 正 . 为 研究 正好 是 这 个 方程 的 发 散 根 , 仅 在 系数 4 中 包括 改正 项 就 足够 
了 ,没有 校正 情况 下 在 共振 点 它 变 为 零 . 

在 共振 频率 (例如 )ow, 邻 近 ,我 们 把 这 个 系数 写成 

DT 


Ee | . 


I 


E,=E.,tan 0. (56.27) 


(57.1) 


QD 它们 是 这 样 推导 的 :将 (54.5) 的 被 积 表 达 式 按 大 的 笑 作 展开 , 取 展 开 式 中 的 一 阶 项 . 
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第 二 项 是 归 因 于 热 运 动 的 校正 . 系数 c. 和 4, 是 在 点 w=w, 取 的 ,所 以 它们 已 不 
依赖 于 变量 w( 但 是 当然 依赖 于 大 的 方向 , 即 依赖 于 角 6). 在 系数 BB 和 C 中 也 
令 w=w,( 并 用 8. 和 C. 和 表示 结果 所 得 值 ) ,我 们 得 到 共振 频率 邻近 的 色散 关系 为 


4 


[so -on -4 (ee) ] (各 | +B, (EE) + =0 (57.2) 


WI | 1 
我 们 感 兴趣 的 是 这 个 方程 的 那 种 根 , 当 v7, 一 0 时 它 变 成 


RE 
| ) a(w -wi) 





已 1 
即 
Bo (57.3) 
a 忆 I 一 一 27 2 
ack 


因为 这 个 解 中 (kc/w,) 很 大 ,在 求解 时 就 应 该 从 (57.2) 中 省 略 掉 并 不 含 此 大 量 
的 项 C. 于 是 我 们 有 下 列 色散 关系 
A kev. < B. ” 6 . 
sl -ss 
这 里 要 按照 4, 的 正 负 号 (a, 和 B, 总 是 正 的 ) 而 区 别 两 种 情况 外. 
在 图 20 中 , 实 曲 线 显 示 对 4, >0 的 色散 关系 
(57.4). 曲线 与 横 坐 标 轴 相交 于 多 
, ol /2 (57.5) 


-w= 


W—w] 


CV re A ; 
当 vi. 一 0 时 ,这 个 点 在 右边 移 向 无 穷 ,而 我 们 回 到 
相应 于 冷 等 离 体 色 散 关 系 (57.3) 的 曲线 (在 图 20 
中 用 虚线 显示 ). 

我 们 把 注意 力 转向 考虑 到 热 运 动 , 因 而 引起 
振荡 谱 分 支 扩展 至 w > w, 的 范围 . 在 零 外 场 的 极 
限 , 正 是 分 支 的 这 个 部 分 相应 于 寻常 纵向 等 离 体 
振荡 :没有 场 的 情况 下 ,系数 B, = 0 ,频率 w, 与 0. 重合 ,wo -2. 作 为 记 的 函数 的 整 





@ 由 表达 式 (56.6) 和 (56.7) 容 易 证 实 B, 是 正 的 :利用 条 件 4 =0 消去 e1 ,我 们 求 得 B, = ea tan”9 
+&?sin20>0. 由 对 4 的 表达 式 (56. 6) 和 对 e, 和 el 的 表达 式 (52. 11) 得 出 34/3w >0, 从 而 a = 
(64/sw)。-。 是正 的 . 

四 ”对 于 上 的 这 个 值 ,此 值 jarsyoi 包 含 ( wzreye)5 ,因而 很 小 . 这 是 如 上 所 述 关 于 朗 道 阻尼 为 很 小 的 
条 件 . 
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个 曲线 变 成 来 自 坐 标 原 点 的 一 条 直线 ,其 方程 与 (32. 5 ) 相同 出 . 

当 忽略 热 运动 时 ,等 离 体 共振 中 的 振 划 是 纵向 的 . 要 着 重 指出 的 是 , 当 考 虑 
到 空间 色散 时 ,这 个 性 质 确切 地 说 并 不 出 现 : 量 
4 =&skoke/k 三 51 变 成 的 了 晒 数 ,而 对 于 振荡 为 
纵向 的 条 件 e, =0, 与 由 色散 关系 所 给 出 的 相同 
变量 w,k 和 9 之 间 的 关系 是 不 相 容 的 . 然而 ,在 
等 离 体 共振 点 本 身 ( 它 们 不 再 有 区 别 ) ,以 及 邻近 
共振 点 , 波 都 仍然 几乎 是 纵向 的 :因为 4 很 小 而 
且 波 很 慢 (w/kc 很 小 ) ,按照 (32. 10), 模 向 分 量 
ED) 远 小 于 E*. 

现在 让 我 们 转 到 4,. <0 的 情况 . 图 21 显示 


W—wW] 








在 这 个 情况 下 ,w -w, 如 何 随 k 变 化， 曲线 并 不 进 图 21 

入 w>wl 区 域 ,而 是 在 点 
a ! < 响 ZVre 1/2 
ee A we 


有 一 极 大 . 当 vj;. 一 0 时 ,这 个 点 在 右边 移 向 无 穷 ,同时 趋向 横 坐 标 轴 ,我 们 又 回 
到 (57. 3 ) 的 形式 . 

作为 再 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 接近 电子 回旋 共振 沿 磁 场 传 播 的 横 波 . 当 忽 
略 热 运动 时 ,对 于 这 些 波 的 色散 关系 由 公式 (56.9) 给 出 (用 下 面 的 正 负 号 ) ,而 
在 w=ws. 邻 近 包 
1. (57.7) 


(人 -ou 人 1 2 
同时 kc >> 2. ;这 个 谱 整 个 是 在 w < ws 

为 了 在 考虑 到 电子 热 运 动情 况 下 来 考察 这 些 波 , 必 须 用 适用 于 回旋 共振 区 
域 的 电容 率 张 量 (55.7) 来 构造 色散 关系 多。 展开 行列 式 (56.4)( 具 有 矢量 上 平 
行 于 z 轴 ) ,我 们 得 到 








12c? 0. [ 一 gm (57.8) 
3 二 1 十 一 一 一 一 一 一 一 2 
们 wl 包 一 Ope) V2 hv. 


在 共振 吸收 线 以 外 , 即 , 对 于 | ws -ol >> kvr.( 但 是 当然 仍 有 | ws -@| << ws.)， 


Q@ 为 此 ,( 磁 旋 等 离 体 中 ) 对 应 于 图 20 中 实 曲线 上 段 的 波 通常 称 为 等 离 体 波 ,和 对 应 于 曲线 下 段 的 
寻常 波 或 非常 波 大 不 相同 . 然而 ,这 个 术语 是 约定 俗 成 的 :实际 上 正好 有 一 个 振 划 分 支 , 它 与 横 坐 标 轴 的 
交点 (wo=wi) 没 有 任何 有 区 别 的 特色 . 

@ 为 更 加 明确 起 见 ,我 们 认为 ,不 仅 wae -<< wse ;而且 2。> os, 以致 (56.9) 右 边 的 1 肯定 可 以 
忽略 . 

@) 要 记 住 ,公式 (55.7) 也 预先 假定 满足 条 件 (55.4) :wp。 >> kvr。. 
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这 个 关系 变 成 
Po /rf (中 一 on) 
(0B. Wae( Ww — Wage) 2 Wpekvr. p| Wy 0 ) 


因此 我 们 再 次 有 对 于 频率 实 部 的 色散 关系 (57.7) ,和 对 于 朗 道 阻尼 率 的 表达 式 


AWE (57.9) 
ye 人 全 ol 7 (如 | | 

当 w 趋向 更 接近 w, ,在 范围 |6。-w| << hv 内 ,阻尼 率 增加 并 且 变 成 与 频 
率 w 可 比较 :在 这 个 范围 ,已 无 法 谈论 波 的 传播 . 


85S8 磁 旋 等 离 体 流体 力学 方程 
如 果 运 动 等 离 体 中 特征 空间 尺度 上 远大 于 平均 自由 程 


L >>1, 
我 们 可 以 认为 ,在 等 离 体 的 任何 小 区 域内 ,由 于 碰撞 建立 起 了 具有 (对 于 电子 和 
离子 为 相同 的 ) 温 度 、 压 强 等 局 域 值 的 热力 学 平衡 . 在 这 种 情况 下 ,等 离 体 的 运 
动 可 以 用 宏观 流体 力学 方程 描述 . 
磁 流 力学 方程 已 经 在 第 八 卷 ,$51 中 给 出 ,但 是 那里 曾经 假设 介质 的 动 理 
系数 (黏度 和 热 导 率 ) 不 依赖 于 磁场 . 在 等 离 体 中 要 使 这 点 为 正确 ,下 列 条 件 是 
必要 的 : 








(58.1) 


了 >> QO pi， Vv, >> (0 pe 
(其 中 第 二 个 可 从 第 一 个 得 出 ). 这 些 条 件 经 常 是 太 苛 刻 ,因此 必须 推导 不 受 上 
述 限 制 的 流体 力学 方程 由 . 
关于 质量 密度 po 的 连续 性 方程 ,当然 ,照常 保持 不 变 
< (58.2) 
ot 


其 中 VV 是 宏观 速度 . 关于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 : 





aV, 2 _ 0 (58.3) 
| Vv.| Br 
和 关于 能 量 守恒 方程 : 
日 1p 信 B 1 - 
| 2 +tpU + (58.4) 


2 
vovi +w_o .vie 
= 一 六 [ev(3 +W] Oo Y+ 丰 ExB+g|j， 


一 般 形 式 也 保持 和 以 前 的 相同 ,其 中 c' 是 黏 性 应 力 张 量 ,z"' 了 表示 具有 分 量 


而且, 第 八 卷 , $ 51 的 方程 中 省 略 了 代表 温差 电 效应 的 项 . 
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为 o'sVs 的 矢量 ,gq 是 能 流 密度 (包括 归 因 于 热传导 和 温差 电 效 应 的 耗 散 部 分 以 
及 通过 粒子 流 的 运 流 能 量 传递 两 部 分 ; 见 下 面 的 定义 (58.8)), 而 UVU 和 玉 是 每 
单位 质量 介质 的 内 能 和 和 . 张 量 ec” 和 矢量 4 必须 用 热力 学 量 和 速度 的 梯度 来 
表达 ,这 些 表达 式 的 形式 正好 依赖 于 磁场 . 

关于 方程 (58.3 ) 应 该 作出 下 列 评注 . 这 个 方程 考虑 到 磁场 对 等 离 体 所 施加 
的 力 ( 左 边 最 后 一 项 ) ,但 是 没有 考虑 电场 所 施加 的 力 

e(zN, ~ N.)E. 

这 种 处 理 在 这 里 证 明 是 正确 的 ,因为 由 条 件 (58.1) 可 见 , 更 有 工 >>a, 从 而 等 离 
体 是 准 中 性 的 ,以 致 我 们 可 以 令 zN; =A.。, 等 离 体 中 没有 任何 未 补偿 电荷 由. 

方程 (58.2) 一 (58.4) 必 须 补充 以 麦克 斯 韦 方 程 组 ,对 于 准 定 常 电 磁场 ( 因 
此 位 移 电 流 可 省 略 ) 它 们 是 


有 vV.B=0,vVxB=4". (58.5) 
c 90t c 


应 注意 所 谓 准 定常 场 意味 着 其 变化 频率 w << c/L. 同时 ,可 变 磁 场所 感 生 的 电 
场 是 ~wLB/c << B; 因 此 之 故 , 在 (58.4) 中 我 们 只 和 需 包 括 磁 场 能 密度 而 无 第 包 
插 电 场 的 . 而 且 ,忽略 位 移 电流 是 与 等 离 体 的 准 中 性 假设 一 致 的 :(58.5) 的 最 后 
一 个 方程 蕴含 V : j=0. 

最 后 ,需要 表达 “广义 欧姆 定律 "的 方程 : 


E+-VxB=F, (58.6) 


其 中 五 是 电流 j 和 热力 学 量 的 梯度 的 某 种 线性 组 合 , (58.6) 左 边 E 和 B 的 组 
合 起 因 于 ( 见 第 八 卷 ,$ 49) 当 我 们 从 介质 中 给 定 体积 元 的 静止 坐标 系 变 到 该 体 
积 元 在 其 中 以 速度 了 运动 的 坐标 系 时 五 的 变换 . 

在 准 中 性 等 离 体 中 ,电子 和 离子 组 分 的 相对 浓度 是 给 定常 数 (N/AN, =z). 
因此 只 有 温度 和 压强 是 独立 热力 学 变量 ;将 下 和 4 用 这 些 变量 的 梯度 (和 电流 
站 表达 的 问题 形式 上 与 金属 中 磁场 电流 热流 效应 外 理 论 中 的 同样 问题 是 相同 的 
( 见 第 八 卷 , $25) 咏 . 

一 方面 ,j 和 4 ,以 及 另 一 方面 , 场 和 热力 学 量 的 梯度 ,它们 之 间 的 关系 ,与 成 


”这 个 论证 是 以 不 等 式 1>>a 为 基础 的 ,应 注意 我 们 处 处 考虑 的 是 全 电离 等 离 体 . 在 部 分 电离 等 
离 体 中 ,不等式 ! >>a 不 必要 满足 ， 因为 平均 自由 程 由 于 与 中 性 原子 的 碰 擅 而 减 小 . 于 是 1>> a 被 认为 是 
关于 要 使 彻 体 电 场 力 可 忽略 的 附加 必要 条 件 . 

@) 英文 为 thermogalvanomagnetic effects , 指 同时 存在 电场 和 磁场 以 及 温度 梯度 情况 下 ,电流 和 热流 
的 流动 引起 的 各 种 效应 ,通常 分 别称 为 磁场 电流 效应 ( galvanomagnetic effects) 和 磁场 热流 效应 (thermo- 
译 者 注 . 

国 ”我 们 再 次 提醒 ,讨论 涉及 的 是 全 电离 等 离 体 . 存在 见 种 类 型 重 粒 子 ( 各 种 离子 .中 性 原子 ) 的 情 
况 下 ,会 使 得 必须 考虑 相应 的 扩散 过 程 . 





magnetic effects ) . 
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(44. 12) 和 (44. 13 ) 的 推广 形式 是 : 
pl Me aT (58.7) 


aT (58.8) 


这 里 凡 . 是 电子 化 学 势 , 张 量 o',aws ,Bw 依赖 于 磁场 B 作为 参量 ，(58. 8) 左 边 
没有 一 gj 项 (比较 (44.13) ) 归 因 于 这 样 的 事实 ,这 早已 通过 能 流 密度 中 的 坡 印 
享 矢 量 而 包括 在 (58.4) 中 ,通过 利用 麦克 斯 韦 方程 组 (58. 5 ) 来 变换 其 散 度 就 可 
很 容易 得 到 确认 ， 在 定 态 情况 ( § 44) ,我 们 有 

-VBx 有 = 人 8-+1 奋 = 全 和 -了 (oh 门 . 
因此 ,(58.8) 中 能 流 4 早已 把 通过 粒子 的 能 量 传递 - ep 排除 在 外 . 


根据 昂 萨 格 诛 理 ,关系 式 (58.7) 和 (58.8) 中 的 系数 满足 下 列 关 系 : 
oop B) = 0 po ( -B), K ws(B) =K en 人 -B), 
Bal B) = Tog.( -B). esd 
因为 B 是 唯一 可 资 用 矢量 参量 , 张 量 对 方向 b= B/B 的 依存 关系 可 写成 一 
般 形 式 


(58.9) 


Qa( B) =ai6e + osb, be + Qseogyby [38511 
(对 于 其 它 张 量 有 类 似 结果 ) ,其 中 标量 系数 a ,az ,os 是 场 B 的 函数 ;这 样 的 依 
存 关 系 满足 反 演 对 称 性 条 件 (B 是 一 个 轴 矢 量 而 其 分 量 不 受 反 演 的 影响 , 像 对 真 
张 量 a ,等 的 分 量 所 要 求 的 那样 )， 注 意 到 (58. 11) 形 式 的 表达 式 自 动 满足 关 
系 式 (58.9), 而 (58. 10) 变 成 


Bia( B) = Ta,sl B). (58. 12) 
在 磁 流 力学 中 对 表达 式 (58.7) 和 (58.8) 的 实际 应 用 ,更 方便 的 是 将 化 学 势 
的 梯度 用 压强 和 温度 梯度 表达 为 


Vi. = -svT + VP,, 1 


其 中 P, = N.T = Pz/(1 +z) 是 等 离 体 中 电子 的 分 压 , 而 s. 和 %。 是 等 离 体 的 电子 组 
分 中 每 个 粒子 的 粹 和 炊 . 我 们 最 后 将 关系 式 (58. 7) 和 (58. 8) 用 矢量 形式 重 
写成 

E + xB + 


e 





VP = 


= 4 + BB Xj) to, (VT), +a (VI), + NH(B x VT), 
Oo) TL 


(58.13) 


$59 强 磁场 中 等 离 体 的 动 理 系 数 . 227. 


4+-5= 
=al DI ta gg +AT(BxXIj) -x« (VD), -x« COVT) + (Bx V7), 
(58.14) 

对 系数 (全 都 是 B 的 函数 ) 用 了 新 记号 ,而 下 标 e 和 上 表示 相对 于 B 为 纵向 和 横 
向 的 矢量 分 量 . (58. 13 ) 中 系数 a| 的 定义 与 (58.7) 中 的 相差 是 这 里 包括 了 
s,/e. 系数 . 罗 ,N 和 多 分 别 描 述 堆 尔 效 应 ,能 斯 特效 应 和 勒 迪 克 -里 吉 效 应 . 还 
应 注意 ,(58. 13) 中 的 . 多 (Bx 让 项 和 (58. 14) 中 的 岁 ( Bx v7) 项 是 非 耗 散 动 理 
效应 ,它们 并 不 出 现在 乘积 Ej 和 gg: v7 中 ,因而 并 不 引致 粹 的 增加 . 

至 于 黏 性 应 力 张 量 o',, 则 其 通过 宏观 速度 梯度 表示 的 一 般 表达 式 早 已 在 
8 13 中 给 出 ， 当 应 用 于 等 离 体 时 ,这 个 表达 式 由 于 两 个 第 二 季度 系数 和 5 变 
为 零 而 稍微 简化 . 系数 上 为 零 是 所 有 单 原 子 气体 的 一 般 性 质 ,等 离 体 也 属于 这 
种 气体 . 没有 项 的 原因 将 在 下 节 中 解释 . 

为 应 用 于 等 离 体 ,(13. 18 ) 中 的 余 留 项 可 方便 地 重新 整理 ,考虑 到 在 等 离 体 
中 磁场 一 般 对 黏 性 有 强烈 影响 (而 不 像 在 中 性 气体 中 那样 只 有 弱 影 响 ); 从 而 区 
分 寻常 黏度 系数 ?了 没有 任何 意义 .这 里 我 们 用 不 同 于 (13. 18 ) 的 形式 表述 c 
仅 在 于 用 


1 
mo( 3b,bg -600) (bybaV,s -VV 


代替 带 7 的 项 ,其 中 5=B/B( 代 替 h); 见 236 页 关于 mo 的 这 个 定义 的 适宜 性 的 
脚注 . 
如 果 取 =z 轴 平 行 于 5, 应 力 张 量 分 量 是 


了 1 
OO xx he A A PRN 


) (58.15) 


l 
UO yy -ml V, -3Y ” 7] +2 人 | - V,,) -2n3V.,,; 


CT - =2n,| V, -3 ; | 3 


CT = 2711 V,, 一 7n3( 站 二 VK) 3 
0 =27, 全 +2714 全 be 
0',, =2nV,, - 24V,. (58.16) 
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为 计算 磁 旋 等 离 体 的 动 理 系数 ,我 们 必须 照例 寻求 /= 有 +8/ 形式 的 粒子 分 
布 函数 ,其 中 8f 是 对 局 域 平衡 分 布 的 小 校正 ,并 且 正 比 于 相应 热力 学 量 的 梯度 . 
将 这 个 表达 式 代 入 动 理 方程 ,例如 ,对 于 电子 
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af。 9f. af。 | 
x GE (257) 
我 们 在 左边 四 项 中 令 f. =J。; 因 为 9f./9p 平行 于 ? a 四 项 变 为 零 , 以 致 那 


里 必须 保留 .项 ,而 我 们 求 得 关于 5/. 的 方程 为 0D 





Ce oe _ eE.: eo = -一 (9 xB).: 4 (59.2) 
9t or op C 
其 中 7 是 线性 化 碰撞 积分 . 


让 我 们 首先 注意 到 纵向 电导 率 ol 和 热 导 率 x | 一般 不 依赖 于 BB, 而 具有 如 
间 没 有 磁场 情况 下 的 相同 值 ( 即 , 它 们 是 寻常 标量 o 和 x ). 的 确 , 根 据 对 称 性 考 
上 处 事先 束 很 明显 , 当 矢量 EE 或 VT 平行 于 B 时 ,分 布 函 数 8 不 依赖 于 垂直 于 B 
平面 内 横向 速度 v ,的 回转 角 pg. 还 有 ， 


因而 当 98//99 =0 时 , 动 理 方程 中 并 不 出 现 磁场 @. 
由 于 类 似 理由 , 当 速 度 耻 平行 于 互 ( 沿 z 轴 ) 时 ,确定 黏 性 应 力 o's 的 黏度 
7 也 不 依赖 于 磁场 (从 而 与 寻常 黏度 7 相同 ); 于 是 它 仅 恢 赖 于 z ,在 表达 式 
(58. 16 ) 中 仅 保 留 含 有 
， I 2 dV 
rm-Ipyr= -ax -本 ?oo 
的 项 . 
最 后 ,系数 Li 总 是 必须 不 依赖 于 场 . 对 于 所 述 速 度 分 布 会 对 应 力 张 量 贡 献 


，_ ， _1, 
Ou Oy 30 


.= 人 
但 是 ,因为 这 个 效应 在 没有 外 场 情况 下 一 般 是 不 存在 的 ,而 即使 当场 存在 时 也 有 
外 =09. (注意 到 这 个 理由 并 不 依赖 于 等 离 体 是 经 典 的 ;因此 ,结果 t=0 在 相 
对 论 性 情 帝 也 是 有 效 的 ,而 在 相对 论 性 等 离 体 中 0.) 

在 强 磁场 极限 下 , 当 ( 对 每 类 粒子 ) 拉 莫 尔 频率 ws >>v 时 ,其 它 动 理 系数 的 


QD 注意 到 在 $29 对 于 等 离 体 电容 率 的 计算 中 ,这 个 方程 中 的 磁场 项 是 省 略 的 ,因为 当 五 和 召 很 小 
时 它 是 二 阶 小 量 . 在 目前 问题 中 ,磁场 B( 不 像 电 场记 ) 没 有 假定 为 很 小 . 

四 然而 ,我 们 必须 立即 预先 说 明 ,这 些 论 据 ( 和 下 面 的 类 似 论据 ) 假 定 粒子 散射 过 程 不 依赖 于 磁场 . 
为 此 必须 要 磁场 满足 后 面 的 不 等 式 (59.10). 

”我 们 必须 再 次 强调 ,所 有 这 些 陈述 依赖 于 动 理 方程 (59.2) 中 含 B 项 的 形式 ,因此 它们 并 不 适用 
于 分 子 具有 磁 矩 的 寻常 气体 . 人 
磁场 发 生 相 互 作 用 的 . 
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计算 可 以 类 似 地 实现 . 在 这 些 条 件 下 , 磁 撞 项 起 小 校正 的 作用 中 . 
电导 率 
让 我 们 首先 计算 确定 等 离 体 中 电流 的 系数 . 方便 的 是 在 等 离 体 体 积 元 为 静 
目的 参考 系 中 来 完成 这 个 计算 . 忽略 ~ m/M 的 量 ,我 们 可 以 认为 这 种 参考 系 与 
离子 组 分 为 静止 的 参考 系 相 符合 . 于 是 电流 是 纯 电 子 性 的 . 从 而 我 们 只 需要 求 
解 对 于 电子 的 动 理 方程 . 
动 理 方程 的 左边 必须 以 类 似 于 $6 中 对 寻常 气体 作 过 的 方式 借助 于 流体 力 
学 方程 进行 变换 . 在 所 选 参考 系 中 ,所 考虑 点 的 宏观 速度 (但 当然 不 是 其 导数 ) 
为 零 @. 
然而 ,这 里 (对 于 电子 ) 不 需要 实行 全 部 计算 . 首先 注意 到 ,项 98/./39i 全 然 
可 以 省 略 . 对 时 间 的 求 导 导 致 出 现 含有 导数 97T/91,3P/3t 和 3V/3t 的 项 . 当然 ,前 
两 个 可 以 用 标量 Y .来 表达 (比较 (6. 16) ) ;而 这 些 项 如 我 们 早已 知道 的 ,对 单 
原子 气体 (例如 等 离 体 ) 总 是 相 消 的 . 导数 9V/3t 利用 流体 力学 方程 (58. 3 ) 来 表 
达 , 含 有 因数 1/p 或 17M; 在 动 理 方 程 中 考虑 到 这 类 项 仅 会 给 出 ~ mA/M 的 校正 ， 
它们 是 没有 任何 重要 性 的 . 其 次 ,在 (59. 2 ) 中 我 们 可 令 至 =0, 因 为 我 们 知道 五 
仅 能 作为 和 式 
.1 
E a 
而 出 现在 所 寻求 的 电流 7 中 .最 后 ,因为 我 们 并 未 打算 计算 “纵向 ” 动 理 系 数 
cl,k |， ,M6o, 它 们 是 不 依赖 于 磁场 的 ,对 于 等 离 体 的 所 有 热力 学 量 可 认为 仅 依赖 
于 牌 直 于 B 的 平面 中 的 坐标 . 用 V, 表示 在 该 平面 的 求 导 算 符 ,因此 我 们 可 以 将 
动 理 方程 写成 
(0 vf Ee xB) + TL + 
这 个 方程 又 可 以 通过 逐步 求 近 法 求解 而 表 成 1/ws. 的 究 . 第 一 级 近似 (用 上 
标 (1) 表 示 ) ,完全 忽略 碰撞 积分 ,因此 方程 是 
a8f. 1 59.4 
av ER Vy)jo ( ) 
(其 中 5=B/B). 通过 直接 代入 容易 看 出 方程 的 解 是 


sj = (bx Vl) Oo 


(59.3) 





(2 xb): 


Q@ 关于 磁 旋 等 离 体 的 动 理 系 数 是 由 兰 芯 霍 夫 (R. Landshoff(1949 ) ) , 弗 拉 德 金 ( 卫 . C. @panknn 
(1951) ) , 布 拉 金 斯 基 (C. H. BparxHckun#(1952)) 计 算 的 .下 面 给 出 的 解析 方法 归功 于 塔 姆 (1. E. TaMM 
(1951)). 

”通过 利用 矢量 3f,/3p 与 ? 的 平行 性 ,这 个 基本 上 早已 假设 过 . 
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显然 这 个 解 仅 能 用 来 计算 非 耗 散 动 理 系数 :不 存在 碰撞 情况 下 没有 任何 能 量 
耗 散 . 
电流 密度 由 下 列 积分 


j= -e [va.d'p (59.6) 
给 出 .用 (59.5) 代 入 后 给 出 
1 =D xv] (vON, =38(b YX VN(Y), 
其 中 求 平均 是 对 麦克 斯 韦 分 布 进行 的 . 结果 是 
De 


V P =- -全 (6 x7D)， (59.7) 


将 这 个 表达 式 与 (58. 13) 中 系数 . 史 的 定义 进行 比较 表明 
‘B= -1/(N,ec). 


在 高 一 级 近似 ,我 们 寻求 (59.3) 的 解 为 5. = 38K + 8/‘” ,而 获得 关于 8 人” 
的 方程 为 : 


(59.8) 


a8fe™ ? 1 
i -TS my “ [bxY,]f.) (59.9) 
(不 能 将 算 符 V, 取出 到 7 前 面 ,因为 在 线性 化 碰撞 积分 中 ,被 积 表达 式 在 其 系数 
中 含有 例如 N, 这 样 的 量 , 它 们 依赖 于 坐标 ). 
如 早已 提 到 过 的 ,假设 磁场 够 强 使 得 ws >> yx。 然而 ,在 本 节 中 我 们 将 进 一 
步 同 时 认为 





Wae(V xb) ” 


(59.10) 


rp = vr/ op。>> a. 
( 即 ,ww << 02,) ;这 个 对 磁场 设置 了 上 限 ， 当 满足 这 个 条 件 时 磁场 在 碰撞 区 域内 
几乎 不 会 引起 电子 轨道 (更 小 程度 上 离子 轨道 ) 的 任何 弯曲 ,因而 对 碰撞 过 程 没 
有 任何 影响 . 换 句 话说 , 算 符 了 并 不 明显 依赖 于 磁场 ,于 是 ,根据 对 称 性 考虑 , 方 
程 (59.9) 右 边 必须 具有 形式 为 (v. [5 x V,] )o(v ) 的 矢量 结构 ;至 于 变量 v ， 
这 是 与 (59.4) 右 边 具有 相间 类 型 ,但 是 以 b xV, 代替 V,. 因此 ,(59.9) 的 解 是 
f= bx x vf) = Vf). (9°11) 

WW pe OW pe 
在 电流 的 计算 中 , 非 零 贡 献 仅 来 自 ei 碰撞 的确, 因为 在 所 假设 条 件 下 , 碰 
撞 是 小 效应 ,可 以 认为 ee 和 ei 碰撞 对 电导 率 的 贡献 是 独立 的 . 这 意味 着 ,例如 ， 


计算 来 自 ee 碰撞 的 贡献 时 ,是 通过 求解 仅 具有 这 个 碰撞 积分 的 动 理 方程 而 求 得 
的 分 布 函数 进行 计算 ,好 像 电 子 全 然 并 不 与 离子 碰撞 那样 . 在 那 种 情况 下 ,对 于 
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(59.11) 形 式 的 8K” ,积分 | 87 dp 是 零 , 因 为 由 于 碰撞 中 动量 守恒 定律 ,对 
任何 分 布 函数 大 恒定 地 给 出 
| CO)dp=0 





(比较 $5). 
因此 ,在 计算 电流 时 ,(59. 11) 中 的 了 上 要 理解 为 电子 离子 碰撞 积分 . 于 是 由 
[Li(v vif) = -ao Yi) 0 
其 中 ,按照 (44.3)， 
4nze' NL. 
Ze = 
mv 
按照 分 布 函数 (59.11),(59.12), 对 电流 的 页 献 是 
a()) 0 
区 3m “wp. RE: 


为 计算 所 寻求 的 动 理 系数 ,我 们 必须 将 电流 j， =j" +j” 代 人 方程 
(58. 13 ) : 


VP. = + .BB(b xj.)+a,Y,T+/AHB(b x VY.,7), (59.14) 
e OT, 


它 确定 这 些 系 数 . 首先 令 V7 =0 并 集合 量 级 为 1/ws. 的 项 ,我 们 求 得 
(j'" /0o,) +.%BB[b xIi'”] =0, 





由 此 
3T”e N。 (59.15) 
OT! TN ? 
2 “my, 
4Tze LN. (59. 16 ) 
Die Pei 人 Dr 7 
m 


量 (59.15) 在 没有 磁场 情况 下 是 与 电导 率 (43.8) 相 同 量 级 ,后 者 在 这 里 等 于 
C 1 
类 似 地 ,在 (59. 14) 中 令 VP。 =0 并 重新 集合 量 级 ~1/ws 的 项 ,我 们 求 得 
BB(b xj ) + NB(b x YT) =0， 
由 此 
Ve 3cN, (59.17) 


1 3 


f= = 
(27) CO 20.B" 





Q@ 比较 (44.1). 如 果 是 1) 可 认为 不 动 的 粒子 发 生 磁 撞 , 并 县 如 果 8 具有 (v4)g(。) 形 式 , 而 4 
是 一 恒定 矢量 ,对 于 C( 由) 这 种 类 型 公式 是 有 效 的 . 在 目前 情况 下 ,4 由 矢量 算 符 V ,表示 . 
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至 于 系数 a 仅 在 相对 于 1/ws, 的 高 一 级 近似 下 才 出 现 ; (对 于 z=1) 它 的 
值 是 


QL =0. 36( Vo/ Wpe). (99 te) 


电子 热 导 率 
等 离 体 中 的 热流 由 电子 和 离子 两 部 分 贡献 组 成 ;让 我 们 首先 考虑 前 者 . 电 
子 对 热流 的 贡献 按 下 列 积分 





= 了 | we SA dp (59.19) 
计算 . 相对 于 1/wsp。 的 一 级 近似 下 ,将 (59.5) 代 入 给 出 
9 a Ns VN 
由 此 
1) 5c _ WW) cf (59. 20) 
9G。 = -Blo X VlP.T= 2 zB lb * V1], 
其 中 w =57/2 是 每 个 电子 的 烩 . 与 (58. 14) 中 系数 岁 的 定义 比较 表明 
SceN.T (59.21) 
2eB’ 


在 高 一 级 近似 ,积分 (59. 19 ) 要 用 分 布 函数 (59. 11) 来 计算 . 然而 ,ei 和 ee 
碰撞 都 对 热流 有 和 贡献. 对 于 前 者 ,我 们 再 次 应 用 (59. 11) 和 (59. 12) ,得 到 





mN. 
0. = ep (vV veal( Dv)) 9 
Owp. 
由 此 
gq‘) = _4 V2n ze N.L., P。 (59.22) 


站 ms. + 
然而 ,为 了 由 此 求 得 热 导 率 x ,的 相应 部 分 ,我 们 还 必须 考虑 到 条 件 j =j” 
+j'” =0, 因 为 按 (58.14) ,x ,是 用 没有 电流 情况 下 的 热流 来 定义 的 . 用 (59.7) 
和 (59. 13) ,我 们 发 现 这 个 条 件 意 味 着 压强 和 温度 梯度 之 间 的 下 列 关系 : 
C ep。 
万 (2 x VvV.P.) ee V ,了 
(在 计算 中 ,我们 处 处 忽略 高 于 1/ws. 二 阶 的 项 ). 应 用 这 个 关系 来 计算 和 式 
gq' +945” ,我 们 求 得 
3 Ne (59. 23) 
'* 6 Vln mo 
这 个 公式 具有 简单 物理 意义 . 热 导 率 在 数量 级 上 必须 是 x ，~ C.D, ,其 中 
C. ~ WV. 是 单位 体积 电子 的 热 容 ,而 D ,是 横越 磁场 的 电子 扩散 系数 .后 者 又 可 信 
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计 为 ^(Ax) /34, 其 中 人 (Ax) ) 是 时 间 8 内 的 方 均 位 移 . 在 磁场 中 ,横向 位 移 仅 
归 因 于 碰撞 ,而 电子 移动 距离 ~ re 因此 刀 , ~ varas, 这 导致 (59. 23). 
现在 让 我 们 讨论 来 自 ee 碰撞 的 贡献 . 这 里 的 计算 更 加 繁 元 费力 ,我 们 将 仅 
叙述 其 概要 . 
在 方程 (59. 11) 中 ,现在 es 首 碰撞 积分 : 
[aC Vs 


其 中 
ek i 
(59. 24) 
0 . Af 。 08/. djo.1 3 
Ca ee he d 浓 
i i 
而 WwW =v -1 .. 用 这 个 分 布 而 积分 (59. 19 ) 经 过 分 部 积分 后 变 成 
I (eo 20 (9 » sld’p. (59.25) 


So 24) 中 .现在 应 理解 为 函数 (v . VV, )f.. 同 
时 求 导 V, 只 须 应 用 于 麦克 斯 韦 分 布 h. 的 指数 函数 中 的 温度 7; 


(9 YA 一 (ee VD) 


而 来 自 对 指数 函数 前 系数 的 求 导 的 项 相 消 掉 了 @. 
经 过 简单 但 是 元 长 的 计算 后 ,将 积分 (59.25 ) 变 成 =x .VV,T 形 式 , 其 
中 心 
ee -3 | 4 + + (CPPOdpdp'， 
w=9 -9',V=(9 +9')/2, 而 括号 中 的 … 代 表 含 w.* V 奇 究 的 项 ,它们 积分 后 变 
为 零 . 注意 到 





fo.(Pp)folp') ~ exp| su ns ) , 


并 完成 对 d pd p' 的 积分 ,最 后 我 们 有 





ce = 人 (59. 26) 
3 A/T NL pe 
其 中 
4Te N.L。 (59.27) 
A 
mT 


Q@D 根据 $6 中 特别 提 到 的 一 般 性 质 ,这 是 显然 的 :对 形式 为 s 的 函数 ,同类 粒子 的 碰撞 积分 为 零 . 
”这 里 并 不 出 现 压强 梯度 ,因而 无 需 利用 条 件 j=0 来 消去 它 . 
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因此 对 横向 热 导 率 的 电子 总 贡献 是 


人 (和 (59.28 ) 
2 V Am 

离子 热 导 率 

我 们 首先 注意 到 ,对 于 ii 碰撞 ,所 考虑 近似 的 适用 性 条 件 wm >> 上 同比 对 于 电 
子 的 相应 条 件 要 强 得 多 . 因为 四 ~v(m/M)“ 和 ws ~ ws m/M, 由 ws >>v; 可 
见 op >>v(M/m)“, 它 比 ws >>v,. 强 得 多 ;至 于 条 件 rm >> a 肯定 满足 ,由 于 
它 比 (59. 10 ) 弱 得 多 . 

关于 离子 的 动 理 方程 类 似 于 方程 (39.2) ; 


ofo: 0 i 9 i 98/ 
of .au EW, xB) a 
ot or op C op 


然而 ,在 其 左边 的 变换 方面 与 电子 情况 有 一 点 差别 . 用 
N. M 2 
hm 27 ] 


代入 ,现在 我 们 必须 求 V 对 :的 导数 (然后 再 次 假设 这 样 选择 参考 系 使 V=0). 
在 V=0 情况 下 , 按 流体 力学 的 运动 方程 ,我 们 有 


(59.29) 


2 se py 
0t p pc 
其 中 压强 已 =P.+P,, 而 密度 p = NM. 于 是 动 理 方 程 变 成 
oi 上 
本 - 菩 。 | Y.P- 一 (7x)| = 
= -二 [ww xB] a 8f), (59. 30) 
c op 


其 中 我 们 再 次 ( 像 (59.3) 中 那样 ) 令 EE=0 并 用 V, 代替 VD. 
我 们 可 以 利用 对 于 1/ws 的 逐步 近似 法 来 求解 方程 (59. 30). 在 一 级 近似 
下 ,类 似 于 (59.5) ,我 们 有 
SA -二 'b x [vf - 笑 v.P+ 训 ax)]} 
但 在 这 个 近似 下 ,由 (59.7) 有 V,P。=jxB/c, 由 此 
3 -二 “六 x | vhs -人 Sv. Pp]} 


i 





(59.31) 


当然 ,这 个 分 布 函 数 对 电流 不 能 给 出 任何 贡献 ，| 8/'"vd*p =0, 这 是 在 等 离 体 中 
离子 组 分 为 静止 的 参考 系 中 我 们 应 该 预期 的 ， 于 是 热流 为 


QD ”对 于 电子 ,左边 第 二 项 该 包含 的 不 是 MP 而 是 m/p =m/( MN,), 因 此 可 以 忽略 . 
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gq'! = 二 | res (Dp 入 


ob x | Yi CN )) -人 2 Pi] 到 
_ 2 再 x V7 ) ， 
2zeB 
由 此 
RS (59. 32) 

”2zeB’ 2 

为 计算 高 一 级 近似 的 热流 ,只 有 ji 碰撞 是 重要 的 :ei 碰撞 作出 的 贡献 要 小 一 
个 因数 ~ (mZM) ,因为 与 电子 碰撞 时 离子 的 动量 改变 很 小 .计算 完全 类 似 于 
上 面 所 给 关于 ee 碰撞 的 计算 因而 热 导 率 的 离子 贡献 部 分 是 由 (59. 26 ) 将 电 
子 量 用 相应 离子 量 代替 而 得 : 





四 2 
习 VTMa2， 
国 _4m2 e LN. (59.33) 
11 MT " 
(59.33) 与 (59.23) 的 比较 表明 ( 当 z~1 时 )k ;~xk Jj.(M/m)“. 因此 ,在 
磁场 如 此 强 使 得 wm >> 上 时 ,横向 热 导 率 儿 乎 完全 是 离子 的 ， 电子 热 导 率 当 ws 
x (m/M)“v; 时 变 成 与 之 可 比较 的 (在 作 比 较 时 要 考虑 到 这 种 场 中 磁场 对 ;的 
影响 是 可 忽略 的 )， 在 更 弱 的 场 中 ,对 x ,的 离子 贡献 变 得 不 重要 ;在 那 种 情况 
下 ,如 果 wps。 >>v., 则 xk ,由 公式 (59. 28) 给 出 . 
黏度 
运动 等 离 体 的 动量 主要 集中 于 离子 ,从 而 黏度 由 离子 分 布 函数 确定 ， 同时 
因为 ”个 离子 与 电子 之 间 的 碰撞 ,离子 的 动量 并 没有 很 大 改变 ,所 以 在 动 理 方程 
中 只 需 考虑 离子 离子 碰撞 . 
将 动 理 方程 (59. 29) 左 边 以 类 似 于 $6 和 $8 中 的 方式 进行 变换 ,并 取 与 那 
里 相同 的 形式 @. 因而 对 于 秋 度 问题 的 动 理 方程 是 : 


M 1 
了 oo Vp ~ BV v) pe 


= - (VxB) el. (59.34) 





0 


Q@ 把 (59.31) 和 (59.5) 区 别 开 来 的 带 YP; 的 项 在 这 里 是 不 重要 的 :分布 函数 的 这 个 部 分 x wfo; 具 有 
碰撞 积分 为 零 ;比较 233 页 脚注 志 ， 
(@) 这 里 必须 注意 到 等 离 体 压强 P= (N+N.)T=Ni(1+z)7T, 而 每 个 离子 的 热 容 是 3( 1 +z)/2. 
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对 于 这 个 方程 要 寻求 下 列 形式 的 解 : 
Mr = 由 go (59.35) 

其 中 V4 是 张 量 分 量 y_ 的 线性 组 合 ,根据 定义 13. 18) 和 (58. 15) , 它 出 现在 关 
于 黏 性 应 力 张 量 表达 式 中 

> 6 (59.36) 
必须 回忆 起 所 有 Vs? =0. 应 力 张 量 作为 积分 

-o's = | Movsvaaf.d’p 
予以 计算 . 用 (59.35) 代 入 ,借助 于 公式 

(v0ov, ps) = .5 + da, dps + Husdp,) 


对 4 的 方向 求 平均 并 与 (59. 36) 比较, 我 们 求 得 


2M S9.37 
n= -5 vg,(v )dp. 人 ) 


确定 函数 g, 的 方程 ,通过 将 (59. 35 ) 代 入 (59. 34) ,并 使 方程 两 边 相 同 张 量 
V4 的 系数 相等 而 获得 . 我 们 将 省 略 这 些 相 当 繁 元 费力 的 计算 的 细节 而 仅 给 出 
最 后 结果 . 

不 为 零 的 黏 性 系数 m3 和 m4, 即使 忽略 碰撞 积分 时 也 出 现 ,因而 正比 于 
1/ws. 至 于 黏 性 系数 ,和 mn, 仅 在 高 一 级 近似 下 当 考 虑 到 碰撞 时 才 出 现 , 因 而 正 
比 于 1/wsD: 

7 2T (ze) LN; nm: Ni7 (59.38) 


oo am 
J 


Wm SM 

最 后 ,可 以 注意 到 本 节 推 导出 的 关于 “横向 ” 动 理 系数 的 所 有 表达 式 , 即 使 
在 比 一 般 公式 (58. 1) 苛 刻 程度 差 些 的 条 件 下 仍然 是 有 意义 的 . 容易 确认 只 要 问 
题 的 特征 尺度 远大 于 相应 粒子 的 拉 莫 尔 半 径 7s, 对 分布 函数 的 校正 是 很 小 的 ;这 
个 保证 了 上 述 表 达 式 是 适用 的 . 对 于 流体 力学 方程 本 身 的 适用 性 ,如 果 压 强 和 
温度 梯度 是 横 切 磁场 的 ,该 条 件 也 是 充分 的 . 

在 这 个 讨论 中 ,我 们 到 处 考虑 的 是 这 样 的 等 离 体 ,其 中 电子 和 离子 温度 是 相 
等 的 . 然而 ,因为 电子 和 离子 之 间 很 大 的 质量 差异 ,时 常会 出 现 “ 双 温 ” 条 件 . 在 


@ 对 于 磁 旋 等 离 体 , 按 (58.15) 中 那样 定义 黏度 mo 的 适宜 性 , 归 因 于 所 有 其 它 系数 ?7 当 B 一 w 时 于 
是 趋 于 零 这 样 的 事实 ， 
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这 种 情况 ,我 们 也 能 表述 流体 力学 类 型 的 方程 组 ,并 计算 在 其 中 出 现 的 动 理 
系数 由 


习 题 


1. 对 处 于 均匀 (k=0) 可 变 电 场 中 的 磁 旋 电子 等 离 体 、 在 考虑 到 电子 离子 
碰撞 的 情况 下 ( 洛 伦 益 情 况 ; 见 544) ,确定 其 电容 率 张 量 . 

解 : 如 在 本 节 开 头 注 意 到 的 ,如 果 均 负电 场 玉 平行 于 磁场 B( 沿 z 轴 ), 则 后 
者 一 般 不 出 现在 动 理 方程 中 . 因此 分 量 &,,,e,,,5s 不 依赖 于 B[ 同时 &,, = 6,, = 
0. 而 6 由 公式 (44.7) 给 出 ]. 为 了 求 出 其 它 分 量 可 以 认为 ElB. 

我 们 寻求 电子 分 布 函数 的 下 列 形式 的 校正 : 

B=(v Eg(r) +(v [Exb])g,(s). 3 
对 于 这 种 类 型 函数 (比较 231 页 的 脚注 ) 的 碰撞 积分 
Ci(f.) = -ze(2)81/。， 


因此 动 理 方程 是 
， e 08j/。_ , ajo。 
(v.(v) -iw)8.——(Y xB) op pp 
Se (2) 


它 与 无 碰 挤 方程 的 差别 仅 在 于 用 w+iy,(5) 人 代替 w. 将 (1) 代 入 (2) 导 致 对 于 8g， 
和 gg, 的 两 个 代数 方程 ,求解 此 方程 得 到 

上 -ie(w +iv,(v))fo iwg.[b xyz] (3) 

" TI(w +iva(2))’ a w+iyi(?) PR 
电容 率 张 量 是 
4 3 
E08 = 8 + {vgad Pp: 
让 我 们 写 出 当 碰 撞 可 以 认为 是 小 微 扰 时 , 即 对 于 频率 
|w 士 ope| >> Ve 


情况 下 的 最 后 结果 . 在 这 种 情况 下 可 以 令 
9 
g = Bo + iva(v) 
其 中 go 是 v(v) =0 时 的 函数 8 于 有 是 


@” 布 拉 金 斯 基 (C. H. Bparuuckw 站 ) 研究 这 个 问题 的 论文 :ganeHaa mepeHoca B nnasme( 等 离 体 中 的 
输 运 现象 ),B c60opHHKke《 Bonpocsr Teopr ImasMH》，BErIyCK 1 ，ATroMHamar，1963， 英 译本 :S.1I. Bragin- 
skii, Transport processes in a plasma, Reviews of Plasma Physics，1{( 1965 ) 205, Consultants Bureau, New 


York. 
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4 /2mze LN 
Bo 4) 
B 十 T i dow a8 aB 


其 中 e:a 是 不 考虑 碰撞 时 的 电容 率 张 量 . 这 个 公式 [根据 对 (44.9) 的 同样 理由 ] 
不 仅 在 洛 伦 兹 等 离 体 情 况 下 有 效 , 而 有 全 对 具有 任何 z 的 等 离 体 也 是 有 效 的 . 

2. 设 有 一 个 在 x 轴 方 向 不 均匀 而 在 z 轴 方向 爱 磁 场 约束 的 等 离 体 .在 条 件 
ws >>v, 下 ,确定 等 离 体 中 的 密度 和 磁场 分 布 ,假设 给 定 温度 分 布 (H. E. TaMM， 
1951). 

解 : 按 条 件 ,温度 了 和 压强 尸 的 梯度 沿 x 轴 方向 . 因而 电场 EE( 定 态 情 况 下 
的 有 势 场 ) 也 沿 x 轴 方 向 , 它 是 由 等 离 体 的 不 均匀 性 引起 的 . 约束 意味 着 在 x 轴 
方向 没有 等 离 体 的 运动 和 电流 :V, =0,7, =0. 

应 用 这 些 结 果 和 辫 克 斯 市 方程 VxB =4mi/c, 通 过 取 方 程 (58. 13) 的 y 分 
量 . 我 们 得 到 

cdB dT 


= ho 


dB _ 3 d7 (1) 


磁场 从 等 离 体 的 较 热 部 分 “被 排出 ”. 
通过 取 方 程 (58.3) 的 x 分 量 并 忽略 竹 性 项 ( 它 作 出 1/ 妈 的 高 阶 小 量 贡 献 ) ， 
我 们 得 到 第 二 个 方程 . 
d 1 . 
gz 上 上 = 一 7 
利用 同样 的 麦克 斯 书 方 程 可 以 把 它 变 换 ( 当 z=1]1 时 ) 成 


2 
2N.T + = const (2) 
TT 


利用 方程 (2) 消 去 方程 (1) 中 的 磁场 ,可 使 它 变 成 更 方便 的 形式 . 积分 后 ,我 
们 有 

N._T'” = const. (32 
公式 (2) 和 (3) 给 出 问题 的 解 . 温度 分 布 由 热传导 方程 确定 . 
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上 一 节 在 考察 强 磁 场 中 等 离 体 的 动 理 系数 时 ,我 们 应 用 朗 道 碰撞 积分 , 它 假 
设 不 等 式 rs。 >> a(59. 10) 有 效 . 现在 我 们 将 表明 如 何 去 除 这 个 限制 , 即 ,怎样 能 
够 获得 这 样 的 公式 , 它 即 使 对 于 如 此 强 的 磁场 使 得 对 电子 有 相反 的 不 等 式 成 立 


rpe <<a C8050 
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的 情况 也 是 适当 的 . 

这 时 方便 的 是 利用 一 种 特殊 近似 ,所 谓 漂移 近似 ,不仅 在 求解 方程 时 而 且 在 
动 理 方程 本 身 中 都 作 此 近似 . 漂移 近似 的 适用 条 件 是 磁场 和 电场 随时 空 的 变化 
充分 缓慢 :这 指 的 是 场 频 率 w 和 有 效 碰撞 频率 v 必须 远 小 于 拉 英 尔 频 率 , 而 场 
发 生变 化 的 特征 距离 1 必须 远大 于 拉 葛 尔 半 径 . 这 些 条 件 必须 对 要 应 用 漂移 
近似 的 每 类 粒子 都 是 满足 的 . 在 本 节 中 ,我 们 (为 明确 起 见 ) 将 就 电子 的 特殊 情 
况 写 出 所 有 公式 (关于 离子 的 相应 公式 照例 通过 作 变 换 e 一 -ze, wp 一 -wai， 
m->M 而 获得 ). 因此 我 们 将 假设 满足 条 件 : 


WV <<op ， 1/k >> rp 
所 讨论 的 方法 是 以 近似 求解 给 定 场 E(i,r) 和 B(i,r) 中 带电 粒子 的 运动 方 
程 为 基础 的 ,这 种 给 定 场 考虑 到 这 些 场 随 上 和 变化 的 缓慢 性 . 这 类 场 中 粒子 的 
运动 是 两 种 运动 的 组 合 :( 以 频率 ws ) 在 “ 拉 莫 尔 圆 "轨道 上 的 快 变 回旋 与 导 问 
中 心 ( 简 称 导 心 , 即 这 些 轨道 的 中 心 ) 的 慢 变 移动 的 组 合 . 求解 方法 是 将 运动 的 
快 变 回 旋 部 分 分 出 来 并 对 它 求 平均 . 
电子 的 位 失 和 速度 可 以 写成 
r=R(t) +€(t), vv =V+t, V=R, 
其 中 尺 是 导 心 位 矢 而 上 是 电子 相对 于 导 心 的 回旋 位 矢 山 在 零 级 近似 下 , 场 的 
时 空 变化 以 及 碰撞 都 完全 被 忽略 ,我们 有 在 交叉 的 均匀 恒定 场 E 和 B 中 运动 的 
简单 问题 . 我 们 知道 ( 见 第 二 卷 , $ 22) ,这 个 情况 下 矢量 上 严格 位 于 垂直 于 B 的 
平面 内 ,并 在 该 平面 内 以 恒定 角速度 ws。 = eB8/(mc) 回 旋 , 数 值 上 保持 不 变 . 
的 半径 |Z| 与 恒定 速率 |#|=v ,由 || = /ws. 相 联系 ;bt 和 之 间 的 矢量 关系 是 


(60.2) 


(60.3) 


£= -bxd), 9 
其 中 5=B/B. 轨道 中 心 以 速度 

R=V,=vb + wo 
运动 ,其 中 mi 是 沿 磁 场 的 匀 加 速 运动 的 速率 . 它 满 足 方程 

myvol = ~eb':E, Ce 
而 

WwW， = 天 = (Exb) (60.6) 
是 垂直 于 B 平 面 中 的 电 漂移 速度 包 . 





Q@ 本 节 中 的 量 V 不 要 与 $59 中 用 V 表示 的 宏观 速度 相 混 淆 ! 
@ 当然 ,这 里 我 们 假设 ELB <<1, 因 此 ,w <<c, 从 而 相对 论 性 效应 可 以 忽略 . 
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从 现在 起 ,我 们 将 应 用 这 个 近似 ,忽略 由 场 E 和 B 的 非 恒 定性 引起 的 项 
即 ,实际 上 将 认为 这 些 场 是 恒定 的 . 因此 ,将 从 所 有 量 中 省 略 掉 下 标 0. 
漂移 近似 的 实质 是 要 将 动 理 方程 变换 到 慢 变 量 R,v ,v，= |5|. 这 些 量 共 
同 构成 分 布 函数 中 的 五 个 独立 变量 . 
新 变量 下 的 相 空间 体积 元 是 
dxdp=dR.2mmdol .vdv, =2T7m d Rdv,dJ, Co0279 
其 中 引进 量 
J = /2 (60.8) 
在 以 后 将 是 方便 的 (至 于 关系 式 (60.7) 的 检验 ,必须 记 住 在 所 应 用 的 近似 下 ,可 
以 认为 场 是 恒定 的 ). 
电子 流 密度 可 以 通过 新 变量 来 表达 . 对 于 一 个 电子 , 流 密 度 是 -ev8(r 一 r.); 
其 中 r 表示 空间 中 的 变动 坐标 , 而 rr, 表示 电子 的 位 矢 . 令 w =V+6 和 
r。 =R+6, 我 们 写 出 
eyd(r-r)~ -e(V+i)[d(r-R)-t: vr-R)]. 
我 们 将 这 个 表达 式 对 回旋 角 求 平均 . BO 
We (La (bx)g) = (Lbe) = 6.g， 
其 中 a 和 BB ee 
-eV8(r-R) + (Db x v,)8(r-R). 
将 上 式 乘 以 电子 分 布 函数 人 并 对 dp =2mrm' dr ,dy 积分 ,我 们 求 得 RR 空间 中 电 
流 密度 为 
让 沪 守 ejv. dp- vx ( (ed dp) (60.9) 
EO te gh 电荷 传递 ;而 第 二 项 考虑 
到 粒子 在 这 些 罗 道上 的 回旋 名 .这 个 第 二 项 具有 简单 物理 意义 :如 果 将 它 写 成 
c VxM 的 形式 , 则 矢量 
M = -号 |f.Jd'p (60.10) 
将 是 由 于 电荷 回旋 引起 的 等 离 体 的 磁化 强度 . 磁 矩 (60. 10) 不 依赖 于 电 答 的 正 
负 号 ,并 且 是 沿 着 与 磁场 相反 的 方向 , 即 ,对 应 于 抗 磁 性 . 


@ 在 第 二 项 中 应 用 分 部 积分 法 , 它 将 算 符 V, 转 换 为 bf 
@ ”注意 到 电荷 密度 -ce8(r -7.) 的 类 似 求 平均 导致 通常 表达 式 -。 | .dp; 归 因 于 粒子 回旋 的 校正 
项 仅 当 考 虑 到 二 阶 小 量 (相对 于 坐标 的 二 阶 导数 ) 时 这 里 才 会 出 现 ， 
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现在 让 我 们 将 动 理 方程 变换 到 新 变量 . 因为 分 布 函 数 上 与 如 前 所 述 同样 的 
相 空 间 体积 元 有 关 ( 只 不 过 表 成 不 同形 式 (60.7)), 动 理 方 程 仍然 具有 形式 
df./dt = C(f.) ,或 者 将 左边 利用 新 变量 进行 展开 ， 

0 0 
oe + (Exb). 六 0 人 
其 中 我 们 曾 引用 关于 矢量 分 量 的 一 个 明显 记号 ,并 利用 了 等 式 (60. 5) 和 


(60.6). 在 这 个 近似 下 ,没有 含 ，, 的 项 ,因为 在 漂移 期 间 " 并 不 变化 . 

其 次 ,让 我 们 将 碰撞 积分 用 漂移 变量 来 表达 D， 首 先 注 意 到 用 这 些 变 量 表 示 的 
碰撞 事件 是 速度 vo, 和 vw 以 及 导 心 位 和 撩 垂直 于 磁场 的 分 量 R, 的 “瞬时 ”变化 .〈 至 于 
平行 于 磁场 的 分 量 R, 则 几乎 等 于 粒子 本 身 的 相应 坐标 而 在 碰撞 中 不 改变 ). 

碰撞 仅 发 生 在 这 样 的 粒子 之 间 , 它们 在 碰撞 参量 p 不 超过 屏蔽 半径 
a(p 志 a) 的 情况 下 通过 ， 如果 p 远 小 于 碰撞 粒子 的 拉 莫 尔 半径 , 则 磁场 对 散射 过 
程 没有 任何 影响 ,因为 在 这 样 的 距离 , 场 不 会 对 粒子 轨道 引起 任何 可 观 的 曲率 . 
对 于 这 样 一 些 碰撞 采用 漂移 变量 的 术语 进行 描述 一 般 不 是 出 于 自然 的 . 应 用 以 
这 些 变量 所 表达 的 碰撞 积分 因而 仅 当 至 少 一 个 碰撞 粒子 的 r << a 时 才 是 适 
当 的 

在 粒子 的 库仑 相互 作用 下 ,不 管 有 或 没有 磁场 存在 , 远 距 碰撞 ,因而 所 有 变 
量 的 微小 变化 ,是 重要 的 . 所 以 8 41 中 所 给 出 的 p 空间 中 碰撞 积分 的 推导 ,因而 
在 变量 尺 ，= (X,Y) ,v， ,J( 具 有 z 轴 沿 磁 场 ) 空 间 中 仍然 有 效 , 如 果 现 在 我 们 将 
动量 的 分 量 用 四 个 变量 g, {X,Y,v， ,中 来 代替 ,并 将 Ag, ,Ag,,… 了 解 为 这 些 变 
量 在 碰撞 中 的 变化 . 

于 是 仍然 可 使 碰撞 积分 成 为 下 列 形式 


RR (60. 12) 
天 三 1 9098 oR 02 | oJ 


(根据 定义 , 流 s, 仅 在 垂直 于 B 的 平面 内 才 有 分 量 ). 这 里 重要 的 是 ,变量 g, 空 
间 中 的 体积 元 简单 地 归结 为 它们 的 微分 的 乘积 ;因而 碰撞 积分 具有 寻常 散 度 的 
形式 . § 41 中 所 给 出 的 推导 过 程 仅 需 略微 改变 . 首先 , 写 下 (41.2) 时 我 们 曾 根 
据 动量 守恒 ,应 用 了 Ap=g = -Ap ' 的 事实 对 于 这 里 所 考虑 的 漂移 变量 ,当然 
没有 任何 这 种 关系 . 重复 没有 这 个 假设 下 的 推导 ,我 们 求 得 (例如 ,对 于 电子 离 
子 碰 撞 ) 

= 5 | {aguse /a + (AgeAgo)7O dp， We 


= 1 


(D ”用 漂移 变量 来 表达 碰撞 积分 是 由 栗 弗 席 效 (E. M. Jiadrnam(1937) ) 对 电子 气体 完成 的 ,而 由 别 里 亚 耶 
夫 (C.T. Bemae8(1955 ) ) 将 结果 推广 到 等 离 体 . 
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其 中 d pi =2mM djidoil ,Ag 是 碰撞 中 量 8 的 变化 ,而 角 括 号 ( ) 表 示 对 碰撞 求 
平均 . 

(60. 13) 的 推导 中 一 个 重要 之 点 是 同时 利用 了 在 碰撞 积分 中 对 换 初 态 和 末 
态 的 可 能 性 ,对 换 后 Ag, 的 线性 项 显然 相 消 ; 此 外 ,这 也 允许 积分 要 对 整个 g 空 
间 进 行 . 在 $41 中 这 个 变换 是 依靠 时 间 反 演 对 称 性 实现 的 ,后 者 将 元 碰撞 与 元 
逆 碰 撞 的 概率 联系 起 来 ， 有 磁场 时 ,这 样 的 对 称 性 仅 当 场 B 的 方向 反 转 时 才 存 
在 ,因而 是 将 基本 上 不 同 的 场 中 的 碰撞 概率 联系 起 来 . 然而 ,我 们 在 下 文 将 看 到 
在 这 个 情况 下 通过 对 碰撞 参量 积分 可 使 时 间 反 演 对 称 性 恢复 . 

最 后 ,在 (60. 13 ) 中 我 们 曾 应 用 下 列 事实 : 仅 当 拉 莫 尔 “ 圆 彼此 间 以 不 超过 
屏蔽 半径 a 的 距离 通过 时 才 发 生 互 散射 . 假设 分 布 函 数 在 这 种 距离 上 仅 有 稍微 
变化 ,我 们 近似 令 请 (Ri ,J) 一 (Ri ,J;) 并 对 d Ri 积分 . 结果 在 (60. 13) 
中 仅 剩 下 对 dp; 的 积分 ;而 对 碰撞 的 求 平均 包括 对 位 置 R 的 积分 在 下 面 的 实 
例 中 ,这 个 求 平均 将 通过 适当 的 散射 截面 来 表达 ， 目 前 我 们 将 仅仅 指出 ,平均 值 
(AR ,AJ) (AR Av | ) 为 零 . 正如 由 下 面 事实 所 看 到 的 :乘积 AXAJ,AYAJ( 以 
及 同样 以 Av, 代替 AJ) 在 xy 平面 形成 一 个 矢量 . 因为 拉 莫 尔 圆 在 该 平面 没有 任 
何 从 尤 方向 ,对 这 个 矢量 求 平均 时 结果 必然 为 零 . 

以 漂移 变量 表示 的 碰撞 积分 , 它 的 一 个 重要 性 质 是 , 当 将 它 包 插 在 动 理 方程 
中 时 ,对 于 用 分 布 函数 表示 的 (寻常 空间 中 ) 粒子 流 的 表达 式 发 生 改 变 . 为 了 看 
出 这 个 ,我 们 将 动 理 方程 写 为 

af. 9( Vi, 03S。 90s.) 9s。 60.14 
a 人 
(因为 假设 B 和 EE 恒定 ,可 将 V 取 至 微分 号 内 ). 这 个 方程 对 dp 的 积分 得 到 


e+: [Cv +S。)dp=0，N. = Ad， (60. 15) 
(其 中 为 了 简洁 ， a NN. 是 拉 莫 尔 圆 的 空间 数 密 度 , 因 而 
由 ( Vs) 所 作用 的 表达 式 是 这 些小 圆 的 流 密度 . 我们 看 到 ,寻常 表达 式 | 了 dp 





上 还 增加 了 碰撞 项 | s., dp， 这 项 基本 上 是 横 截 磁场 的 扩散 流 ， 在 这 个 描述 下 


(与 扩散 的 寻常 描述 大 不 相同 ) , 它 直 接 出 现在 动 理 方程 中 . 
当 应 用 这 些 表 达 式 时 ,当然 ,我 们 必须 考虑 到 电流 密度 是 与 实际 粒子 流 有 
关 ,而 不 是 与 小 圆 流 有 关 这 个 事实 , 按照 (60.9) ,粒子 流 与 小 圆 流 相 差 一 个 描述 
磁化 的 旋 度 项 . 因此 对 于 电子 流 密度 的 最 后 表达 式 是 
ji. i. = -外 也 dz = (sff.70p)- fos, dp: (60.16) 


表达 式 (60. 13) 的 意义 , 仅 当 算 出 其 中 的 平均 值 后 才能 正确 评价 . 我 们 将 指 
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出 ,对 于 电子 离子 碰撞 中 电子 积分 的 例子 ,这 是 如 何 完成 的 . 
在 碰撞 参量 o 的 值 由 下 列 不 等 式 


1 ) p<<rs， 1H) re<<p<<a 
所 规定 的 两 个 不 同 范 围 ,计算 是 以 不 同方 式 完 成 的 . 注意 到 对 参量 p 的 积分 将 
具有 对 数 性 质 , 如 通常 对 库仑 散射 那样 . 以 对 数 准 确 度 ,没有 必要 区 别 强 
( >> ) 和 弱 ( > ) 不 等 式 ， 因 而 范围 (60. 17 ) 基 本 包括 碰撞 参量 的 整个 变化 (根据 
(60. 1) ,当然 假设 rs。 <<a). 对 于 范围 1 的 存在 ,还 必须 
rp >>p = ze (mo ) ， 
其 中 pi 是 散射 角 变 成 ~1 的 碰撞 参量 (这 里 我 们 仅 考虑 准 经 典 情况 /jw >> 1). 
同时 还 将 认为 吓 关 a. 于 是 ,对 于 所 有 碰撞 参量 p 达 c,( 碰 撞 过 程 中 ) 磁场 对 
离子 运动 的 影响 是 不 重要 的 :离子 路 径 仅 在 距离 ~p 受到 场 的 影响 而 略微 弯曲 . 
同时 (在 极限 mAM 一 0) 可 忽略 离子 反 冲 , 即 , 对 所 有 离子 特征 变量 RR,,v, ,J 的 
变化 取 为 零 山 ， 于 是 (60. 13 ) 中 大 括号 内 的 第 二 项 变 为 零 , 所 以 电子 流 的 电子 离 
子 碰撞 部 分 变 成 


(60.17) 


(60.18) 


‘ei) 人， a) fe (60. 19 ) 
sh = 一 (AX AX,)' 3 
量 (AX。AX。) 形 成 模 截 场 方 向 的 空间 张 量 ,我 们 写成 明显 横向 形式 
(AX,AXs) =3((AR,)’) (8 -bb,); 0, 
于 是 电子 流 (60.19) 变 成 
oo) = -AR,)) ta vf, (60.21) 
其 中 V， = Vr -b(b， Vi) 是 横 截 5 方 向 的 微分 算 符 . 
对 于 “人 速度 流 ” 的 表达 式 类 比 于 (60. 19) 是 
9 下 (CA -+ 《Ao1 4D) "| 
(60.22) 
DD 和] 
在 平衡 时 , 即 ,对 于 麦克 斯 韦 分 布 
A=eomst' exp{ -人 ( 到 + 可 上， (60.23) 


碰撞 积分 必须 为 零 . 将 (60.23) 代 入 (60.22) 并 令 流 等 于 零 , 我 们 求 得 


@ 如果 有 碰撞 参量 使 得 a >> p >> rm ,就 不 能 这 样 做 ， 在 这 种 碰撞 中 ,离子 在 电子 的 场 中 漂移 ,而 其 
大 质量 显 不 出 来 . 
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(Av AJ)'® = —v) ((Av, 人 三 A (60.24) 


让 我 们 首先 计算 来 自 范 围 工 的 贡献 . 在 这 个 范围 可 以 认为 磁场 一 般 不 影响 
散射 过 程 ,因为 在 这 种 距离 无 论 对 离子 或 电子 的 路 径 都 没有 可 观 曲率 . 于 是 描 
述 碰 撞 的 目 然 变量 是 电子 的 寻常 动 量 尸 ,而 深 移 变量 也 必须 用 这 个 来 表达 . 根据 
(60.3),(60.4) 和 (60.8) 有 


2 
l pi Pi 
=R-———(bx . 三 一 一 ， 二 :一 一 一 
eo Pi), 21 / jm 


因为 粒子 的 坐标 r( 不 像 轨道 中 心 的 坐标 R1) ,不 受 碰撞 的 影响 ,因此 我 们 求 得 





AR ， = x9g,)， Av, = 也 ， AJ = 到， .9 ， (60. 25 ) 
其 中 4 是 动量 p 的 小 变化 . 
用 下 标 I 表示 来 自 这 类 磁 撞 的 贡献 ,现在 我 们 写 出 
((AR) 9 = {(AR,)’vdo = 2 [eac， (60.26) 
mM Wpe 


其 中 do 是 对 于 一 个 电子 被 一 个 静止 离子 散射 的 截面 . 用 (41.6) 给 出 的 do 并 
完成 积分 得 到 








ee (60.27) 
1 2 2 2 罗 
nm Wped 
其 中 8 是 r 和 5b 之 间 的 夹 角 ,而 
Ds ln Peer 注 ln rs (60. 28) 
Ze Z€ 0 pe 


是 在 最 大 碰撞 参量 p ~ reo( 范 围 工 的 上 限 ) 处 “截断 "的 库仑 对 数 . 最 后 ,用 漂移 
变量 来 表达 这 个 结果 ,我 们 有 


(( AR,)) 8mzecri rr/ (60. 29) 
二 I B? (v2 py 
类 似 计 算 给 出 
er 1 60. 30 
0 


而 其 余 两 个 量 由 (60.24) 予 以 确定 . 

现在 让 我 们 转向 范围 了 ,这 里 漂移 变量 恰好 是 自然 变量 ,而 碰撞 被 描述 为 
离子 为 静止 的 库仑 场 中 , 沿 8 方向 (z 轴 方 向 ) 运 动 的 一 个 小 圆 的 漂移 偏差 . 速 
率 v, 因而 /不 会 由 于 漂移 而 引起 改变 ;这 又 意味 着 v 的 守恒 ,因为 受 重 离子 散 
射 中 能 量 守恒 ， 因 此 范围 对 量 (60. 24) 没 有 任何 贡献 . 

对 ((AR ,)?》 的 贡献 可 计算 为 
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(CAR)) TY = [CAR lv ldc = [CAR Do |dp, (60.31) 


其 中 p 是 碰撞 前 小 圆 中 心 的 位 和 天 RR, 的 值 ， 当 小 圆 在 恒定 均匀 磁场 B 和 恒定 电 
场 E =ezR/R (离子 的 场 ) 中 移动 时 ,R, 的 变化 由 漂移 方程 
dR oe zec bxR, (60. 32) 
本 = 万 (2x2) = 三 CR +R )™ 
确定 ( 见 (60.6)). 在 一 级 近似 下 ,我 们 可 在 这 个 方程 的 右边 令 R, ~p,R| = 
vt 一 次 碰撞 中 R, 的 总 变化 通过 相对 于 :从 - % 至 % 积分 而 求 得 ,结果 是 


2zec bx 
Ra A (60.33) 
A Bl|») | pr 


将 这 个 表达 式 代 入 (60.31) 并 完成 积分 (以 对 数 准确 度 ,相应 于 范围 工 的 极限 ) ， 
我 们 求 得 





CCAR) -2 人 [=In ©. (60.34) 
Ml "Be 
贡献 (60.29) 和 (60.34) 一 般 是 相同 数量 级 : 
N((AR,) ) ~vorg., 
其 中 v 是 平均 电子 离子 碰撞 频率 ， 然 而 ,贡献 (60. 34) 的 特点 是 当 w 一 0 时 它 
变 成 无 穷 ,而 无 论 什 么 。 的 值 ， 这 个 发 散 性 的 物理 意义 是 : 当 速率 ov) 小 时 ,小 圆 
在 离子 场 中 花费 的 时 间 较 长 ,在 此 期 间 漂移 把 它 带 到 较 大 距离 处 . 
当然 ,实际 上 当 v, 小 时 公式 (60. 34) 变 成 不 适用 ,因为 下 列 种 种 理由 : 
(1) 如 果 r >> a, 则 对 |v, | << vr, 离子 在 碰撞 期 间 能 离开 电子 ,这 个 机 理 在 
| | ~ on 处 “截断 "发 散 性 ;(2) 在 推导 该 公式 时 ,总 是 假设 1AR, | <<p;(3) 由 
于 在 其 它 粒子 (三 体 碰撞 ) 的 场 中 漂移 ,小 圆 能 离开 给 定 离子 . 
上 述 公式 解决 了 在 漂移 近似 下 构造 动 理 方程 的 问题 . 特别 是 , 它 使 我 们 能 
在 对 1/B 开始 不 为 零 的 近似 下 求 得 等 离 体 的 动 理 系 数 ( 见 题 1 ). 
最 后 ,还 有 必须 解释 对 dzp 的 积分 如 何在 形式 上 恢复 时 间 反 演 下 的 对 称 性 ， 
如 在 写 出 (60. 13) 时 早已 应 用 过 的 . 这 个 对 称 性 的 丧失 由 (60.33) 中 当 B 的 方 
向 反 转 时 偏差 AR , 变 号 所 显示 . 然而 ,通过 积分 变量 的 变 号 p 一 -p, 可 以 恢复 
原先 的 正 负 号 ,以 致 B8 的 变 号 在 这 个 近似 下 不 能 有 任何 影响 (在 范围 工 ,磁场 决 
不 会 影响 散射 过 程 ). 


习 题 
1. 在 漂移 近似 下 ,确定 等 离 体 的 霍 尔 系数 史 和 横向 电导 率 Ci (C.T. 


Benses ,1955 ) . 
解 : 考 虑 具有 电子 密度 梯度 (但 没有 任何 电场 或 温度 梯度 ) 的 等 离 体 ,我 们 
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假设 (60.16) 和 (60.21) 中 的 分 布 涉 数 / 是 麦克 斯 书 分 布 ,得 到 
j=$(b x VN.) +eD, VN.,, 
横向 扩散 系数 为 
1 
已 ， = 本 (AR ， ) 


其 中 物理 量 上 横 线 表示 对 电子 的 麦克 斯 书 分 布 求 平 均 . 与 一 般 表达 式 (58. 13 ) 进行 
比较 ,我 们 求 得 以 前 在 1/B 的 一 级 近似 下 对 . 罗 的 表达 式 (59.8). 在 高 一 级 近似 下 . 











og, =T/(eN.2BD, ). (1) 
在 范围 开 ( 见 (60.17) ) ,我 们 采用 (60.34) 的 ((AR，) >》， 在 对 数 准确 度 下 有 
= 1/2™ 2 1/2 
| = [二 | exp| - ~ jn 
其 中 vi 由 本 节 末 尾 所 述 机 理 之 一 确定 ， 例如 , 令 ws ~ on ,我们 求 得 
Dr - Qnm) zecN MI, a (2) 
上 TI2B? m R,. 


类 似 地 . 采用 (60.27) 的 ((AR,) 我 们 求 得 范围 工 对 扩散 系数 的 贡献 : 
Dp! eA lL MA re | (3) 
3 了 B Z€ 0 pe 

如 果 假 设 与 (60.1) 相 反 的 不 等 式 (59. 10) 满足 , 则 范围 开 并 不 存在 ,而 (3) 
中 的 对 数 由 其 寻常 库仑 值 (41. 10 ) 所 代替 . 于 是 将 (3) 代 入 (1) 给 出 对 于 og ,的 
公式 (59. 15 ). 

2. 确定 对 电子 和 中 性 原子 之 间 碰 撞 的 横向 扩散 系数 万 ，. 

解 :由 于 电子 原子 碰撞 是 短程 的 . 这 里 仅 有 范围 1 ,其 中 a 要 理解 为 原子 的 
大 小 由 ,公式 (60. 26) 仍 保持 有 效 ,但 是 我 们 现在 必须 在 其 中 用 电子 受 中 性 原子 
散射 的 截面 代入 ， 对 角度 积分 后 ,D, 用 对 于 这 个 散射 的 输 运 苓 面 0, 表 达 为 








N, N, 
D, = 了 (AR,)) 2 Vo,, 
Be 


其 中 NN 是 原子 的 数 密度 ， 对 输 运 截 面 o, 不 依赖 于 电子 速率 的 情况 ,在 对 麦克 斯 
韦 分 布 求 平均 后 我 们 有 
2 (汉子 


2 
W pe 


@ ”关于 碰撞 积分 (60. 12 ) 的 适用 性 也 许 有 些 疑 问 ,因为 对 于 短程 势 的 散射 ,当然 , 它 的 发 生 具 有 散 
射 角 为 1 的 量 级 . 然而 ,容易 看 出 ,在 这 个 问题 中 , 仅 需 轨道 中 心 位 置 的 改变 AR，~ rg。 远 小 于 电子 密度 变 
化 的 特征 距离 ;这 相应 于 横向 扩散 方程 适用 性 的 条 件 ( 比 较 §59 末尾 ). 
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根据 § 34 的 结果 ,在 均匀 无 界 介 质 中 , 波 矢 为 上 的 微 扰 的 振幅 ( 当 i 一 % 时 ) 
具有 渐 近 形式 
-iw(k)t (61. 1 ) 


己 
其 中 w (Kk) 是 波 在 介质 中 传播 的 频率 特别 是 ,对 于 等 离 体 中 的 纵波 ,频率 
w(k) 是 方程 几 
ee (61.2) 
的 根 . 

频率 w(K) 一 般 是 复数 . 如 果 虚 部 Im w= -y<0, 微 扰 最 后 被 阻尼 . 然而 ， 
如 果 在 的 某 个 范围 y<0, 这 种 微 扰 增长 ;介质 对 该 波长 范围 的 振荡 是 不 稳定 
的 ,于 是 |y| 称 为 不 稳定 性 增长 率 我 们 应 该 立即 强调 , 提 到 微 扰 ( 按 
exp( |y1t) ) 的 “无 限 ” 增 长 时 ,这 里 和 随后 我 们 总 是 仅 考 虑 线性 近似 下 的 行为 . 
当然 ,实际 上 ,增长 受到 非 线 性 效应 的 限制 . 

在 无 碰撞 等 离 体 中 ,频率 的 虚 部 归 因 于 谓 道 阻尼 .等 离 体 的 热力 学 平衡 态 ， 
相应 于 炉 的 绝对 最 大 值 ,对 于 任何 微 扰 都 是 稳定 的 . 然而 ,在 $30 早已 注意 到 ， 
对 于 等 离 体 的 非 平衡 分 布 ,振荡 能 量 的 吸收 可 由 放大 所 代替 . 这 由 下 列 情况 所 
表明 :出 现 独 立 变量 和 w(w >0) 的 值 的 范围 ,在 此 范围 电容 率 的 虚 部 是 负 的 ， 
a" (w,k) <0. 然而 ,必须 强调 ,这 种 范围 的 存在 本 身 并 不 一 定 意味 着 等 离 体 是 
不 稳定 的 (无 论 如 何在 线性 近似 下 ) ;等 离 体 振荡 谱 的 任何 一 个 分 支 实 际 上 也 必 
须 落 在 这 个 范围 . 


中 注意 到 对 于 各 向 异性 等 离 体 ,这 个 色散 关系 指 的 是 准 纵向 “ 慢 " 波 ( 见 § 32). 
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通过 静止 等 离 体 的 定向 电子 束 , 提 供 了 不 稳定 性 的 一 个 特例 (A. HK. 
AxHesep ,{. B. @agH6epr ,1949;D. Bohm ,EE. P. Gross ,1949 ). 假设 电子 束 为 电 补 
偿 的 :等 离 体 与 电子 束 中 电子 电荷 密度 之 和 等 于 等 离 体 中 离子 电荷 密度 . 系统 
是 均匀 的 和 无 界 的 , 即 ,电子 束 和 等 离 体 扩展 至 整个 空间 ,而 电子 束 的 定向 速度 
V 到 处 相同 . 我 们 将 认为 速度 V 是 非 相 对 论 性 的 . 
让 我 们 首先 假定 电子 东 和 等 离 体 都 是 冷 的 , 即 其 粒子 的 热 运 动 可 以 忽 咯 . 
关于 这 点 的 必要 条 件 将 在 以 后 予以 阐明 . 
在 电子 振荡 频率 范围 ,等 离 体 -电子 束 系 统 的 纵向 电容 率 具 有 形式 
1 。 (61.3) 
(w-k. V)” 
右边 第 一 项 相应 于 静止 等 离 体 ;2. = (4re N/m)“ 是 相应 电子 等 离 体 频率 .第 
二 项 归 因 于 束 电 子 . 在 随 束 运动 的 参考 系 kK' 中 , 束 电 子 对 el -1 的 贡献 是 
- (02'./w')" ,其 中 ww' 是 在 该 参考 系 中 的 振荡 频率 ,而 2. = (4me WN’./m)“(N. 
为 束 中 电子 密度 ). 在 回 到 原 参 考 系 上 后 ,频率 w' 要 由 
人 =w—-k.V 
代替 ,而 我 们 得 到 表达 式 (61.3 ) 岂 . 
我 们 将 认为 束 密度 ,在 下 列 意义 上 
N'<<N, 
为 很 小 ,因而 2'. <<02.. 因此 , 东 的 存在 仅 略 微 改 变 等 离 体 纵向 振荡 谱 的 主要 分 
支 , 即 ,色散 关系 el =0 的 根 ,对 此 w 二 0.. 然而 ,由 于 东 的 存在 , 除 这 个 分 支 之 
外 ,还 出 现 新 的 分 支 ,现在 我 们 必须 考虑 . 
为 了 使 具有 分 子 人 2 和 小 的 项 不 会 从 色散 关系 
02. 12/。 
中 消失 ,这 个 小 的 程度 必须 由 分 母 很 小 予以 补偿 . 因此 我 们 寻求 w =k.* V+6 
形式 的 解 , 其 中 8 很 小 . 于 是 方程 变 为 
0D。 0 61.7 
CD -= 


02. 
el(w,k) -1= -一 ~ 
WW 


(61.4) 


(61.5) 


由 此 


02, (61.8) 


QD 关于 频率 的 变换 律 容 易 通 过 变换 波 的 相 因子 而 求 得 ,参考 系 开 ' 中 一 点 的 位 矢 是 六 =r- 了 因此 
kr-wt=k er-(w—k. Vt=k.r ~w't. 
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条 件 6 << 大 .了 了 要求 上 .YI 不 能 太 接 近 2. 冷 等 离 体 的 假设 要 求 遵守 条 件 
kvi. <<w, 因 此 在 目前 情况 下 意味 着 想必 vj <<V: 束 的 速率 远大 于 等 离 体 电子 

如 果 ( 天 -V)”> 妈 , 则 两 个 根 (61.8) 都 是 实 根 ,而 振荡 并 不 增长 ， 然而, 如果 

(Kk. V)* < ， (61.9) 
6 的 两 个 值 是 虚 量 ,而 其 中 之 一 Im w = Im 6 >0 相应 于 增长 振荡 . 因而 系统 相对 
于 具有 充分 小 kk. VV 值 的 振荡 是 不 稳定 的 . 
当 考 虑 到 等 离 体 中 电子 的 热 运 动 时 ,出 现 不 同人 情况. 在 一 般 情 况 下 ,代替 
(61.3) 我 们 将 有 
(pl 12/。 61. 10 
ei(wW kK) =e (wk) re ( ) 
其 中 si 呈 属 于 在 没有 电子 束 的 情况 下 的 等 离 体 ， 利用 同样 方法 求解 方程 es =0， 
现在 我 们 求 得 
42 。 (61.11) 
[si (kK. Vk) 

由 于 朗 道 阻尼 , (对 任何 k) ei” 总 具有 虚 部 .因而 6 总 是 复 量 ,而 根据 
(61.11) 中 的 双重 正 负 号 ,对 于 振荡 的 一 个 分 支 Im 6 >0, 即 ,这 些 振荡 是 不 稳定 
的 . 转向 很 大 的 了 ,对 应 于 前 面 所 讨论 的 冷 等 离 体 情况 , 归 因 于 朗 道 阻 尼 的 Im e， 
部 分 变 成 指数 型 小 ,而 我 们 回 到 (61. 8). 

在 上 述 分 析 中 ,忽略 了 呆 中 电子 速率 的 热 扩 展 . 如 果 热 速率 的 量 


0 << |8|/k, 


8 = 


(61. 12) 
这 种 忽略 可 证 明 为 正当 的 . 
习 题 
1. 对 天 .有 接近 于 人 2. 的 值 ,确定 冷 等 离 体 中 束 不 稳定 性 区 域 的 界限 , 


解 ;: 对 于 (天 .VY) - 代 的 很 小 值 ,方程 (61.7) 的 准确 度 不 够 .在 方程 a =0 
(用 (61.3) 的 1) 中 保留 6 的 高 一 阶 须 ,我 们 得 到 





0 02 20.6 2(k*V-0.) 26 
BY KR) CRV n. 0 
引用 下 面 所 定义 的 新 变量 志和 7 
1 。 173 173 
7 2 eh Re 
6=é{ F000) ,7 (Bo (kV-0.), 


我 们 将 上 面 的 方程 化 为 


< +TE =1 (1) 
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(为 明确 起 见 认为 .六 接近 于 + 和 2 而 不 是 -02). 如 果 了 > ,方程 (1) 的 所 
有 三 个 根 都 是 实 根 ,这 确定 不 稳定 性 区 域 . 其 中 两 个 相应 于 (61.6) 的 两 个 根 , 而 
( 当 02, 二 入 .VV 时 ) 接 近 于 它们 的 另 一 个 相应 于 静止 等 离 体 的 振荡 频率 . 

2. 在 与 (61. 12) 相 反 的 条 件 下 ,研究 速度 具有 热 扩 展 时 束 的 稳定 性 . 

解 : 在 所 规定 条 件 下 ,振荡 谱 中 束 分 支 不 存在 ， 至 于 等 离 体 振荡 的 主要 分 
支 , 则 小 密度 束 的 存在 对 其 频率 的 实 部 影响 很 小 ,后 者 (在 kv;. << 人 02. 时) 仍然 由 
公式 (32.5) 给 出 : 





Ww =0.|1 + 这 (和 | ] 


而 阻尼 率 y 由 等 离 体 本 身 的 阻尼 率 和 由 束 的 阻尼 率 之 和 给 出 . 根据 (31.7) 我 们 有 


TT wd2- 2 
r= - Cr pl | - 
Nr(w-k.V wk. V)’ 
- Ce oo Te )] 和 
不 稳定 性 区 域 由 条 件 y( 下 ) >0 确定 . 为 此 在 所 有 情况 下 必须 有 天 .区 >w， 最 大 
增长 率 将 是 在 6 三 k .YY -ww 三 io 人， 在 这 个 范围 ,(2) 中 第 一 项 是 指数 式 小 (由 于 
2. >> por。) 因 而 可 以 忽略 ( 仅 当 N .不 太 小 时 ).， 于 是 阻尼 率 y 将 仅 由 第 二 项 给 
出 :我们 注意 到 , 它 正 比 于 束 密 度 N'. 
3. 双 温 等 离 体 (了 . >> 了 ) 中 ,电子 组 分 以 宏观 速度 了 相对 于 离子 运动 ,而且 
7Y<<2r ,研究 其 中 离子 声波 的 稳定 性 ， 
解 :在 条 件 VV<<vi. 下 ,电子 的 定向 运动 对 离子 声波 的 色散 关系 只 有 一 点 儿 
影响 .这 个 色散 关系 还 是 由 (33.4) 给 出 : 
ea ] (3) 
k (MI (1+ka)'®? 
阻尼 率 的 电子 部 分 通过 变换 (61.4) 由 (33.6) 求 得 为 : 
y= (V0) Be) . 
不 稳定 性 条 件 是 天 .只 >mw; 为 此 我 们 必须 总 有 了 > mA 有 在 不 稳定 性 极限 附近 ， 
(4) 中 因子 大. 了-@w 很 小 ,于 是 可 能 必须 考虑 到 y 中 阻尼 的 离子 部 分 , 它 在 寻常 
条 件 下 很 小 . 
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如 果 色 散 关 系 具有 w 上 半 平 面 的 根 ,意味 着 平面 波形 式 的 一 个 很 小 初始 微 
扰 将 增长 , 即 相 对 于 这 种 微 扰 系统 是 不 稳定 的 . 然而 实际 上 ,任何 初始 微 扰 都 是 
在 空间 具有 有 限 广 延 的 “ 波 包 ”, 而 平面 波 仅 是 其 个 别 傅 里 时 分 量 . 随 着 时 间 的 
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推移 ,最 后 波 包 “扩展 开 ” ,而 (在 不 稳定 系统 中 ) 其 振幅 增 大 . 同时 它 像 任何 波 
包 那 样 在 空间 移动 . 这 里 有 两 种 可 能 性 . 

一 种 情况 下 ,不 管 波 包 的 运动 , 微 扰 在 空间 任 一 点 都 无 限制 增 大 . 这 称 为 绝 
对 不 稳定 性 . 另 一 种 情况 下 , 波 包 运 动 如 此 迅速 ,使 得 当 二 时 在 空间 任何 国 
定点 徽 扰 都 趋 于 零 ,这 称 为 对 流 不 稳定 性 . 

我 们 必须 立即 强调 ,这 个 差异 是 相对 的 ;因为 不 稳定 性 的 性 质 总 是 相对 于 某 
一 个 特殊 参考 系 予 以 定义 ,而 在 不 同 参考 系 中 这 个 性 质 可 能 会 改变 :一 个 不 稳定 
性 ,在 某 个 参考 系 中 是 对 流 性 的 ,在 “ 随 波 包 一 起 "运动 的 参考 系 中 变 成 绝对 的 ， 
而 一 个 绝对 不 稳定 性 在 公分 快 地 “离开 ” 波 包 的 参考 系 中 会 变 成 对 流 不 稳定 性 . 

然而 ,这 种 状况 并 不 意味 着 两 种 类 型 不 稳定 性 之 间 的 差异 没有 任何 物理 意 
义 . 在 实际 问题 中 ,总 有 一 个 实验 上 从 尤 参考 系 ,不 稳定 性 是 相对 于 该 参考 系 予 
以 讨论 的 . 容许 认为 一 个 物理 系统 为 无 限 广 延 的 ,并 不 排除 它 实际 上 具有 (例如 
器 壁 这 样 的 ) 边 界 的 事实 ,这 种 边界 构成 “实验 室 参 考 系 ”. 而 且 , 系 统 的 实际 有 
界 性 可 能 导致 这 样 的 结果 ,在 对 流 不 稳定 性 中 微 扰 在 波 包 被 (例如 管 中 液 体 流 
动 ) 带 出 ”系统 边界 之 外 前 一 般 可 能 来 不 及 发 展 . 

下 面 所 阐述 的 理论 , 它 导致 建立 区 别 两 种 类 型 不 稳定 性 的 判 据 ,是 很 一 般 的 
理论 问题 可 以 是 关于 任何 均匀 和 (哪怕 在 一 个 方向 (x 轴 方 向 )) 无 限 的 系 
统 ， 因 此 这 里 我 们 将 不 具体 规定 介质 和 其 中 微 扰 的 性 质 ,将 后 者 用 某 个 (ti,r) 
表示 . 并 且 仅 考虑 一 维 波 包 的 情况 . 如 果 问 题 是 关于 三 维系 统 , 这 意味 着 所 考 
虑 的 微 扰 具有 形式 为 

W(t,r) = (t,x) ee, 
其 中 和 是 给 定 的 . 

让 我 们 将 y(t,x) 表 达成 相对 于 时 间 人 队 :=0( 微 扰 出 现 的 瞬间 ) 至 ;= % 的 单 

侧 健 里 叶 展 开 . 这 种 展开 的 健 里 叶 分 量 将 用 g(w,*) 表 未 : 


p(wW,X) = [wi,s) ed (62.1) 
我 们 以 后 必须 考虑 当 1 一 % 时 增长 的 微 扰 . 我 们 将 假设 (例如 事实 上 发 生 的 ) 这 
个 增长 不 比 按 某 种 指数 增长 exp( oot) 进行 得 更 快 . 于 是 积分 (62. 1) 可 以 通过 
认为 w 是 具有 Im w =o >eoo 的 复 量 而 使 之 收敛 . 在 这 个 区 域 ,p(w,x) 作 为 复 变 
量 w 的 当 数 没有 任何 奇 点 ， 然而 ,在 Im w < cu 的 区 域 ,p(w,x) 要 当 作 解析 延 拓 
来 处 理 , 当然 , 它 在 这 个 区 域 有 奇 点 . 

对 于 函数 (t,x) ,通过 其 傅 里 叶 换 式 的 反 演 表达 式 是 


@ ”这 种 判 据 是 由 斯 图 罗 克 (P. A. Sturrock(1958) ) 建立 的 . 下 面 给 出 的 表述 应 归于 布 里 格 斯 (R. 了 本 
Briggs( 1964) ) ,我 们 在 $ 62 一 864 中 主要 将 仿效 他 的 分 析 . 
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wm 十 ii 


vox)= | eg(o ,xz)3， (62.2) 


一 oo +icr 


其 中 ex >oo ,因此 (62.2) 中 的 积分 围 道 (我 们 将 称 之 为 w 围 道 ) 从 w 上 半 平 面 中 
浮 数 pg(w,x) 的 所 有 奇 点 上 面 通过 . 
函数 p(w,x) 同样 也 能 相对 于 坐标 x 展 成 健 里 叶 积 分 


p(w, x) = J vs ci (62.3) 


(为 简洁 起 见 , 省 略 k. 中 的 下 标 ). 
函数 yi 在 每 个 特定 情况 下 是 通过 求解 所 涉及 系统 的 线性 化 “运动 方程 ” 
而 获得 并 具有 了 形式: 
B wk (62.4) 





其 中 gu 由 初始 微 扰 确定 ,而 函数 4(o, 引 是 等 离 体 本 身 的 特征 (例如 ,对 于 等 离 
体 来 说 , 动 理 方程 起 “运动 方程 ”的 角色 ,A(w,k) 结 果 证 明 是 等 离 体 的 纵向 电容 
率 ,而 gw 则 通过 公式 (34. 12 ) 贷 助 于 初始 微 扰 的 传 里 叶 分 量 予 以 表达 )， 
我 们 将 认为 gw 为 复 变量 w 和 上 天 的 函数 ,对 于 这 些 变量 的 有 限 值 没 有 任何 奇 点 ， 
即 ,g 是 它们 的 整 函 数 D， 因 此 ,yi 的 所 有 奇 点 都 是 因子 1/A(w,k) 的 奇 点 . 方程 


A (62.5) 


是 系统 的 色散 关系 . 它 的 根 w( 上 ) 确 定 具 有 波 数 的 给 定 ( 实 ) 值 的 振荡 频率 . 
如 我 们 在 $34 中 曾经 看 到 的 , 正 是 这 些 频 率 确定 具有 给 定名 值 的 微 扰 的 傅 里 叶 
分 量 随 时 间 变 化 ( 当 1 一 % 时 ) 的 渐 近 形式 : 

yy, (1) PR Be 
者 由 些 出 发 , 则 寻求 空间 给 定点 微 扰 变化 的 渐 近 形式 会 要 求 研 究 积 分 

W(t,x) 一 | ee ordk, (62..6) 


存在 不 稳定 性 情况 下 , 当 % 值 的 某 个 范围 有 w"(k) >0 时 ,被 积 表达 式 中 的 一 
因子 当 i 一 % 时 无 限制 地 增 大 ,而 另外 一 个 则 渐渐 变 成 迅速 振荡 的 函数 ,这些 相 
反 趋势 使 得 难以 售 计 这 个 积分 . 

作为 替代 ,在 实现 对 w 的 积分 之 前 ,让 我 们 回 到 关于 表达 式 yw(i,x) 的 形式 
(62.2). 我 们 将 w 围 道 向 下 移动 直至 它 “ 挂 附 于 ”yw(w,*) 的 第 一 个 (最 高 的 , 即 
具有 最 大 "的 ) 奇 点 ; 令 这 个 点 在 w =w.( 将 变 得 很 清楚 的 是 wo. 不 依赖 于 *)， 显 
然 ,积分 的 渐 近 值 由 该 点 邻 域 确定 ,因此 


@ 为 此 ,在 任何 情况 下 必须 使 初始 波 包 在 空间 充分 快 地 ( 比 exp( -a|x|) 快 地 ) 减 小 . 
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y(t,x) re "=exp( -iw't + w"t). (62.7) 
如 果 w”>0, 微 扰 在 任何 固定 点 x 都 增 大 , 即 不 稳定 性 是 绝对 的 ,但 如 果 wy <0, 微 扰 
在 一 个 固定 点 趋 于 零 , 即 不 稳定 性 是 对 流 性 的 因此 所 寻求 的 判 据 归结 为 w. 的 确定 . 

函数 p(w,x) 由 积分 (62. 3) 给 出 ,其 中 用 (62.4) 的 ww: 

BO Rt | 

因 假设 g ,为 大 的 整 函数 , 则 被 积 表达 式 ( 作 为 复 变量 天 的 函数 ) 的 奇异 性 位 于 
1/A(w,k) 的 奇 点 处 ;这 些 通 常 是 极点 , 即 方程 (62.5) 的 根 &(w). 

设 对 w 的 某 个 值 (w 围 道上 的 一 点 ) ,具有 充分 大 的 正 虚 部 w”=o, 令 奇 点 位 于 
图 22 所 示 的 平面 内 :一 些 在 上 半 平 面 而 男 一 些 在 下 半 平 面 . 设 (62.8) 中 相对 于 
的 积分 围 道 ( 我 们 称 之 为 围 道 ) 沿 实 轴 通 过 . 我 们 现在 逐渐 减 小 w' 来 修正 w. 奇 点 
(在 平面 ) 移 动 而 对 某 些 w 值 可 能 达到 实 轴 @ 人 这些 w 值 还 不 是 函数 p(w,k) 的 奇 
点 :通过 下 列 方式 来 移动 围 道 以 便 从 已 经 越过 实 轴 的 奇 点 邻 域 去 除 它 是 没有 任何 
妨碍 的 ,如 图 22b 中 所 示 . 然而 ,如 果 两 个 移动 奇 点 接近 到 一 起 并 将 积分 围 道 被 紧 夹 
于 两 者 之 间 ,从 而 消除 了 将 这 个 围 道 从 其 邻 域 去 除 的 可 能 性 (图 22c). 








(a) 
图 22 
因此 确定 不 稳定 性 性 质 的 w 的 值 ,是 从 那些 值 中 这 样 选取 的 ,使 得 色散 关系 的 
两 个 根 k(w) 碰 到 一 起 .同时 唯一 要 考虑 的 是 使 得 两 个 根 从 kk 围 道 的 相反 的 两 边 通 
近 这 样 的 情况 ; 换 句 话说 , 当 w' 一 0 时 这 些 根 必须 位 于 实 轴 两 对 边 . 顺便 提 一 句 , 注 
意 到 w. 的 值 必须 不 依 束 于 x, 因 为 它们 是 由 隔 数 1/4(w,) 的 性 质 唯一 确定 的 . 
当 方 程 的 两 个 单 根 重合 时 ,形成 一 个 二 重 根 ,在 其 附近 色散 关系 是 





a -0 (62.9) 


A ~ 0-0.) (0) +7 -h(i 


中 ”对 于 不 稳定 介质 的 情况 , 奇 点 必须 达到 的 实 轴 而 w”>0, 至 少 对 w' 值 的 某 个 范围 . 因为 肯定 有 A(w， 
) =0 的 根 对 实 上 使 得 w” >0. 
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因此 上 -kx +t(o -ww.) .注意 到 在 点 w=w, ,函数 w(k) 满 足 条 件 
dw (62.10) 


即 ,o. 是 解析 函数 o@(&) 的 鞍点 . 
在 点 =k. 的 邻 域 取 的 积分 (62. 8) ,准确 到 相差 一 个 恒定 因子 ,具有 形式 为 
(62.11) 


i( kx) 


/Ww ee 
因此 函数 p(w,x) 在 w=w. 具 有 平方 根 极点 .积分 (62.2) ,现在 在 点 w =w. 邻 域 
求 积 , 作 为 ;和 x 的 函数 具有 下 列 形式 : 


1 ~i(wt kx) (62 12) 
V(t,%) ce 一 e c . 
Mt 





p(wW,X) cc 


(因为 这 个 渐 近 表达 式 是 对 :一 % 和 对 固定 x 推导 出 来 的 , 它 仅 当 |k.x| << 
|w.t| 时 才 有 效 ). 

虽然 色散 关系 的 根 的 重 番 是 函数 p(w,x) 的 奇 点 的 主要 来 源 ( 并 且 正 是 它 
通常 确定 不 稳定 性 的 性 质 ) ,还 可 提 及 男 一 类 型 奇 点 , 它 出 现在 这 样 一 个 频率 ， 
对 此 频率 色散 关系 的 根 | 上 | 一 om@. 然而 ,这 样 的 频率 w. 的 虚 部 实际 上 总 是 负 
的 ,因而 显然 不 能 导致 绝对 不 稳定 性 (如 果 ”为 正 ,所 考虑 系统 相对 于 无 限 小 波 
长 的 振荡 会 是 不 稳定 的 ). 后 面 我 们 将 碰 到 这 种 情况 ( 见 (63. 10) ). 

如 早已 强调 过 的 ,在 一 个 参考 系 ( 实 验 室 参考 系 ) 是 对 流 不 稳定 性 ,在 另 一 
参考 系 中 可 能 是 绝对 不 稳定 性 . 让 我 们 寻求 参考 系 的 速率 了 ,在 此 参考 系 中 不 
稳定 性 是 绝对 的 并 且 具 有 最 大 增长 率 . 

从 实验 室 参考 系 变换 到 以 速率 V 运 动 的 参考 系 可 通过 在 所 有 公式 中 作 变 
换 w 一 w -kV 而 实现 . 如 我 们 上 面 看 到 的 , 值 w. 对 应 于 当 在 w 围 道上 w" 减 小 
时 ,kk 平面 中 沙 数 1/A(w,k) 的 两 个 极点 重合 的 瞬间 ,而 这 些 极 点 必须 从 实 轴 的 
相反 两 侧 副 近 , 以 致 其 中 一 个 必须 首先 穿 过 该 轴 . 令 w",,, 表 示 对 于 实时 om" 的 
最 大 值 (不 依赖 于 V1). 因为 w".(k,V) 显 然 小 于 极点 穿 过 实 轴 时 w" 的 值 ,对 于 
所 有 VY 我 们 就 有 w”。(k,V) 二 ws 这 意味 着 如 果 极 点 在 实 轴 上 w”(k) 的 最 大 处 
重合 ,就 达到 w". 的 最 高 值 . 在 (62.10) 中 用 w(k) -ky 代替 w(%) ,并 分 离 方程 
的 实 部 和 虚 部 (对 实 ) ,我 们 求 得 两 个 方程 


中 ”在 某 些 情况 下 可 能 有 更 大 数目 的 根 重合 ,形成 高 阶 多 重 根 . 然而 ,这 类 情况 一 般 仅 对 系统 参量 的 特殊 值 
才 出 现 ,因为 它们 对 点 w。,k。 强 加 附加 限制 :在 A(w,k) 的 展开 中 , 除 (34/3k)。 之 外 的 其 些 其 它 系 数 必须 为 零 


@@ 这 种 根 导致 函数 o(o,x) 的 本 性 奇 点 . 例如 ,者 1k1 一 %w , 按 k ”=C(w -oo), 奇 点 邻 域 对 积分 
(62.8) 的 贡献 是 


| 
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dow _ 0 (62. 13 ) 
Kk 9 

_dwo“ - (62.14) 
dk 


因此 不 稳定 性 的 最 大 增长 率 由 作为 实 k 的 函数 的 w"(%) 的 最 大 值 给 出 参 
考 系 的 速率 ,在 此 参考 系 中 这 种 不 稳定 性 出 现 , 由 导数 dw'/dk 的 相应 值 确定 . 了 
的 这 个 值 自然 地 可 采用 来 定义 对 流 不 稳定 性 介质 中 波 包 的 群 速 . 
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迄今 为 止 ,我 们 分 析 了 关于 基 个 初始 有 暧 间 具有 规定 空间 变化 的 微 扰 ,随时 间 
发 展 的 不 稳定 性 问题 . 这 种 微 扰 的 傅 里 时 展 式 包括 具有 波 矢 大 为 实 值 的 分 量 ， 
它们 与 时 间 的 依存 关系 由 频率 w(K) 予 以 确定 ,这 里 w(k) 是 色散 关系 的 复 根 . 

然而 ,关于 不 稳定 性 问题 还 有 男 一 种 可 能 的 提 法 ,其 中 我 们 考虑 在 某 个 空间 
区 域 建 立 起 具有 规定 时 间 变 化 的 一 个 微 扰 ， 这 种 微 扰 的 傅 里 叶 展 式 包 含 具 有 实 
频率 w 的 分 量 ,它们 在 空间 的 传播 由 波 数 k(w) 了 予以 确定 ,这 里 〖(w) 由 求解 色 
散 关 系 ( 这 次 是 给 定 w 求 及) 而 得 出 ;相应 地 , 波 数 (而 非 频 率 ) 是 复数 (如 在 上 节 
中 那样 ,我 们 考虑 一 维 问题 ,因而 写 夺 = 包 .来 代替 波 天 天 ) 

波 数 是 复数 的 事实 可 有 各 种 含义 有些 情况 下 它 可 能 只 不 过 意味 着 有 关 波 
不 能 在 介质 中 传播 (不 透明 性 ) ;另外 一 些 情况 下 它 可 能 意味 着 当 波 从 波源 传播 
出 时 被 介质 所 放大 (放大 性 ). 我 们 必须 立刻 强调 im 大 的 正 负 号 显然 不 能 成 为 
区 别 这 两 种 可 能 性 的 判 据 : 波 可 以 在 正 的 和 负 的 x 方向 传播 ,而 传播 方向 的 改变 
等 价 于 天 的 正 负 号 的 改变 . 

物理 上 很 明显 的 是 ,只 有 不 稳定 介质 才能 够 具有 放大 性 质 . 因此 ,例如 , 预 
先 很 清楚 的 是 ,对 于 等 离 体 中 具有 色散 关系 w = 0Q2. + ck 的 横 电 磁 波 ( 见 $32， 
题 1) ,在 频率 w < 人 Q2. 时 有 不 透明 性 ,因为 这 时 k(w) 是 虚数 ;实际 上 ,这 个 方程 所 
给 出 的 函数 w(k) 对 所 有 实 上 都 是 实数 ,所 以 系统 显然 是 稳定 的 . 

为 了 问题 的 严格 表述 ,让 我 们 考虑 关于 坐标 * 的 一 个 点 源 ( 或 所 谓 信号 ). 
它 在 1=0 开始, 从 而 产生 一 个 单 色 (具有 某 个 频率 wo 的 ) 微 扰 峭 (系统 对 信和 号 的 
响应 ). 于 是 点 源 强度 是 

g(t,x) =0, 当 上 <0， (63.1) 
g(t,x) =const . 6(x)e “", 当 :>0. 
对 于 微 扰 汪 的 物理 本 质 以 及 同样 这 与 源 强度 g 的 物理 本 质 之 间 的 关系 ,我 们 将 
不 作 具 体 说 明 . 唯一 要 点 是 微 扰 的 wh 分量 通过 其 源 由 下 列 形 式 的 表达 式 


到 (63.2) 
Vt =g,/A(w,k) 
予以 确定 . 这 种 表达 式 是 由 系统 的 非 齐 次 线性 化 “运动 方程 ”推导 得 出 的 ,在 其 
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中 g(t,x) 充 当 “ 右 边 ”( 正 如 (62.4) 一 样 ,是 具有 初 条 件 由 函数 g(0,x) 所 规定 的 
齐 次 方程 的 解 )， 对 于 源 (63.1) 有 多 


0 (63.3) 
So 
于 是 函数 y(i,x) 由 反 演 公式 求 出 为 
Wy (t,t) = const | A (63.4) 


a (63.5) 
Pl(w,x) = J Ye 


这 个 表达 式 必须 满足 方程 y(t1,x) =0( 对 1<0), 与 问题 的 条 件 一 致 ; 仅 在 :=0 
源 启 动 后 微 扰 才 出 现 . 

现在 的 问题 是 寻求 定 态 条 件 下 [ 即 在 微 扰 源 开始 起 作用 很 长 时 间 后 (i 一 
% ) ] 远 离 源 处 (1x1 一 w% )y(i,x) 的 渐 近 表达 式 ， 于 是 ,如 果 当 x 一 +%w 时, 微 扰 
趋 于 零 , 则 我 们 有 不 透明 性 . 如 果 微 扰 在 离 源 的 一 个 方向 或 另 一 方向 增加 , 则 有 
放大 性 . 两 种 情况 我 们 都 可 显然 说 只 有 对 流 不 稳定 (或 稳定 ) 系统. 对 于 绝对 不 
稳定 性 ,在 空间 每 一 点 微 扰 都 随时 间 无 限 增 加 ,因此 不 可 能 达到 稳定 条 件 . 

转向 寻求 所 需要 的 渐 近 形式 ,我 们 首先 注意 到 i->% 的 渐 近 极限 必须 在 1x1 一 o 
之 前 采取 :因为 在 有 限时 间 内 微 扰 不 能 传播 至 无 穷 , 对 有 限 上当 1xl 一 o 时 yw 一 0. 

如 同 在 $ 62 中 那样 ,我 们 将 (63.4) 中 对 w 的 积分 围 道 向 下 移动 ,以 便 得 到 
:一 oo 时 的 渐 近 表达 式 . 函数 BB(w,x) 的 解析 性 质 与 $62 中 国 数 mw(w,x) 的 类 
似 ， 因 为 假设 系统 仅 是 对 流 不 稳定 的 , 则 @B(w,x) 在 w 的 上 半 平 面 没有 任何 奇 
点 ,而 (63.4) 中 被 积 表 达 式 的 最 高 奇 点 是 实 轴 上 的 极点 w = wo 因此 , 当 二 mm 
时 的 渐 近 形式 是 | 

p(sx) cee Bl( wo ,%). C9330) 

为 寻求 当 lxzl 一 o 时 函数 BB(wo ,x) 的 渐 近 形式 ,现在 我 们 必须 (对 x>0 时 ) 
向 上 移动 或 (对 x<0 时) 向 下 移动 对 的 积分 路 径 , 直 至 它 贴 附 于 (63.5) 中 被 
积 表 达 式 的 极点 上 ( 即 , 方 程 A(wo,k) =0 的 根 上 ). 

令 ,(w) 和 上 (wm) 分 别 表 示 当 Im wo 一 o 时 位 于 天 的 上 半 平 面 和 下 半 平 面 
的 极点 . 当 Im o 减 小 时 ,极点 移动 ,而 对 于 实 w@ = ou ,它们 或 者 仍 留 在 原先 半 平 
面 ,或 者 进入 另外 的 半 平 面 . 在 第 一 种 情况 ,@(wo,x*) 中 的 积分 围 道 仍 留 在 实 轴 
上 (如 图 22a 所 示 ) ;而 在 第 二 种 情况 , 围 道 变形 如 图 22b 所 示 绕 过 “ 跑 ” 进 男 一 
半 平 面 的 极点 上 k, (oo) 和 8 (oo)( 点 A 和 C). 当 积 分 围 道 移 向 上 或 移 癌 下 ,两 


@ 在 计算 gw 时 ,必须 记 住 反 演 变换 公式 中 的 积分 是 沿 In w >0 的 围 道 取 的 :因此 当 1-% 时 e” 一 0. 


$63 放大 性 与 不 透明 性 。D57 。 


种 情况 下 它 都 分 别 贴 附 于 极点 ,和 和 上.， 当 x 一 +% 时 ,函数 y(1,x) 的 渐 近 形式 
由 来 自 最 低 极点 上 , (oo) 的 贡献 决定 ;而 当 x 一 -o 时 , 则 由 最 高 极点 大 (oo) 决 
定 . 换 句 话说 ,这 个 极点 是 最 接近 实 轴 的 (如 果 给 定 一 类 的 所 有 极点 仍 处 于 其 原 
先 半 平面 ) ,或 者 是 最 远离 实 轴 的 (如 果 那 些 极 点 已 移动 进入 另 一 半 平 面 )， 用 
这 些 记 ,和 上 _ 值 ,我 们 有 
w(t,x) ccexp{fi (wo)x -iwvt}, xr >0， ee 
W(t,x) cexp{ik_ (wo)r -iwot}, x <0. | 

对 于 稳定 系统 , 当 w=w 时 ,所 有 极点 仍 处 于 其 原先 半 平 面 ,的 确 , 因 为 不 存 
在 Imw(k) >0( 对 实 大 ) 的 振荡 分 支 意味 着 仅 对 Imw <0 的 极点 才能 穿 过 实 轴 . 
因此 ,在 (63.7) 中 

Imk, (wo) >0, Imk_ (wo) <0， 
所 以 发 自 源 的 波 在 两 个 方向 都 是 阻尼 的 . 

在 对 流 不 稳定 性 的 情况 ,k(w) 到达 实 轴 具有 Imw >0. 因此 ,显然 有 极点 ,或 
k_ 已 进入 对 w=w。 的 男 一 半 平 面 , 即 它们 具有 Imk, (wo) <0 或 Imk_(wo)>0. 这 
种 极点 有, (oo) 或 下 (oo) 的 存在 分 别 使 波 问 源 的 右边 或 源 的 左边 得 到 放大 . 

总 结 上 述 论 据 , 在 对 流 不 稳定 的 系统 中 ,对 于 自 源 发 出 的 频率 为 oo 的 波 ,我 
们 得 出 区 分 不 透明 性 和 放大 性 的 下 列 判 据 : 具 有 复 (wo) 和 实 wo 的 波 , 对 给 定 
Rew =wo,; 当 Imw 从 +% 变 至 0 时, 如果 Tmk(w) 变 号 , 则 波 被 放大 ;如 果 Imk(w) 
并 不 变 号 , 则 有 不 透明 性 . 

我 们 注意 到 ,这 个 判 据 起 源 于 央 果 性 的 必要 条 件 . 当 源 瞬时 开始 起 作用 时 , 当 
x 一 土 o 时 , 微 扰 必需 总 是 减 小 的 ,这 简单 地 因为 在 有 限时 间 内 它 不 能 传播 至 无 穷 . 
另 一 方面 , 源 的 这 种 “无 限 快速 地 ”突现 能 如 e “那样 发 生 , 带 有 Imo 一 名. 因此 很 
明显 ,( 对 实 w) 在 离 源 的 任 一 方向 被 放大 的 波 , 当 Imw 一 % 时 ,在 该 方向 必然 被 阻 
尼 , 这 导致 上 面 所 表述 的 判 据 . 

所 得 到 的 结果 还 有 另 一 方面 , 它 使 我 们 能 决定 具有 吸收 或 放大 的 介质 中 波 
传播 的 方向 .在 不 透明 介质 中 ( 即 , 当 w 和 上 为 实 量 ) ,传播 的 物理 方向 是 群 速度 
矢量 的 方向 特别 是 在 一 维 情况 ,具有 正 或 负 导 数 dw/dk 的 波 分 别 在 正 或 负 x 
方向 运动 .然而 ,在 具有 吸收 或 放大 的 介质 中 ,我 们 可 以 说 上 , 群 和 %_ 群 的 波 分 
别 沿 正 向 和 负 向 传播 . 对 于 实 w 和 天 这 个 一 般 表 述 与 前 面 的 表述 相同 :w 入 


的 小 变化 由 关系 式 
Sk -bo _ 
dw/dk 


相 联系 . 由 此 可 见 , 如 果 w 有 虚 部 Imw >0,k 按 dw/dk >0 或 <0 而 移入 上 半 或 
下 半 平 面 . 
作为 $62 和 §63 中 推导 的 判 据 的 应 用 的 简单 例子 ,让 我 们 考 虚 §61 中 讨 
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论 过 的 冷 等 离 体 中 冷 电 子 束 的 不 稳定 性 . 对 于 这 个 系统 的 色散 关系 是 

02. 人 2 

i (63.8) 
(元 (61,6); 对 于 在 束 的 方向 传播 的 波 ,k .VWV=kV)， 这 个 方程 的 根 hk(w), 当 
lw 一 w 时 ,具有 形式 了 

Ee yA (63.9) 
当 Imw 一 % 时 ,两 个 根 是 在 相同 (上 ) 半 平面 , 即 , 两 者 是 在 k,(w) 类 .因此 ,在 
它们 的 运动 中 , 当 Imw 减 小 时 ,它们 不 能 短 住 天 围 道 , 所 以 不 稳定 性 是 对 流 性 
的 ,初始 瞬间 所 产生 的 微 扰 的 渐 近 行为 由 频率 w = 02. 予 以 确定 ,邻近 该 频率 方 
程 (63. 8) 的 根 按 

1 .0 (63.10) 

2V. (ww -0.) 
趋 于 无 穷 . 因而 , 当 it 一 % 时 , 微 扰 中 仅 留 有 未 阻尼 等 离 体 波 . 
对 实 值 w < 12. ,方程 (63.8) 具 有 两 个 复 共 斩 根 有 (ww)， 其 中 Imk(w) <0 的 

一 个 已 从 上 半 平 面 移 至 下 半 平 面 . 因而 , 当 波 由 源 以 频率 oo < 有 .传播 时 ,它们 
在 x>0 的 方向 即 “ 顺 束 流 ” 方 向 是 被 放大 的 . 


$ 64 振荡 谱 两 分 支 弱 耦合 情况 下 的 不 稳定 性 


让 我 们 应 用 $62 和 § 63 中 所 发 展 的 一 般 方法 来 研究 下 列 这 样 情况 下 的 不 
稳定 性 :具有 w 和 的 相 邻 近 值 并 属于 非 耗 散 系 统 振 荡 谱 两 个 不 同 分 支 的 振荡 
之 间 的 “相互 作用 ”结果 产生 的 不 稳定 性 这 里 所 谓 非 耗 散 系统 ,意思 是 表示 其 
中 既 没 有 真 耗 散 ,也 没有 朗 道 阻尼 的 系统 . 

如 果 两 分 支 w =w,(k) 和 w=w,(k) 完 全 独立 , 则 色散 关系 会 分 成 两 个 因子 


[@ -wi(k)][w -ow,(k)] =0. (64.1) 
邻近 这 类 分 支 的 交点 ,函数 wj,(k) 和 w,(k) 会 具有 下 列 一 般 形 式 : 
wi(k) =w, tv (k-—k,), 
(64.2) 


w(k) =wo +v,(k— ko), 
其 中 v 和 wv, 是 某 些 常量 ,而 oo 和 名 是 交点 处 w 和 上 的 ( 实 !) 值 . 
然而 ,这 种 情况 一 般 是 不 现实 的 . 两 分 支 间 的 耦合 对 于 系统 参量 的 (至 多 ) 
某 些 特 定 值 可 能 完全 不 存在 ,而 当 这 些 参量 值 略微 变化 时 就 会 出 现 幻 . 因此 ,为 


中 我 们 注意 到 (63.9) 与 没有 静止 等 离 体 情况 下 束 本 身 的 色散 关系 相同 . 

@@ ”例外 情况 是 由 于 对 称 性 规则 而 不 存在 相互 作用 ,例如 ,如 果 各 向 同性 介质 中 一 个 分 支 与 纵波 有 关 
而 另 一 个 分 支 与 横 波 有 关 的 情况 . 因为 在 这 种 介质 中 纵向 流 不 能 导致 横向 场 , 反 过 来 也 一 样 ,这 类 波 并 不 相 
万 作用 . 这 里 的 情况 类 似 于 量子 力学 中 所 发 现 的 具有 不 同 对 称 性 的 交叉 项 的 情况 ( 见 第 三 卷 , $79). 
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了 描绘 真实 情况 ,必须 考虑 到 分 支 间 存在 别 耦 合 ， 其 效果 是 在 方程 (64. 1 ) 右边 
的 零 要 用 小 量 = 来 代替 .于 是 邻近 交点 处 的 色散 关系 变 成 


oro = 0 ots (00 3 
对 w 的 解 是 
wh) -as = {0 +0) Ck -ho) [kh) (Co 加) +4e] 2 
(64.4) 
而 对 上 的 解 是 
k(w) -kk, = 一 一 人 ao)+[(@o -oo) (on -v,) +4eviv] 1 


(64.5) 
分 支 间 存在 相互 作用 使 其 交点 位 移 进 入 复数 区 域 . 函数 w(k) 对 实 w 和 六 
的 关系 曲线 ,根据 常量 的 正 负 号 以 及 常量 v 和 vw, 的 相对 正 负 号 的 不 同情 况 而 
具有 不 同性 质 ， 对 于 下 列 四 种 情况 
(a) >0, vv,>0, 
(b) ee>0, vv, <0, (64.6) 
(c) &<0, vv, >0, 
(d) a<0, vv, <0, 
这 些 函 数 示 于 图 23 ,我 们 将 依次 分 析 这 些 情况 . 
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(a) 这 里 对 所 有 ( 实 )k 函数 w(p) 是 实 值 , 因 此 系统 是 稳定 的 . 对 所 有 ww, 也 
数 k(w) 也 是 实 的 ,所 以 对 所 有 w 波 的 传播 没有 放大 . 

(b) 对 所 有 ,函数 w(k) 是 实 值 ,因此 系统 是 稳定 的 ,函数 (w) 在 频率 
范围 





(w-wo) ”< vi | (64.7) 
(vb, 一 2 ) 
是 复 值 . 因为 系统 是 稳定 的 ,在 这 个 范围 有 不 透明 性 . 
(c) 当 
(kk a (64.8) 
. (2 -v,) 


时 ,函数 w() 是 复 值 ,并 且 其 中 一 个 有 Imw(k) >0, 即 ,有 不 稳定 性 . 这 是 对 流 
不 稳定 性 ,的 确 , 当 |w| 一 % 时 ,k(w) 的 根 是 
k= w/v, k ~ W/V, ， 

而 当 Imw 一 % 时 ,它们 位 于 天 的 相同 半 平 面 . 令 v,v, >0; 于 是 ,这 是 上 半 平 面 ， 
根 属于 和 ,(w) 类 ， 对 于 在 (64.7) 范 围 的 实 w, 根 有 (ww) 形成 复 共 思 对. 其 中 
Imk(w) <0 的 一 个 已 从 上 半 平 面 移 到 下 半 平 面 . 因此 ,在 频带 (64.7) ,在 正 * 轴 
方向 传播 的 波 有 放大 . 

还 容易 求 得 这 个 情况 下 ,由 (62. 14) 所 定义 的 波 的 “ 群 速 ”, 即 这 样 的 参考 系 
的 速率 ,在 其 中 发 生 有 最 大 增长 率 的 绝对 不 稳定 性 .将 方程 (64.3) 对 上 求 导 并 
按 (62. 13 ) 和 (62. 14) 代 入 dw/dk =V, 我 们 得 到 
-wo -VW (k—k) (64. 10) 

和 一 2 w -wo -vk-k) 

因为 这 个 等 式 左边 是 实 值 ,右边 也 必须 为 实 值 (即使 w 是 复 量 ) ,这 个 条 件 表明 
=k; 于 是 由 (64.10) 有 


(64.9) 


Vv 


a 


7 =， (64.11) 


而 由 (64.3) ,相应 最 大 增长 率 是 
(Imw), = |e| 一. 
(d) 函数 k(w) 对 于 所 有 ( 实 )w 为 实 值 , 但 函数 w(k) 在 (64.8) 范 围 是 复 
值 ,因此 ,系统 是 不 稳定 的 . 为 阐明 这 个 不 稳定 性 的 性 质 , 我 们 注意 到 由 (64. 9 ) 
(wv 种 vb 的 正 负 号 相反 时 ) , 当 Imw->%w 时 ,k(w) 的 两 个 根 处 在 不 同 的 半 平 面 . 在 
w 的 上 半 平 面 中 ,由 


(64.12) 


/VD,E (64.13) 


| —v, | 





w=w,. =wo +21 
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所 给 出 的 一 点 处 这 两 个 根 重合 . 这 意味 着 绝对 不 稳定 性 ,增长 率 为 Imw.. 对 于 
v = 一 2, ,相应 于 以 速率 (64. 11) 运 动 的 参考 系 中 的 微 扰 图 像 ,增长 率 达 到 其 最 
大 值 (64. 12). 
习 是 

冷 磁 旋 等 离 体 中 沿 恒 定 磁 场 方向 传播 的 低频 (ww~ ws)" 慢 速 ”(w/k <<c) 横 
电磁 波 , 有 一 低 密 度 冷 电子 来 在 相同 方向 运动 通过 等 离 体 , 试 阅 明 不 稳定 性 的 
性 质 . 

解 :为 确立 色散 关系 ,我 们 首先 对 仅 有 电子 束 的 情况 ,在 束 为 静止 的 参考 系 
中 来 写 出 它 . 按照 (56.9), 在 这 个 参考 系 中 ,我 们 有 
Oo 
Oo 土 Op 
其 中 (2'. 是 相应 于 束 密 度 的 等 离 体 频率 . 在 回 到 实验 室 参 考 系 时 ,这 时 束 以 速度 了 
(我 们 取 为 沿 x 轴 ) 运 动 , 我 们 必须 在 等 式 右边 用 四 -上线 来 代替 四 ; 差 值 请 c -ao 相 
对 于 参考 系 的 变换 是 不 变 式 . 现在 ,在 实验 室 参 考 系 中 ,将 归 因 于 等 离 体 电子 和 离 
子 的 项 相 加 ,我 们 得 到 





2 2 
kc -ww = 一 


,Ow-kV) wf 2 
太 ee” 四 ”= 一 一 一- 一 一 一 -一 
-kViws. wtp Wi+Owp; 
根据 题 设 条 件 , 与 ck 和 mw 比较 起 来 这 里 忽略 中, 并且 还 注意 到 (人 /wp = 人 /wi， 
我 们 将 色散 关系 变 成 下 列 形式 
[Re - 人 |](o- 的 (1) 


Wapi(Wp, Fw 








图 24 
左边 第 一 个 因子 对 应 于 振荡 谱 的 “ 主 ” 支 ,而 第 二 个 因子 对 应 于 振荡 谱 的 束 分 
支 ;右边 描述 这 些 分 支 的 “相互 作用 . 
对 于 (1) 中 上 面 的 正 负 号 ,两 个 独立 分 支 的 色散 关系 由 图 24 中 连续 曲线 所 
显示 ( 仅 考虑 ww >0 的 分 支 照常 总 是 充分 的 )， 和 邻近 oo ,ho 点 (在 该 点 它们 相交 ) ， 
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方程 (1 ) 的 展开 式 具 有 形式 


~ wo 





2koc’ | 大- 和 - |[@ -os -Vk-h)] =2sou， 


?| 


全 ”25 
具有 正 系 数 v( 如 由 图 24 中 曲线 的 斜率 可 清楚 看 出 的 )， 与 (64.3) 的 比较 表 
明 ,我 们 有 5C 的 情况 ,对 流 不 稳定 性 (图 24 中 的 虚线 显示 考虑 到 它们 的 相互 作 
用 后 谱 分 支 的 形式 ). 
对 于 (1) 中 取 下 面 正 负 号 的 类 似 图 形 显示 于 图 25 中 .邻近 交点 色散 关系 具 
有 形式 


[7 





2hoc’ [kho+ |[o -oo -Vk-h)] = -0 wg, 


2 
其 中 又 有 vw， >0. 现在 我 们 有 D 的 情况 ,绝对 不 稳定 性 (由 图 可 以 看 出 ,这 个 情况 
下 的 第 二 个 交点 出 现在 w 生 ws., 它 与 题 中 条 件 相 予 盾 ). 
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$61 一 $ 63 中 所 阐述 的 整个 理论 是 与 至 少 一 个 方向 (x 轴 方 向 ) 为 无 限 的 
均匀 介质 相 联系 的 . 应 用 到 现实 有 界 系统 ,这 意味 着 忽略 波 从 边界 反射 的 效应 ; 
换 句 话说 ,这 种 理论 限定 时 间 为 微 扰 沿 系统 长 度 传播 所 需 时 间 量 级 . 

现在 让 我 们 考虑 相反 情况 下 的 稳定 性 问题 ,这 时 系统 的 有 限 性 是 重要 的 ,而 
其 本 征 振荡 谱 由 终端 处 的 边界 条 件 予 以 确定 (同时 ,我 们 将 仍然 仅 限 于 研究 一 
维 情况 ,系统 在 x 方向 的 长 度 将 用 上 表示 ). 有 限 系统 的 频谱 是 离散 的 ,如 采 哪 
怕 其 中 一 个 本 征 频 率 具有 正 虚 部 ,系统 是 不 稳定 的 . 绝对 不 稳定 性 与 对 流 不 稳 
定性 之 间 的 区 别 ,在 这 个 情况 下 没有 任何 意义 . 

因此 ,关于 阐明 有 限 系 统 的 稳定 性 或 不 稳定 性 的 问题 ,与 寻求 其 ( 复 ) 本 征 
频谱 的 问题 是 等 效 的 . 对 于 具有 虽然 有 限 但 充分 大 尺度 工 的 系统 ,使 得 |Imk|。 
L >> 1 ,确定 这 些 频率 的 色散 关系 ,可 以 一 般 形式 建 立 起 来 (A.T. KyrmmrkoBcKH 站 ， 
1966). 

令 有 (ww) 为 对 无 限 介质 色散 关系 的 解 . 我 们 再 次 将 这 个 多 值 函 数 的 分 文 如 
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8 63 中 所 定义 的 那样 分 成 项 类 ,k,(w) 和 kX_(w)， 可 以 认为 有 限 系统 的 本 征 振 


荡 是 由 两 边界 所 反射 的 行 波 全 加 的 结果 (在 无 吸收 各 放大 的 介质 中 ,它们 会 是 
寻常 驻 波 ). 反射 一 般 伴 随 着 属于 频谱 不 同 分 支 的 波 的 互相 转变 . 因此 ,给 定 频 
率 的 行 波 是 所 有 分 支 的 价 加 .然而 ,远离 边界 处 ,每 个 波 的 主要 贡献 仅 来 自 倒 加 
中 的 一 项 . 例如 ,在 从 左边 界 x=0 沿 正 x 方向 传播 的 波 中 (图 26) ,远离 该 边界 
的 渐 近 表达 式 是 





x=0 x=L 


ya exp{i[k,(w)x — wi]}, (65.1) 


而 且 作 为 上 , (ww) 必须 取 为 这 类 中 Imk,(w) (对 给 定 实 w) 具 有 其 代数 最 小 值 的 
分 支 人 

从 右边 界 (x = 万 反射 后 , 波 向 左 传播 ,在 离 该 边界 充分 大 距离 处 具有 渐 近 
形式 
Vy~Raexp{ik, (w)Llexp{i[k_(w)(x~-L) -wt]}, (65.2) 
其 中 4_(w) 是 这 类 中 Imk_(w) 具 有 其 代数 最 大 值 的 分 支 ， 系数 R, 依 赖 于 在 特 
定 边界 处 的 波 转变 律 . 

最 后 ,第 二 次 反射 后 ,这 时 在 左边 界 ,我们 又 有 向 右 传播 的 波 : 


J at Lik (65.3) 
因为 y(i,x) 是 单 值 的 ,(65.3) 必 须 与 (65. 1) 重合 ,因此 
RiRsexp{ilk, (w) -kh (ao)]Z =1. 00 
这 个 确定 有 限 系 统 的 频谱 w, 即 是 其 色散 关系 . 
对 这 个 方程 的 两 边 取 模 , 我 们 有 
(65.5) 


[RIR, |exp{ ~- Im(k, -hk )L}=1. 


QD 这 就 是 ,如 果 所 有 Imk ,(w) >0 则 为 最 小 正 值 ,而 如 果 有 Imk, (w) <0 的 分 支 , 则 为 (绝对 值 ) 最 
大 负 值 . 在 第 一 种 情况 ,(65.1) 是 ( 随 * 增 加 ) 最 不 快 阻尼 波 ; 在 第 二 种 情况 , 它 是 最 快 放 大 波 . 
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当 L 一 % 时 ,指数 因子 趋 于 零 或 无 穷 ( 视 Im(k,， -8 ) 的 正 负 号 而 定 ). 因此 ,对 
充分 长 的 系统 , 仅 当 
Im[k,(w) -k.(w)] =0 (65.6) 

时 ,方程 (65.5) 才 有 可 能 成 立 . 因此 ,在 这 个 情 沉 ,色散 关系 归结 为 仅 依赖 于 介 
质 本 身 的 性 质 而 不 依赖 于 其 边界 条 件 的 具体 特点 的 一 种 形式 . 方程 (65.6) 定 义 
w 平面 中 的 某 一 条 曲线 ,离散 本 征 频 率 ( 对 大 工 ) 相 互 很 密切 地 位 于 其 上 .， 如果 
曲线 甚至 部 分 地 位 于 上 半 平 面 , 系 统 是 不 稳定 的 . 因为 这 个 不 稳定 性 是 由 系统 
整体 性 质 所 决定 , 它 被 称 为 整体 不 稳定 性 . 

关于 有 限 系 统 的 整体 不 稳定 性 与 无 限 介 质 的 不 稳定 性 之 闻 的 关系 还 可 作出 
一 些 评注 . 首先 ,容易 看 出 存在 整体 不 稳定 性 情况 下 ,无 限 系 统 肯定 是 不 稳定 
的 ,因为 存在 使 Imw(k) >0 的 实 值 k. 的 确 , 根 据 函 数 上 ,(w) 和 上 _(w) 的 定义 ， 
Imw 一 w 时 它们 的 值 位 于 天 的 不 同 半 平面 . 条 件 (65.6) 意 味 着 , 随 着 Imw 的 减 
小 ,点 上 (wo) 和 大 (wo) 可 能 进入 相同 半 平 面 ,而 且 ( 在 整体 不 稳定 性 的 情况 下 ) 
还 是 当 Imw >0 时 这 样 发 生 的 . 因此 ,这 些 点 中 至 少 有 一 个 甚至 更 早 地 ( 即 , 显 
然 当 Imw >0 时 ) 穿 过 实 轴 ;这 就 是 所 需要 的 . 

然而 ,相反 的 论证 仅 对 无 限 介 质 的 绝对 ( 非 对 流 性 ) 不 稳定 性 才 正 确 : 绝 对 
不 稳定 性 的 存在 足以 引起 有 限 系 统 中 的 整体 不 稳定 性 . 的 确 , 绝 对 不 稳定 性 的 
条 件 是 当 Imw >0 时 隆 数 k(w) 存 在 分 支点 ,并 且 重 合 分 文 属于 有 ,和 上 _ 类 . 在 
这 种 点 ,条 件 (65.6) 显 然 也 是 满足 的 . . 

一 个 对 流 不 稳定 介质 , 当 存 在 边界 时 可 以 或 者 是 稳定 的 ,或 者 是 不 稳定 的 . 
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气体 中 动 理 现象 (例如 热传导 和 电导 ) 的 物理 本 质 在 于 气体 粒子 热 运动 的 传 
递 过 程 ; 固 体 中 的 动 理 现象 ,粒子 的 角色 由 准 粒子 代替 . 着 手 研究 这 些 现象 时 ,我 
们 将 从 非 磁 性 介 电 体 中 的 热传导 开始 . 与 其 他 类 型 固体 中 的 动 理 过 程 比 较 起 来 ， 
这 个 现象 的 物理 图 像 相 对 来 说 简单 得 多 ,因为 这 里 只 有 一 类 准 粒子 , 即 声 子 . 

注意 到 自由 声 子 的 概念 是 谐振 近似 下 , 即 , 蛤 密 顿 少数 中 仅 包括 (原子 位 移 
的 ) 二 次 项 的 近似 下 , 郧 格 中 原子 振动 量子 化 的 结果 ( 见 第 五 卷 ,$72). 当 考 虑 
到 高 阶 小 量 的 项 时 , 即 考虑 到 位 移 的 三 阶 或 更 高 阶 的 非 谐 项 时 ,结果 产生 各 种 声 
子 相互 作 用 过 程 由 . 

经 典 晶 格 能 中 的 第 一 个 非 谐 ( 三 次 ) 项 具有 形式 


] S13D5 
H'™ = 七 > A (Nn -n,n -RU, (Nn) Un,)U,, (ns). (66.1) 


这 里 U,(n) 是 晶 格 中 的 原子 位 移 矢 量 ;a,B,y 是 取 值 x,y,z 的 矢量 下 标 ;s, ,s, ,3 
是 元 胞 中 原子 编号 ;n,n, ,nn 是 整数 “矢量 ” ,它们 给 出 晶 格 中 元 胞 的 位 置 ; 求 和 
号 下 的 (n,s) 表 示 对 所 有 n 和 s 求 和 ， 因 为 晶体 是 均匀 的 ,函数 A 仅 依 赖 于 元 胞 
在 晶 格 中 的 相对 位 置 n, -n,n - ms ,而 不 依赖 于 它们 的 绝对 位 置 . 

二 次 量子 化 哈密 顿 量 是 这 样 求 得 的 :将 (66. 1) 中 的 位 移 矢量 用 算 符 忌 (m) 来 
代替 ,后 者 是 用 具有 准 动量 上 的 类 型 g 声 子 ( 即 , 声 子 谱 分 支 g) 的 产生 和 潭 灭 算 符 
6 和 如 来 表达 : 

Un)= 》 [2MAw (Kk)] feel (ke + 的 60 (Kk)e "|, (66.2) 


如 上 


QO ”研究 晶体 中 的 热传导 时 必须 考虑 原子 振动 的 非 谐 性 . 这 是 德 拜 (P. Debye(1914) ) 和 玻 恩 (M. 
Born( 1914) ) 首先 注意 到 的 . 
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其 中 .是 晶 格 中 元 胞 数 ,M 是 元 胞 中 原子 的 总 质量 ,e,”(k) 是 声 子 偏振 矢量 ， 
而 w, (Kk) 是 类 型 g 声 子 的 能 量 D， 这 样 代替 的 结果 产生 含 算 符 6 和 6&' 三 个 一 组 
的 项 . 这些 项 代表 涉及 三 个 声 子 的 过 程 :形式 为 6'6'6 的 乘积 代表 一 个 声 子 豪 
变 成 两 个 声 子 ,而 6' 66 代表 两 个 互 磁 声 子 诊 合成 一 个 声 子 ( 项 ste 和 6 6 6 会 
对 应 于 能 量 守 恒定 律 所 禁 戒 的 过 程 ). 

例如 ,让 我 们 写 下 对 应 于 一 个 声 子 (k, ,g' ) 衰变 成 两 个 声 子 (k,,g,) 和 (k,， 
g; ) 的 项 . 在 (66. 1) 中 将 对 n,n, ,nn; 的 求 和 变换 为 对 p | =n 一 nn3,p,= n,n,， 
73 的 求 和 ,我 们 可 以 将 这 些 项 写成 下 列 形 式 : 


Go 
- 二 2 exp{i(k, -Kk, — ks) * r,,}, (66.3) 


3) 
Hi = 水 230 ,03 ) 
10@ 


其 中 
0 = (2M) Ts A (yp) ,za ) elae2ge3， X 
x expfi Ch r, —k, :rr,)} (66.4) 
2 二 Ce ，Owi = ws 《Ki ) ,Ei =e, (k,) ,… 
(66.3) 中 已 将 这 样 的 指数 因子 分 出 来 , 它 依赖 于 晶 格 中 元 胞 的 绝对 位 置 
n;， 这 个 因子 对 所 有 由 的 求 和 给 出 .和 太 如 果 有 天 - 态 -天 等 于 任何 倒 易 唱 格 周期 
6 ;否则 , 它 是 零 . 因此 ， 
Ci6 63 (66.5) 


J 


(3 
Hse = 0 


而 声 子 准 动量 满足 守恒 律 


A (ww 0 
k, =k, +k, +b. (00 
应 该 认为 条 件 (66.6) 比 如 是 由 准 动 量 和 ,的 给 定 值 确 定 准 动量 ,的 值 的 一 
个 方程 ， 同 时 ,和 ,必须 在 倒 易 品格 的 某 个 选 定 元 胞 内 取 值 (包括 准 动量 的 所 
有 物理 上 不 同 的 值 ) ,而 我 们 必须 证 实 大 也 在 该 元 胞 内 . 最 后 的 这 个 条 件 确定 
(66.6) 中 4。 的 必要 值 ,并 且 单 值 地 确定 的确, 如果 对 给 定 k,,k, 和 5b, 矢量 ,在 
选 定 元 胞 内 , 则 5 的 任何 改变 ,显然 将 使 Kk; 带 出 该 元 胞 .使 准 动量 守恒 律 含 有 非 
零 拓 量 4b 的 过 程 (在 这 个 情况 , 声 子 衰变 ) , 称 为 U 过 程 ( 又 称 个 逆 过 程 )@, 它 不 
同 于 N 过 程 (又 称 正常 过 程 ) ,对 此 有 b=0， 应 该 说 这 两 类 过 程 之 间 的 差异 在 一 
定 意义 上 是 约定 的 :每 个 具体 过 程 可 以 是 N 过 程 或 U 过 程 ,依赖 于 基 胞 的 选择 . 
然而 ,重要 的 是 没有 任何 一 种 选择 能 同时 对 所 有 可 能 过 程 使 5b 为 零 . 方便 的 是 
这 样 选择 倒 易 晶 格 的 基 胞 ,使 得 k=0 的 点 (无 限 波 长 ) 处 于 其 中 心 ; 今 后 将 这 样 


Q@ 本 章 内 我 们 采用 刻 =1 的 单位 ,因此 ,动量 和 波 矢 的 量 纲 是 相同 的 ,而 能 量 和 频率 的 量 纲 是 相同 的 . 
@ 按 德 文 术 语 Umklapp. 
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假设 . 对 这 种 选择 ,所 有 低频 声 子 对 应 于 低 准 动量 值 (4 << 1/d, 其 中 d 是 晶 格 常 
量 ) ,而 仅 涉 及 低频 声 子 的 所 有 过 程 是 正常 过 程 由 . 大 准 动 量 值 (hk ~ 1/d) 对 应 于 
共有 高 能 的 短波 声 子 ( 量 级 为 德 拜 温度 @). 

让 我 们 回 到 声 子 衰变 过 程 . 按照 量子 力学 一 般 原 理 ( 见 第 三 卷 , (43. 1 ) ) ， 
两 个 新 形成 声 子 之 一 的 准 动量 位 于 dh 范围 内 的 衰变 概率 ,由 微 扰 算 符 (66. 5) 
的 相应 矩阵 元 的 平方 给 出 : 

dW =2T|(N -1,N +1,N, +1|H® 1NNN yx 

dk, 
全 
其 中 Nj = Ni, ,N,N 是 晶体 初始 态 中 声 子 占有 数 . 声 子 产生 和 漂 灭 算 符 的 矩 
阵 元 给 出 为 


x(w) —w,— (66.7) 


(N-1lelN) =(N|e’ |N-1) =VN. (66. 8) 
因此 ,我 们 获得 衰变 概率 形式 为 : 
dW =wN,(N, +1)(N; +1)8(w, -ow, So 入 (66.9) 
(27) 
其 中 
w=w( gk, ,gsks ;gik,) = < | 2， (66.10) 





WW] WW 
而 v= 2241 是 晶 格 元 胞 的 体积 .因此 ,过 程 的 概率 正比 于 晶体 初 态 中 初始 声 子 的 
数目 N ,还 正比 于 晶体 未 态 中 最 终 声 子 的 数目 N, +1 和 Ni +1， 后 一 性 质 与 声 
子 所 遵循 的 玻 色 统计 法 有 关 ,对 涉及 玻 色 子 的 所 有 过 程 是 正确 的 包 . 
衰变 的 道 过 程 是 两 个 声 子 k, 和 kk,“ 融合 "形成 一 个 声 子 . 我 们 可 以 很 容 
易 地 证 明 ,哈密 顿 算 符 中 对 此 过 程 负 责 的 项 与 (66. 5 ) 的 差别 在 于 分 子 中 的 c 算 
符 要 代 以 676,6,, 而 介 代 以 2'. 这 个 过 程 的 概率 因此 由 下 列 公 式 : 
dW =wN,N,(N, +1)8(w, -w, 0) We 
给 出 , 它 与 (66.9) 的 差别 仅 在 于 N 因子 方面 (66. 11) 和 (66.9) 中 的 w 是 相同 
的 ,与 玻 恩 近似 ( 微 扰 论 的 第 一 级 近似 ) 中 正 、 道 两 个 散射 事件 的 概率 相等 这 个 
一 般 定 则 相 一 致 ( 见 第 三 卷 , § 126). , 
声 子 频 谱 分 支 总 是 包括 三 个 声 频 支 , 当 一 0 时 ,它们 的 能 量 趋 于 零 ; 对 长 波 


Q@ 另 一 方面 ,如 果 选 择 基 上 胞 使 得 k=0 的 点 ,例如 ,在 其 顶点 之 一 ,低频 也 将 对 应 于 其 它 项 点 的 邻 
域 ,邻近 这 些 顶 点 不 是 很 小 . 

@) 声 子 分 布 函 数 Ni 或 N(K) 将 定义 为 具有 不 同 准 动量 值 * 的 量子 态 占 有 数 . 属于 空间 中 体积 元 
dk 的 量子 态 数 是 dk/(27n)’ ,因此 ,相对 于 dk 的 分 布 是 Ni/(2m)”. 
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(小 天) 声 频 声 子 ,函数 w(k) 是 线性 的 ， 对 这 类 声 子 ,函数 w(66. 10) 的 行为 以 后 
将 是 重要 的 . 

注意 到 哈密 顿 量 (66. 1) 中 系数 4 的 性 质 , 它 表达 这 样 的 事实 :晶体 整体 的 
简单 位 移 使 其 能 量 不 变 ,不 管 晶体 是 否 变形 ;由 此 可 以 确定 函数 w 的 行为 . 这 意 


味 着 ,如 果 8 中 任何 因子 UV,(n) 由 U, +a 所 代替 ,其 中 和 欠 量 a 不 依赖 于 nn 和;， 
而 能 量 有 ”必须 不 受 影响 ， 为 此 我 们 必须 有 


18535 
722 ;7123 ) =0， 
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其 中 至 少 对 一 对 变量 n, ,s, 求 和 . 

过 程 中 所 涉及 的 三 个 声 子 ,其 中 或 者 一 个 或 者 全 部 三 个 可 能 是 长 波 声 频 声 
子 ( 如 果 是 有 两 个 这 种 声 子 和 一 个 短波 声 子 ,动量 和 能 量 守 恒定 律 就 不 能 满 
足 ).， 对 于 一 个 声 频 声 子 ,在 极限 一 0 时 ,偏振 矢量 e.(K) 趋 于 不 依赖 于 s 的 常 
量 ,因为 元 胞 中 所 有 原子 同步 振动 ,因子 exp( 这 六) 趋 于 1. 由 于 (66. 12) 的 性 
质 ,因此 , 量 2(66.4) 趋 于 零 ,而 对 小 上 , 它 正比 于 大 或 (对 声 频 声 子 是 同一 回 事 ) 
正比 于 w. 如 果 有 一 个 长 波 声 子 ,结果 是 


(66. 12 ) 


有 (66. 13) 
或 者 ,如果 有 三 个 长 波 声 子 , 则 结果 是 
ee (66.14) 


我 们 注意 到 长 波 声 频 声 子 对 应 于 宏观 声波 ,它们 可 用 宏观 弹性 理论 进行 处 
理 ;因此 ,还 可 由 更 明显 方式 达到 这 些 结果 (66. 13) 和 (66.14). 弹性 理论 中 形 
变 晶 体 的 能 量 可 利用 应 变 张 量 


aU 67 
0 | a | (66. 15) 
2\0xs OX, 


来 表达 ,其 中 U(r) 是 弹性 介质 中 r 点 的 宏观 位 移 矢 量 . 正 是 这 个 张 量 的 分 量 是 弹性 
能 展开 式 中 所 用 的 小 量 . 二 次 量子 化 中 ,矢量 U 要 用 类 似 于 (66.2) 的 算 符 忌 代 替 . 
己 对 坐标 的 求 导 以 获得 算 符 Ds 给 出 附加 因子 , 它 导致 结果 (66. 13) 和 (66. 14). 
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在 固态 晶体 中 , 声 子 形成 稀薄 气体 ,它们 的 动 理 方程 可 以 类 似 于 对 寻常 气体 
的 方式 获得 . 

令 N=N,(i,r,k) 为 类 型 g 声 子 的 分 布 函数 . (对 每 类 声 子 的 ) 动 理 方程 可 
写 出 为 : 








oN oN 
Win 十 Hu 和 GC 
ot or 


-CUN) ， (67.1) 
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其 中 wu = 9w/6k 是 声 子 速度 . 

然而 ,与 寻常 气体 情况 的 一 个 重要 差别 是 :在 声 子 气体 的 碰撞 中 , 声 子 数 和 
(由 于 存在 倒 逆 过 程 ) 其 总 准 动量 一 般 都 不 是 守恒 的 ,唯一 余 留 的 守恒 律 是 能 量 
守恒 定律 , 它 由 
-0 (67.2) 





5 JoctmT 
表达 . 用 wo 乘 (67.1) ,对 d5 积分 ,并 对 8 求 和 ,我 们 得 到 能 量 守 恒定 律 的 下 列 
形式 : 





3 49. a (67.3) 
其 中 晶体 的 热能 密度 E 和 能 流 密 度 4 由 下 列 明 显 表达 式 
dk DuN qd” (67.4) 
三 > | oN oy /= > | ed 


给 
(67.1) 中 的 碰撞 积分 原则 上 必须 考虑 到 ,由 于 g 类 型 声 子 与 所 有 其 它 声 子 

的 相互 作用 而 可 能 发 生 的 ” 切 过 程 . 然而 ,实际 上 主要 页 献 来 自 上 一 节 中 讨论 
过 的 三 声 子 过 程 . 涉及 更 多 声 子 的 过 程 起 因 于 哈密 顿 函 数 中 以 原子 位 移 作 笑 展 
开 的 随后 各 项 :这 些 项 随 朝 次 增 大 而 迅速 减 小 . 减 小 的 原因 是 振动 振幅 上 对 蝇 
格 常量 d 的 比值 很 小 ;固态 晶体 中 直至 熔点 的 所 有 温度 下 , 它 仍然 很 小 中 .为 了 
粗略 估计 ,我 们 可 以 从 经 典 关系 式 Wo 二 ~ 了 开始 ;估计 本 征 频率 为 w ~ wu/d% 
我 们 求 得 
(jd)2 ~ T/Mu <<1. (67.3) 

碰撞 积分 总 是 (每 单位 时 间 ) 产 生 处 于 给 定 态 (gk) 的 声 子 的 过 程 和 引 走 处 
于 该 态 的 声 子 的 过 程 ,这 两 类 过 程 数 之 间 的 差 值 仅 考虑 到 三 声 子 过 程 ,我 们 有 

cCN) = | {三 FS wkisksk) dw -ol -os)x 


x[(N+t1l)NN,—-N(N +1)(N,+1)]+ 
+ > wk,k,;k,)d(w; —-w— wi) xX 
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dh, 
(27) 
(67.6) 
其 中 NN, = N (Ki) ,w= ww (k) ,…。 大 括号 中 的 第 一 项 对 应 于 正和 逆 过 程 : 


“量子 晶体 ”, 固 态 氨 中 的 情况 除外 . 
二 在 估计 值 中 ,我 们 将 认为 u 是 声速 ,虽然 这 当然 字义 上 仅 对 长 波 声 频 声 子 才 是 正确 的 . 
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(gk)(gik) +(82 2 ) ， k=k-k,-b; (67.7) 
这 项 中 的 因数 考虑 到 下 列 事实 :由 于 声 子 的 同一 性 ,我 们 必须 仅 对 末 态 的 一 半 
求 和 . 大 括号 中 的 第 二 项 对 应 于 下 列 过 程 ， 

(gk gk) + (gk), 天 = 天 十 大 +b; (67.8) 
这 项 中 不 需要 因数 福 ,因为 衰变 所 形成 的 两 个 声 子 中 有 一 个 已 经 规定 ， 在 


(67.6) 的 被 积 表 达 式 中 ,必须 注意 到 ,三 重 乘 积 NN,N, 和 NNN 的 项 相 消 . 
对 于 平衡 声 子 分 布 , 普 朗 殉 分 布 


N=(e”” ~-1)., (67.9) 


碰撞 积分 恒 等 于 零 . 对 (67.6) 的 积分 通过 直接 计算 很 容易 证 明 这 一 点 :因数 的 
乘法 运算 给 出 
+ ww (67.10) 


WI 
NGCN +1)(No, +1) = (N, +1)No No,exp i 


而 根据 能 量 守 人 恒定 律 ,右边 的 指数 因子 等 于 1. 

如 果 没 有 倒闭 过 程 ,不 仅 声 子 的 总 能 量 该 为 零 ,而 且 声 子 的 总 准 动量 也 该 为 
零 . 于 是 ,不仅 分 布 函数 (67.9) ,而 且 对 应 于 声 子 气体 整体 相对 于 晶 格 以 任何 速 
度 V 作 平 动 ( 漂 移 ) 的 函数 


N, = | exp 


也 该 是 平衡 函数 . 这 个 结果 与 统计 物理 的 一 般 原 理 是 一 致 的 . 还 可 直接 证 明 : 用 
函数 (67. 11 ) 的 Nu ,等 式 (67. 10) 右 边 会 出 现 附 加 因数 exp[ 了 (大 -大 -已 )Z7]， 
对 于 无 倒 逆 的 过 程 ( 其 中 =k, +k,) 等 于 1. 

当然 ,分 布 (67. 11) 导 致 非 零 能 流 g. 因此 ,没有 倒 逆 过 程 时 ,尽管 整个 物体 
的 温度 为 恒定 ,晶体 中 也 会 存在 热流 ; 换 句 话说 , 品 体会 具有 无 穷 大 的 热 导 率 . 
只 是 由 于 存在 倒 逆 过 程 才 呈现 有 限 热 导 率 由. 

为 计算 热 导 率 ,我 们 必须 写 出 对 晶体 的 动 理 方程 ,其 中 温度 在 体积 中 缓慢 变 
化 . 照例 ,我 们 寻求 下 列 形式 的 声 子 分 布 函 数 : 


= 


罗列 (67.11) 
ya 3 








N(r,k) =N (k) +ON(r,k), (67.12) 

其 中 SN 是 对 平衡 函数 的 小 校正 ， 于 是 动 理 方程 是 
aNo _ (67.13) 

(u* VT) 5 =1(SNW) ， 


Q@ 建立 在 声 子 的 动 理 方程 基础 上 的 介 电 体 中 热传导 的 量子 理论 应 归于 派 尔 斯 ( R. E. Peierls 
(1929) ) ,他 还 首先 提出 对 固体 动 理 过 程 中 倒 逆 过 程 所 起 作用 的 注意 . 
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其 中 [1(6N) 是 线性 化 碰撞 积分 . 


i 一 


它 表 示 受 扰 分布 函 数 像 平 衡 函 数 那样 给 出 晶 格 能 密度 的 相同 值 . 正如 在 86 中 
早已 注意 到 的 ,这 个 条 件 实质 上 规定 了 非 平 衡 物体 中 温度 的 定义 . 至 于 $6 中 
强加 于 8w 的 另 一 个 条 件 ,并 不 适用 于 声 子 气体 的 情况 , 它 与 寻常 气体 大 不 相 
同 . 声 子 气体 中 的 粒子 数 一 般 不 是 给 定量 ,而 是 由 温度 确定 的 . 晶体 中 声 子 的 
实际 总 动量 (不 是 准 动量 !) 自动 为 零 ,因为 否则 的 话 , 会 意味 着 有 固体 的 流动 ， 
而 这 对 于 理想 (无 缺陷 ) 晶 格 显然 是 不 可 能 的 . 晶 格 中 每 个 原子 仅 完 成 有 限 运 
动 ,邻近 格 座 的 振动 ;这 种 运动 的 平均 动量 恒 为 堆 . 因此 固态 晶体 中 (与 能 流 相 
联系 ) 的 声 子 流 并 不 伴随 质量 传递 山 . 

让 我 们 显示 写 下 线性 化 碰撞 积分 (67. 6). 这 里 方便 的 是 应 用 新 未 知 函 数 X 
来 代替 SV% 由 下 式 定 义 : 


(67.14) 








aN, NN +l 
Se . ok (67.15) 
如 果 注 意 到 
N No x (67.16) 








1+N 1+N TT 


线性 化 的 实施 得 以 简化 . (例如 ,(67.6) 第 一 个 积分 中 ) 方 括号 内 的 表达 式 可 以 
写成 : 

N, 

N, +1 a 

取 至 方 括号 外 的 因数 中 ,我 们 可 以 立即 令 N =N。. 括号 中 的 差 值 给 出 : 


证 
rT N+l NX2 AX/ 





N 
CV ETN ON) | 


其 中 我 们 应 用 了 等 式 








于 是 碰撞 积分 变 成 下 列 形式 : 


中 液体 有 所 不 同 , 其 中 声 子 动量 是 实际 动量 ,而 声 子 流 的 确 涉及 质量 传递 . 在 液体 中 ,原子 完成 无 
限 运动 :在 充分 长 时 间 内 ,任何 原子 可 达到 体积 中 任何 点 . 


Re 第 七 章 介 电 体 
C(N) ~1(X) = 方 | > wk ,kosk) No No +1) 、 
DY 8182 


x (N+t+1)8(w, +w, —-w) (x + —xX)+ > w(Kk,k,:;k,) x 


B183 
dk, 
x NoNo (Nos +1)5(w +w, -ws;) (Xs 一 Xi -xX) | 
(67.17) 


我 们 注意 到 被 积 表达 式 中 出 现 的 xX() , 像 对 气体 的 经 典 碰 撞 积 分 (6.4) ,(6.5) 
中 那样 ,是 作为 各 个 k 下 它 的 值 的 简单 和 . 

对 (67. 13) 的 一 个 解 , 我 们 总 可 以 增加 齐 次 方程 的 明显 解 : 

X= const* w, 

由 于 碰撞 中 能 量 守恒 ,(67.18) 的 解 使 积分 (67. 17) 恒 为 零 . 如 在 $6 中 早已 六 
明 过 的 ,这 个 “寄生 " 解 只 不 过 对 应 于 温度 中 的 恒定 小 变化 ,为 附加 条 件 (67. 14 ) 
所 排除 . 

第 二 个 “寄生 ” 解 ， 


(67.18) 


wk (67. 19) 


(其 中 5V 是 一 常量 ) ,对 应 于 声 子 气体 作为 整体 的 运动 速度 中 的 小 变化 (比较 
(6.6)), 由 于 倒 逆 过 程 的 存在 而 被 排除 ; 倒 道 过 程 的 效应 是 使 总 的 声 子 准 动 量 
不 守恒 . 
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方程 (67. 13 ) 使 我 们 能 立即 确定 ,对 于 在 温度 了 远大 于 德 拜 温度 @ ~ u/d 
(或 寻常 单位 中 为 fiwu/q) 的 高 温 下 , 介 电 体 热 导 率 的 温度 依存 关系 . 

所 有 频谱 支 中 声 子 能 量 最 大 值 是 @ 的 量 级 . 因此 , 当 了 >>@ 时 ,一 般 所 有 
声 子 的 能 量 w << 了 ,而 且 对 于 大 多 数 声 子 w ~ @. 于 是 平衡 分 布 函数 (67.9) 变 成 


NV (68.1) 


在 碰撞 积分 (67.17 ) 中 ,温度 分 离 为 因数 7 了 ;函数 w 对 频率 w ~ @ 并 不 影响 积分 
的 温度 依存 关系 . 方程 (67.13) 左 边 ,导数 9No/87= 1《o 并 不 含有 温度 . 由 此 得 
出 结论 
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因而 热流 由 





dk vyT 
gq = > [wudN Cm) 7 
这 样 一 来 , 热 导 率 反 比 二 温度 : 
x<l1/T, T>>0 
(在 经 典 理论 中 ,这 个 结果 是 德 拜 得 到 的 ). 在 各 向 异性 晶体 中 ,4 和 V7 的 方 问 一 
般 不 相同 ,因此 , 热 导 率 不 是 标量 而 是 二 阶 张 量 ; 当 考虑 它 的 温度 依存 性 时 ,我 们 
将 不 计 及 这 点 . 

让 我 们 在 所 论 及 温度 范围 来 估计 声 子 平均 自由 程 . 根据 气体 动 理学 理论 的 
初等 公式 (7.10) ,k ~ Ct, 其 中 CC 是 (每 单位 体积 的 ) 热 容量 ,vz 是 能 量 载体 的 平 
均 速 率 ,而 ! 是 其 平均 自由 程 . 晶体 热 容量 在 高 温 下 是 常量 , 声 子 的 速率 也 是 如 
此 , 它 可 估计 为 声速 uw. 于 是 我 们 看 到 平均 自由 程 1~ 1/T， 在 如 此 高 的 温度 使 得 
原子 振动 的 振幅 是 品格 常量 4 的 量 级 时 ,这 个 平均 自由 程 必须 也 变 成 4 的 量 级 . 
根据 (67. 5) 的 估计 值 ,这 种 温度 是 ~ Mu ,而 对 平均 自由 程 1 和 有 效 碰撞 频率 
v ~u/l, 我 们 有 下 列 估 计 值 

I~ Mu’d/T, v~T/(Mud). 
由 此 可 风 , 在 低 于 熔点 的 几乎 一 切 温度 下 实际 上 我 们 有 ?>>d. 

在 这 个 分 析 中 ,基本 上 假设 晶 格 中 热 阻 的 三 声 子 机 理 对 所 有 声 子 都 是 有 效 
的 . 各 群 声 子 所 携带 的 能 流 是 相 加 性 的 ,因此 它们 对 热 导 率 的 贡献 也 是 相 加 性 
的 .如果 该 机 理 即 使 对 任何 一 群 声 子 是 不 充分 的 , 它 对 提供 有 限 热 导 率 也 就 会 
是 不 充分 的 .在 这 方面 长 波 声 频 声 子 需 要 特殊 分 析 . 

让 我 们 首先 考虑 仅 涉 及 长 波 声 频 声 子 的 过 程 ,这 些 声 子 具有 相当 数值 的 小 
准 动量 (将 以 带 适 当下 标的 f 表 示 ). 对 于 这 些 过 程 ,我 们 将 在 其 对 f 的 依存 性 方 
面 来 估计 碰撞 积分 (67. 17). 根据 (66. 14) ,在 这 个 情况 函数 wxff ~f 因数 
N, ~ T/wx1/f. 上 空间 中 的 积分 是 对 体积 ~ 了 积 , 而 5 函数 在 体积 中 分 出 一 曲面 
具有 面积 ~f . 因此 我 们 求 得 碰撞 积分 为 

I(x) <f x™f SN 
(其 中 最 后 表达 式 考虑 到 了 按 (67.15) 的 定义 SN xx/f”) ,这 个 结果 也 可 用 术语 
有 效 碰撞 截面 了 以 表述 


(68.2) 


(68.3) 


pA cf (68.4) 


@ 平衡 时 g 明显 变 为 零 形式 上 是 根据 对 dk 的 积分 变 为 零 得 出 的 ,因为 被 积 表 达 式 是 的 奇 函 数 : 
频率 w(K) ,因而 No(w) 是 的 偶 函 数 . 而 速度 w = gw/ak 是 奇 本 数 .函数 w(k) 是 偶 函 数 , 是 由 于 时 间 肥 
演 下 的 对 称 性 而 不 管 唱 格 的 对 称 性 如 何 ( 见 第 五 着 , § 69). 
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在 动 理 方 程 (67. 13) 左 边 , (对 声 频 声 子 ) 因 数 u 不 依赖 于 f, 而 9N6/9Tc1/f 
因此 


1 
0 
长 波 声 子 对 能 流 gq 的 贡献 由 积分 (67.4) 对 体积 ~f 取 值 给 出 .然而 ,这 个 积分 
qf raf (68.5) 
J wuaN A [2 人 ， 


对 小 4 如 1 那样 发 散 . 因此 , 仪 长 波 声 频 声 子 间 的 三 声 子 过 程 会 导致 无 穷 大 热 
导 率 ;为 了 达到 有 限 热 导 率 ,这 些 声 子 与 短波 声 子 之 间 的 碰撞 是 必要 的 (HH. 1. 
IIoMepaHdyK,1941 ) . 

令 具 有 准 动 量 的 一 个 短波 声 子 衰变 成 一 个 长 波 声 频 声 子 f 和 与 声 子 
属于 同一 频谱 支 a(k) 的 一 个 短波 声 子 k-f-b( 在 下 面 的 分 析 中 ,绝对 值 
没有 >>f 的 事实 重要 ). 因为 函数 w(K) 在 倒 易 唱 格 中 是 周期 性 的 ,我 们 有 
wl(k-f-b) =w(k 一 了 f) ,而 能 量 守 恒定 律 给 出 : 


Es ww 
右边 第 二 项 , 声 频 声 子 频率 ,是 /的 线性 函数 (zx(a) =w(f)/f 是 声波 的 相 速 , 它 
依赖 于 方向 wn =f/ 站 . 将 w(k -了 ) 用 小 矢量 f 的 知 作 展开 ,我 们 可 将 这 个 方程 变 
成 下 列 形式 


f+ =fu(n). WES 


仅 当 短波 声 子 的 速率 超过 声速 
gw 


ok 

时 ,(68.7) 才 能 满足 . 在 这 个 意义 上 ,最 “危险 "的 是 具有 最 高 声速 的 声 频 支 , 当 
提 到 声 频 声 子 时 ,我 们 指 的 是 这 个 声 频 支 册 . 

三 声 子 过 程 的 其 它 可 能 性 ,发生 在 当下 空间 中 有 简 并 性 点 时 ,在 这 些 点 声 子 

频谱 的 两 个 或 更 多 分 支 的 能 量 相 重 合 (C. Herring,1954) ;这 类 点 (或 者 孤立 的 ， 


St (68.8) 





或 者 形成 一 条 线 或 一 个 面 ) 的 存在 ,许多 情况 下 是 唱 格 对 称 性 的 必然 结论 . 结 采 
形成 的 可 能 性 ,可 用 作 图 法 予以 前 明 ,我 们 将 首先 给 出 早已 讨论 过 的 ” 租 声 * 短 
波 声 子 的 发 射 这 种 情况 . 


对 了 的 给 定 方向 ,我 们 取 作 % 轴 ; 在 图 27a, 连 续 曲 线 描绘 短波 声 子 的 函数 
w(k,) (给 定 馈 和)， 将 条 件 (68.7) 写 成 下 列 形式 ; 


@ 在 各 向 同性 固体 中 , 声 频 谱 的 一 支 对 应 于 纵 振 动 ,而 另 两 支 对 应 于 横 振 动 ; 纵 声 波 速率 超过 横 声 
波 速率 . 在 各 向 异性 唱 体 中 ,纵波 和 横 波 的 划分 一 般 没 有 什么 意义 . 然而 ,在 文献 中 常 将 具有 最 高 声速 的 
那 一 支 约定 称 为 纵波 . 
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v =) 


我 们 看 到 ,如 果 曲线 在 某 点 的 斜率 等 于 声速 时 , 声 
频 声 子 的 发 射 是 可 能 的 ， 于 是 ,邻近 这 点 短波 声 
子 的 频率 w(k) 和 w(k-f) 由 曲线 与 虚线 的 交点 
给 出 ,该 虚线 的 斜率 是 u(n,) ;这 两 点 纵 坐标 的 差 
值 给 出 频率 uf 

然而 , 如 果 两 支 wo (k,) 的 曲线 在 菜 一 点 
上 =k 相交 ,邻近 该 点 三 声 子 过 程 总 是 可 能 的 ,无 
论 曲 线 的 斜率 如 何 ,以 及 是否 是 简单 交点 (图 
27b) 或 者 是 一 个 切 点 (图 27c). 并 且 两 个 短波 声 
子 属于 不 同 频谱 支 . 

现在 让 我 们 来 估计 , 当 有 简 并 点 时 ,长 波 声 频 
声 子 的 有 效 碰撞 数 ， 这 时 应 说 起 这 个 声 子 的 吸收 
和 发 射 过 程 - 过 程 (67. 8) ( 当 这 样 的 声 子 衰变 
时 一 “过 程 (67.7) 一 一 所 产生 的 两 个 声 子 也 将 是 
长 波 声 子 , 即 , 回 到 早已 讨论 过 的 情况 )、 因 此 ,我 
们 应 该 在 假设 

wi ,03 >> 0 cc 大 >0 

下 来 估计 (67.17) 中 的 第 二 项 .同时 我 们 考虑 到 |: 
wex 记 Nu x 1/f, 以 及 被 积 表 达 式 中 余 留 的 因数 可 
用 不 依赖 于 了 的 平均 值 代替 ,因为 积分 仅 在 简 并 
点 近邻 取 值 ， 再 次 引进 8N ex/f * ,我们 得 到 碰撞 pa 
积分 对 了 的 依存 性 的 下 列 形式 的 估计 1(X) wv(/) 8N, 其 中 


y(f) «f° | 5[o (k -站 +un)f -w(Kk)] dk. 
利用 公式 





(68.9) 


[ESE fs， (68. 10) 


积分 在 曲面 F(k) =0 上 取 . 于 是 ,可 将 (68.9) 的 积分 变换 成 kX 空间 中 的 面积 
分 ,其 中 曲面 由 


Q@ 注意 到 
dk=dSdl=dSdF/| ViF|, 


叮 立 即 推导 出 这 个 公式 ,其 中 ! 是 沿 曲 面 法 线 的 距离 . 
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w (kK-f) +u(n)f-w(k)=0 (68.11) 
定义 . 于 是 我 们 有 
a dw03(k) doi(k-f), (68. 12) 
5 as 





其 中 AS(/ 有 ) 是 曲面 (68. 11) 的 面积 ,而 角 括 号 表示 对 曲面 求 平均 . 

让 我 们 考虑 一 个 典型 情况 ,其 中 简 并 点 在 空间 形成 一 条 曲线 ,因此 , 当 
/一 0 时 ,曲面 (68.10) 收 缩 至 简 并 点 位 于 其 上 的 一 条 曲线 ,而 对 于 小 f 则 曲面 变 
成 环绕 这 条 线 的 细 管 ;因此 ,面积 AS 对 了 的 依存 关系 与 管 直 径 与 了 的 依存 关系 
相同 . 

如 果 等 能 面 w(K) 在 简 并 曲线 上 相交 但 并 不 相 切 ( 见 图 27b) ,点 上 离 简 并 点 
的 距离 随 f 线 性 变化 ,而 ASxf 也 是 如 此 . 因为 在 这 个 情况 导数 的 差 在 交点 为 有 
限 ,我 们 有 


积分 (68.5) 现 在 仅 是 对 数 发 散 ,这 个 发 散 性 要 像 当 没有 任何 简 并 情况 ( 见 下 面 ) 
那样 去 除 . 由 于 发 散 是 弱 的 ,通常 在 定律 (68.2) 中 并 不 引起 任何 显著 变化 . 

现在 让 等 能 面 w(K) 在 简 并 点 为 二 次 相 切 . 于 是 ,如 我 们 由 图 27c 所 看 到 
的 ,f 正 比 于 离 相 切 点 距离 的 平方 面积 正比 于 这 距离 本 身 , 因此 A$Sx/“. 在 
所 论述 情况 下 ,对 于 (68. 12) 中 导数 的 差 值 出 现 对 了 的 同样 依存 关系 ,因为 导数 
曲线 相交 而 不 相 切 . 因此 ,在 这 个 情况 ， 

pp (68.14) 

在 热 导 率 中 没有 任何 发 散 性 . 

其 它 类 型 简 并 情况 可 以 类 似 地 进行 研究 中. 

如 果 声 子 谱 中 没有 任何 简 并 性 点 , 则 (至 少 一 个 频谱 支 w(K) 中 ) 对 所 有 方 
向 n 都 必须 满足 条 件 (68.6) ,以 便 保 证 三 声 子 过 程 的 有 限 热 导 率 . 否则 的 话 , 有 
限 热 导 率 仅 由 于 高 阶 (四 声 子 ) 过 程 的 结果 而 出 现 ,定律 (68.2) 并 不 成 立 ， 注意 
到 在 低温 ,平均 自由 程 增加 并 可 能 变 成 与 物体 尺寸 上 可 比较 ;积分 (68.5) 的 发 
散 性 于 是 可 在 /~1/L 了 予以 截止 ,这 会 使 热 导 率 依赖 于 工 . 
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在 低温 (7 << @) , 介 电 体 中 热 传 递 的 性 质变 得 相当 不 同 . 问题 是 在 这 些 条 
件 下 , 倒 逆 过 程 的 数目 变 得 指数 式 小 ,这 由 下 列 论据 可 清楚 看 出 . 
具有 倒 逆 的 三 声 子 过 程 中 , 准 动量 守恒 由 等 式 k=k, +k,+b 所 表达 ,要 求 


(QD 关于 它们 的 讨论 ,在 赫 林 (C. Herring) 的 原文 献 :Phys Rev. , 95(1954) ,954 中 可 以 找到 . 
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三 个 准 动 量 中 至 少 一 个 应 很 大 ,让 这 一 个 为 ~ 5b. 于 是 能 量 w, ~ 9 ,而 因此 能 
量 守 恒 (w = w, + w; ) 要 求 能 量 w ~ 外 也 应 很 大 . 然而 , 当 T<<@ 时 , 绝 大 多 数 声 
子 具 有 能 量 ~ 了 ,具有 能 量 ~ @ 的 声 子 数 为 指数 式 小 量 . 因此 ,无论 对 于 声 子 误 
变 过 程 ,还 是 对 于 二 声 子 聚合 的 逆 过 程 ,初始 声 子 数 都 是 指数 式 小 ,因而 发 生 这 
类 过 程 的 数目 也 都 是 指数 式 小 . 容易 看 出 这 样 的 事实 ,在 这 些 论证 中 是 否 三 声 
子 过 程 并 不 重要 ,这 种 论证 对 涉及 更 多 数目 声 子 的 过 程 是 同等 适用 的 . 
在 这 个 情况 , 热 传 递 的 物理 图 像 如 下 : 声 子 的 许多 正常 碰撞 ,其 中 总 准 动 量 
是 守恒 的 , 仅 导致 在 声 子 气体 中 建立 “内 部 "平衡 , 声 子 气体 仍 可 以 任何 速度 了 
相对 于 唱 格 运动 . 少数 具有 倒 道 的 碰撞 仅 使 分 布 函数 略微 改变 ,但 建立 起 (正比 
于 温度 梯度 的 ) 确 定 速度 了 ;这 个 本 身 也 决定 热流 . 现在 我 们 将 说 明 在 问题 的 数 
学 解 中 如 何 描述 这 个 图 像 由 . 
动 理 方程 可 写 为 
aN, 
oT 
其 中 碰撞 积分 被 分 成 与 正常 碰撞 (下 标 N) 和 倒 逆 碰 撞 ( 下 标 U) 相 联系 的 两 部 
分 . 对 应 于 气体 整体 以 速度 了 运动 的 平衡 分 布 函数 ,通过 将 No(ow) 中 的 自 变 量 
用 wm- 天 .站 代替 而 获得 ; 当 Y 很 小 时 ,我 们 有 


(69.1) 





Lv， VT=I (x) +1,(x), 


aNo (69.2) 
0 
按照 上 述 图 像 ,我 们 寻求 方程 (69.1) 的 下 列 形 式 的 解 : 

X=Xs +Xu, XN =k* VV, Re 
Xu 是 分 布 函数 中 归 因 于 倒 逆 过 程 的 变化 部 分 , 它 远 小 于 Xnw， 如 果 vy 和 vw 分 别 表 
示 有 各 无 倒 道 过 程 时 的 有 效 碰 撞 频 率 的 数量 级 (zu << zw ) ,于 是 


XU /XN ~ Vy/VN: 
代入 (69.1) 导 致 下 列 方程 
oN 
oT 
其 中 作用 于 函数 x 的 线性 算 符 由 (67. 17) 定 义 . 在 表达 式 (69.5) 中 我 们 曾 考 虑 
到 I(xw) =0 的 事实 ,并 将 I (xu ) 项 作为 小 量 而 忽略 掉 ; 在 关系 式 (69.4) 的 条 
件 下 ,右边 余 留 的 两 项 是 相同 数量 级 . 
首先 ,必须 强调 , 当 忽 略 倒 道 过 程 并 且 温 度 梯度 不 为 零 时 , 动 理 方程 一 般 无 
解 ， 确实 ,让 我 们 用 乘 方 程 (69.5) ,对 dk/A(2m) 积分 ,并 对 所 有 声 子 频谱 支 


Ni(w-k: VN (wow) -k:.V 





(69.4) 


(69.5) 





UU: vT=1T\ (xyv) + Tu, (xn) » 


@ ”必须 注意 到 不 含糊 地 将 倒 道 过 程 作为 小 效应 予以 分 出 ,正好 是 通过 $66 中 所 描述 的 对 倒 易 晶 格 
中 元 胞 的 选取 而 达到 的 ;其 结果 是 ,只 有 低能 长 波 声 子 间 的 一 切 碰撞 才 是 正常 碰撞 . 
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求 和 .因为 对 正常 碰撞 ,总 准 动量 是 守恒 的 ,项 人 (yu) 结果 变 为 零 , 以 至 剩 下 
oNo dk d 天 
> [k(n v7) ye [tO (067502 
当 忽 略 倒 逆 过 程 时 ,这 个 方程 右边 为 零 , 然 而 左边 肯定 不 为 零 ( 显 然 被 积 函 数 为 
k 的 偶 函数 ,因为 w(K) 是 偶 函 数 而 z = 9w/9k 是 奇 函 数 )， 这 个 矛盾 情况 意味 着 
动 理 方程 无 解 . 
然而 ,考虑 到 倒 逆 过 程 后 ,方程 (69.6) 确 定 解 (69.3) 中 的 未 知 量 V. 为 简化 
公式 的 记号 ,我们 将 假定 晶体 具有 立方 对 称 性 ， 于 是 晶体 的 各 向 异性 在 (69. 6) 
的 积分 中 并 不 出 现 ?, 因 此 ,代入 (69.3) 的 xwn 后 ,这 个 方程 变 为 








B,vT= -vB,TYV, (69.7) 
这 里 引用 的 记号 是 
B = 7 uN, pi 和 
B, = oT ,7 (69. 8) 
mh 


(将 因数 8, 分 开 是 为 了 简化 以 后 的 公式 ). 

方程 (69.7) 确 定 了 ,于 是 能 流 用 积分 (67.4) 来 计算 ,其 中 N 要 代 之 以 函数 
9A T 9N,o 
=k. Vo . 
dw ww 0 了 


于 是 g = TB,V; 它 与 (69.7) 一 起 给 出 gqg = -KV7T, 其 中 热 导 率 是 


K =Bi/ (vuB,). 
值得 注意 的 是 在 这 个 情况 « 的 计算 并 不 需要 求解 出 动 埋 方 程 (69.5), 只 要 计算 
出 积分 (69. 8). 

积分 B, 和 ,由 频率 范围 w ~ 了 了 予以 确定 ,此 范围 包含 绝 大 多 数 声 子 . 这 些 
积分 仅 以 窜 律 依赖 于 T. 因为 只 有 声 频 声 子 能 具有 低能 ,B, 和 B 实 际 上 只 需 对 
三 个 声 频 支 求 和 .容易 看 出 ,我们 于 是 有 


Bi,B,~T. 
积分 中 包含 指数 依赖 关系 . 它 的 具体 表达 式 可 以 通过 (67. 17 ) 获得 对 


N= -kV 








(69.9) 


(69.10) 


于 倒 逆 过 程 我 们 有 


QD 对 立方 对 称 性 1 任何 二 阶 张 量 归 结 为 一 个 标量 :Cap = 本 ca ， 位 壬 Cuau， 
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Xn, +XN ~XN=V: (kK, +k,—-k)=V.b. 
对 绝 大 多 数 声 子 有 w ~ 7, 而 分 布 函 数 N。 ~ 1, 然 而 ,对 w >> 7 的 声 子 ,也 数 
Ne <<1. 因此 ,在 估计 积分 时 无 需 考 虑 因数 Nu +1 ~1. 函数 
N=e-”(N, +1) 
包含 因数 e ” , 它 也 许 是 指数 式 小 ,而 它 在 对 积分 的 估计 中 有 决定 性 影响 . 
因此 ,如果 我 们 仅 考虑 vu 对 温度 的 指数 函数 依存 关系 ,我 们 有 
zucc > [eso ~ wi ~w2)d kdk,, (O94) 


(gb) 


其 中 求 和 是 对 所 有 频谱 支 g,g,,g; 以 及 对 倒 逆 过 程 中 出 现 的 所 有 非 零 5 取 值 的 . 
方程 


w(K) = ws (Kk,) + ws (Kk—k) (69. 12 ) 


定义 六 维 k,k, 空 间 中 的 五 维 曲 面 . 令 A(g,g,8;) 为 这 个 超 曲 面 上 ov (K) 的 最 
小 值 ;因为 倒 逆 过 程 中 所 涉及 的 声 子 能 量 很 大 ,这 些 值 是 ~ @. (69.11) 中 对 (8) 
求 和 中 的 每 个 积分 正比 于 exp[ -A(g,81,8;)AT]. 仪 保留 其 中 最 大 者 ,我 们 有 


Pe (69.13) 
其 中 4A, 是 A(g,g1,82) 的 最 小 者 . 
我 们 因此 得 出 结论 , 热 导 率 基 本 上 按 指数 函数 关系 依赖 于 温度 : 
(69.14) 


kx exp(4 ZL 了 7) ， 

其 中 A， ~ OB(R.E. Peierls ,1929 ) . 

涉及 更 多 声 子 的 高 阶 过 程 导 致 同样 特性 的 温度 依存 关系 ,并 且 4 为 每 个 过 
程 中 初始 声 子 能 量 的 最 低 可 能 值 ( 或 者 等 价 地 ,参与 过 程 的 所 有 初 、 末 声 子 总 能 
量 最 低 值 的 一 半 )， 原则 上 ,可 能 发 现 这 个 值 小 于 对 三 声 子 过 程 的 ,在 那 种 情况 
下 ,当然 , 当 过 程 的 阶 次 增加 时 ,尽管 指数 函数 的 系数 减 小 ,高 阶 过 程 对 热 导 率 的 
贡献 可 能 变 成 主要 的 . 

与 倒 逆 过 程 频率 mv 不同, 正常 碰撞 的 有 效 频率 上 如 温度 的 乘 害 那样 减 小 ; 
考虑 到 在 $71 中 的 应 用 ,我 们 将 确定 这 个 减 小 的 关系 . 

正常 碰撞 在 具有 w ~ 了 的 声 频 声 子 间 发 生 ,这 些 声 子 形成 绝 大 多 数 . 它们 的 
准 动量 上 ~w 心 ~ T/u， 在 碰撞 积分 (67. 17 ) 中 ,积分 是 对 由 8$ 函数 在 体积 ~ 扬中 
区 分 出 的 具有 面积 ~ 的 曲面 求 的 . 在 这 个 区 域 ,函数 Ne -1 和 函数 we 天 ( 按 
照 (66. 14) ). 因此 msc 了. 比例 系数 最 简单 地 按照 下 列 条 件 来 确定 : 当 了 ~ @ 
时 ,这 个 表达 式 与 估计 量 (68. 3) 必 须 归结 为 相同 结果 ,所 以 


I (69.15) 


‘x OMud 
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$70 杂质 对 声 子 的 散射 


在 前 两 节 中 ,我 们 曾 假 设 晶 格 是 理想 的 ,无 缺陷 的 . 现在 让 我 们 详细 讨论 ， 
在 介 电 体 中 的 热传导 方面 ,杂质 原子 对 声 子 散射 可 能 起 的 作用 . 

就 长 波 声 频 声 子 而 论 ,杂质 原子 是 唱 格 中 的 点 缺陷 . 这 类 缺陷 上 散射 的 特 
征 性 质 在 于 它 是 弹性 散射 ( 声 子 频率 不 改变 ). 并 且 其 散射 截面 随 频 率 降 低 而 迅 
速 减 小 ,或 者 就 等 于 , 随 波 数 如 大 那样 变化 吃 . 

杂质 对 声 子 散 射 的 碰撞 积分 具有 形式 
C(ONi) = Ni | wok Kk ){NE (LT +N) -NGCL+Ne) SCw 0 3 
(70.1) 
照例 ,大 括号 中 的 第 一 项 给 出 每 单位 时 间 下 列 散 射 事件 的 数目 :使 一 个 声 子 从 具 
有 准 动 量 的 任何 值 ' 的 状态 散射 到 具有 给 定 值 的 状态 并 且 对 应 于 相同 能 量 
这 样 的 散射 事件 ， 类似 地 ,第 -项 给 出 使 声 子 从 该 给 定 态 进入 任何 其 它 态 这 样 
的 散射 事件 数 . 如 果 杂 质 原子 无 规 分 布 , 它们 之 间 的 平均 距离 远大 于 散射 振 
幅 , 则 不 同 原子 独立 地 散射 ,概率 是 加 性 的 . 在 ((70. 1) 曾 经 假设 过 的 ) 这 些 条 
件 下 ,散射 事件 的 总 数 正比 于 杂质 原子 浓度 Ni 对 于 各 向 异性 介质 中 的 散射 ， 
函数 w(K,K') 依 赖 于 两 个 矢量 下 和 大 的 方向 ,而 对 其 绝对 值 上 = 大 的 依赖 关系 是 
wxk. 在 (70.1) 中 ,我 们 曾 令 w(k,k') =w(k',k). 这 性 质 与 散射 幅 很 小 有 密 
切 关 系 ; 在 玻 恩 近似 下 , 当 忽 略 二 阶 项 时 ,由 么 正 性 条 件 可 直接 得 出 这 个 结果 
( 见 第 三 卷 , $ 126). 玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 杂质 原子 对 声 子 的 散射 ,然而 ,在 
低温 下 , 当 论 及 具有 小 k 的 声 子 时 ,散射 幅 为 小 量 是 由 于 另外 理由 , 它 正比 于 育 ; 
如 果 忽 略 < 大 的 项 ,我 们 再 次 得 到 上 述 同样 结果 . 

(70.1) 大 括号 中 的 乘积 NN. 相 消 ,在 代入 N=N。+S5N 后 ,碰撞 积分 立即 
被 线性 化 为 : 


C(N) =1.,, (ON) = Ni wl SN. — BN)S(w’ —0w) ee (70.2) 
(27) 


这 个 积分 像 w 那样 正比 于 .因为 当 w <<T 时 ,3N/9Tx1/wx1/k, 在 这 个 频 


率 范围 ,我 们 有 


SNok “. (70.3) 


一 个 类 似 情况 早已 在 $68 中 出 现 过 (比较 (68.4) ). 依存 关系 (70.3) 导致 确定 
热流 的 积分 的 发 散 性 . 因而 晶体 中 杂质 的 存在 本 身 并 不 能 保证 介 电 体 的 有 限 热 


@ 这 是 声波 被 远 小 于 波长 的 障碍 物 散射 的 一 般 性 质 (比较 第 六 卷 , 8 76) ,还 可 与 长 电磁 波 散射 中 
的 相应 情况 (第 二 卷 , 8 79) 进行 比较 . 


$71 介 电 体 中 声 子 气体 动力 学 * 281 . 


然而 ,这 并 不 意味 着 杂质 在 确定 热 导 率 中 一 般 不 起 任何 作用 . 问题 是 杂质 
原子 的 散射 使 声 子 的 准 动 量 并 不 守恒 ,在 这 个 意义 上 它 可 能 起 到 倒 逆 过 程 的 作 
用 . 在 充分 纯 样 品 中 ,可 能 存在 一 个 低温 范围 使 得 杂质 (对 具有 w ~ 7 的 声 子 
的 ) 散 射 的 有 效 频率 ww 介 于 声 子 间 正 常 碰撞 和 倒 逆 碰撞 频率 之 间 : 
ZN >> Zimp >> ZU， 

在 这 种 条 件 下 ,杂质 散射 起 倒 逆 过 程 的 作用 ,如 果 用 六 ,代替 六 ,公式 (69.6) 一 
(69. 8 ) 仍 适用 .于 是 热 导 率 由 公式 (69.9) 给 出 ,其 中 zw 代替 zu : 
KK 二 p， 

pimp 
按照 (70.2) ,zcw ~ T“. 对 声 频 声 子 , 量 B, 和 正比 于 7 ( 见 (69. 10) ). 于 
是 ,在 这 个 情况 ,我 们 有 «x1/T. 
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当 正 常 碰撞 的 平均 自由 程 (7\) 远 小 于 倒 逆 过 程 的 平均 自由 程 ( 坟 ) 时 ， 
(71.1) 


(70.4) 





l/ly ~vy/vy <<1, 
准 动量 近似 守恒 ,使 得 低温 下 晶体 中 的 声 子 系统 在 许多 方面 类 似 于 寻常 气体 . 
正常 碰撞 在 气体 ( 线 度 远大 于 i 的 ) 每 个 体 元 中 建立 内 部 平衡 ,而 每 个 体 元 仍 可 
以 任何 速度 VV 运动 ， 如果 速 度 V 和 温度 7 仅 在 远大 于 的 距离 (和 在 远 长 于 
1/vx 的 时 间 ) 才 发 生 显著 变化 , 则 对 它们 可 导出 “流体 力学 "方程 组 . 我 们 将 在 对 
速度 Y 和 温度 梯度 (它们 将 被 认为 是 同 阶 小 量 ) 为 线性 近似 下 来 构造 这 个 方程 
组 . 而且, 为 简化 公式 ,我 们 将 再 次 ( 像 $69 中 那样 ) 假定 品 体 具 有 立方 对 称 性 . 
所 寻求 的 一 个 方程 表达 能 量 守 恒定 律 ， 它 是 通过 将 分 布 函数 (69.2) 代 入 
(67.3) 和 (67.4) 而 获得 的 ， 当 实现 对 上 的 方向 的 积分 时 ,w (kk .VV)9No/9w 和 
wuN, 的 积分 为 零 ( 比 较 273 页 的 脚注 )， 函 数 No(w) 仅 通过 了 而 依赖 于 坐标 和 
时 间 . 忽略 包含 乘积 了 v7 的 项 ,我 们 求 得 


Bo +BT VV=0, 和 


其 中 


Bs = 3E./97, (71.3) 


EB 是 平衡 能 量 密 度 , 而 B, 由 (69. 8 ) 定 义 . 
第 二 个 方程 表达 准 动量 的 (近似 ) 守 恒 . 它 由 动 理 方程 
| aN 


a . vVN=C,(N) + Cu(N) 


(71.4) 
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通过 以 (69.2) 形 式 的 w 代 人 , 乘 以 上 后 对 di 积分 ,并 按 声 子 类 型 求 和 而 获得 . 
由 于 正常 碰撞 中 准 动量 守恒 ,上 Cs(N) 的 积分 为 零 . 结果 得 到 


9Y 
BT +BYT= -zuB:TY， Wo, 


其 中 B, 和 vu 由 (69.8) 给 出 . 方程 (71.2) 和 (7.5) 形 成 所 寻求 的 介 电 体 中 声 子 
气体 的 流体 力学 方程 组 . 

方程 (71. 5 ) 右 边 指数 式 小 项 (与 v 一 起 的 ) 描 述 倒 逆 过 程 的 影响 ， 当 忽略 
这 项 时 , 准 动量 严格 守恒 . 在 这 种 条 件 下 ,未 阻尼 波 能 在 声 子 气体 中 传播 ,类 似 
于 超 流 体 中 的 第 二 声波 (B. HI. Hemrxos,1946). 的 确 , 由 (71.2) 和 (71.5) 消 去 
Y ,这 种 情况 下 我 们 得 到 下 列 波 方程 : 





a_n (71.6) 
ar” Op 
它 描述 具有 速率 为 
we (71.7) 
的 温度 振荡 的 传播 . 


如 早已 所 过 的 ,低温 下 对 积分 B, ,6: ,B: 的 贡献 几乎 完全 来 目 频 谱 的 声 频 文 ， 
对 于 线性 色散 关系 wo(K) ,这 些 积 分 正比 于 了 ;速率 (71.7) 于 是 不 依赖 于 温度 ， 
并 且 与 声速 为 相同 量 级 外 . 

迄今 我 们 假设 晶体 为 无 限 大 . 在 低温 下 , 当 声 子平 均 上 自由 程 迅速 增 大 时 , 实 
际 可 能 出 现 这 样 一 种 情况 ,其 中 平均 自由 程 变 成 与 品 体 的 大 小 二 可 比较 ,甚至 变 
得 远大 于 后 者 . 这 尤其 适合 于 指数 式 增 大 的 总 、 

让 我 们 考虑 这 样 的 介 电 体 中 的 热 传 递 , 它 具 有 Ll， >>L( 下 面 将 更 明确 规定 
此 条 件 ) 但 仍 有 I << 无; 后 一 不 等 式 使 我 们 能 应 用 声 子 的 流体 力学 方程 (本 A. 
Sussmann ,A. Thellung ,1963 ;P. H. TypxzH,1964 ) . 

由 于 晶体 表面 的 微观 凹凸 不 平 性 , 声 子 通常 从 该 表面 无 规 反 射 (或 称 漫 反 
射 ) ;这 意味 着 声 子 气体 的 宏观 速度 了 在 表面 处 为 零 . 然而 ,方程 (71.2) 和 
(71.5) 并 不 允许 有 这 种 边界 条 件 ; 它 们 的 解 只 能 满足 表面 处 速度 的 法 向 分 量 为 
零 的 条 件 .， 如 寻常 液体 的 流体 力学 中 那 伴 , 切 向 速度 分 量 为 零 的 边界 条 件 要 求 
考虑 到 液体 的 黏 性 . 

在 定 态 情况 ,方程 (71.2) 给 出 YY.Y =0, 即 声 子 气体 为 不 可 压缩 的 .考虑 到 
黏 性 要 在 (71.5) 右 边 增 加 A AV 的 一 项 ,类 似 于 寻常 条 性 流体 的 纳 维 -斯 托 克 


二 ”在 具有 声 子 能 谱 的 各 向 同性 液体 (低温 下 的 超 流 氨 ) 中 ,总 共 只 有 一 个 声 频 支 ,其 中 四 = 由. 于 是 
B18B, = ,B1/B3 -村 ,而 第 二 声速 是 uy = u/y3. 
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斯 方程 中 的 对 应 项 . 在 定 态 情况 ,这 个 方程 是 
Bb 
> 


Bi hm Cis, 


量 人 具有 量 纲 [m /s] ,起 声 子 气体 的 运动 黏度 的 作用 到 . 它 的 计算 原则 上 需要 
相应 动 理 方程 的 解 . 然而 ,对 于 数量 级 估计 ,我 们 可 以 应 用 寻常 气体 动 理 学 理论 
的 公式 , 按 此 有 


a (71.9) 


当 方 程 (71.8) 中 项 vuV 与 AT 相 比 较 可 忽略 时 ,尺寸 大 小 效应 是 占 优势 
效应 . 例如 ,让 我 们 考虑 沿 直 径 为 RR 的 圆柱 棱 的 热 传 递 ，R 是 关于 速度 VV 变化 
的 特征 长 度 , 因 此 AV ~ V/AR". 我 们 看 到 ,如 果 j/R” >> 上 项 yoy 可 忽略 . 利用 
估计 (71.9) ,这 个 条 件 变 成 >> Ls, 其 中 

lL.~R A/ 
在 有 限 物 体 中 起 有 效 声 子平 均 自 由 程 的 作用 . 相反 ,如 果 lw >> 辣 ,物体 的 大 小 
不 重要 ,因而 (69. 14) 有 效 . 

当 1 >> 1 时 , 沿 棒 的 热 传 递 过 程 是 黏 性 声 子 气体 的 泊 肃 叶 流 ， 这 可 用 有 效 
热 导 率 ks 来 描述 , 它 确定 能 流 密 度 为 - kusV7T, 其 中 VY7 是 沿 棒 的 温度 梯度 . 通 
过 将 (71. 10) 代 人 表达 式 ku ~ Culua, 可 以 估计 这 个 热流 .在 低温 下 ,品格 热 容 
Cx7T ,而 按 (69.15) ,ls~u/vsxT .因此 ,有 效 热 导 率 是 

kcRT, GR/ <<l, <<R; 
它 随 温度 的 降低 而 降低 . 

最 后 ,在 更 低温 度 下 , 当 还 有 上 >> R 时 , 声 子 相 互 之 间 的 碰撞 变 成 不 重要 
(如 寻常 高 度 稀薄 气体 的 克 努 森 情况 中 那样 )， 于 是 物体 的 大 小 R 起 平均 自由 
程 的 作用 ,有 效 热 导 率 是 


(71.10 ) 


(71.11) 


ku ~ CuRe TSR Ce 


(H.B.G.Casimir, 1938). 
$72 介 电 体 中 的 声 吸收 长波 


介 电 晶体 中 声 吸 收 的 特性 , 极 大 地 依赖 于 声波 波长 与 热 声 子 平均 月 由 程 ! 
之 间 的 关系 ， 如 果 波 长 远大 于 i(f <<1, 其 中 /是 声波 波 矢 大 的 值 ) ,以 弹性 理论 
的 方程 为 基础 的 宏观 理论 是 有 效 的 ( 见 第 七 卷 ,8$35). 按照 这 个 理论 , 声 吸收 系 
数 由 两 项 组 成 ,它们 分 别 由 介质 的 热传导 和 黏 性 确定 . 两 项 都 正比 于 频率 的 平 


中 ” 纯 定 性 地 考虑 这 个 问题 ,这 里 我 们 完全 忽略 了 晶体 的 各 向 异性 . 必须 记 住 ,即使 具有 立方 对 称 
性 , 黏 性 也 不 是 用 一 个 标量 黏 性 系数 来 描述 ,而 是 要 用 具有 不 止 一 个 独立 分 量 的 四 阶 张 量 来 描述 . 
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方 . 这 里 我 们 的 目的 ,是 寻求 它们 对 温度 的 依存 关系 . 
热传导 对 声 吸收 系数 的 贡献 ,数量 级 上 由 公式 


旺 wzk7a p (72.1) 
uC 


给 出 中 ,其 中 a 是 物体 的 热膨胀 系数 ,C 是 每 单位 体积 的 热 容 ,p 是 密度 . 在 高 温 
了 >>@ 下 , 热 导 率 kcl《7, 而 C 和 a 不 依赖 于 温度 ( 见 第 五 卷 , § 65,§67). 因 
此 ,在 这 个 范围 ,yu 不 依赖 于 温度 ,在 低温 下 ,yu 的 温度 依存 关系 (在 理想 明 格 
中 ) 主 要 由 热 导 率 确定 , 当 了 降低 时 ,y, 指 数 式 增加 . 

现在 让 我 们 来 确定 声 吸收 系数 的 黏 性 贡献 部 分 (A. IH. Axaesep ,1938). 

外 声场 通过 引起 唱 格 的 宏观 形变 而 改变 声 子 色散 关系 . 热 声 子 波长 远 小 于 
声波 波长 ;因此 ,相对 于 热 声 子 来 说 ,可 认为 形变 是 均匀 的 , 即 , 可 以 认为 热 声 子 
是 处 于 仍 为 有 规则 但 周期 性 略 改变 的 晶 格 中 . 按 小 形变 的 一 级 近似 ,这 种 蝇 格 
中 的 声 子 频率 w(K) 与 未 形变 晶体 中 的 声 子 频率 值 wo (大 ) 由 下 列 形式 的 公式 
(72.2) 


Yi 


w(Kk) =w (Kk) (1 +AosU.g) 
相 联 系 ,其 中 








和 -2 + 
是 应 变 张 量 , 而 U 是 位 移 和 撩 量 ， 晶体 的 特征 张 量 A 一 般 依赖 于 ;然而 ,对 具有 
线性 色散 关系 的 长 波 声 频 声 子 , 它 并 不 依赖 于 上 的 绝对 值 . 
(72.2) 中 的 括号 内 还 应 包含 形式 为 A VxU 的 一 项 , 它 表达 下 列 平凡 事实 : 
如 果 形 变 引 起 蝇 客 体积 元 的 转动 (VxUz#0) ,这 改变 了 ( 倒 易 晶 格 ) 轴 的 方向 ， 
色散 关系 中 声 子 的 准 动量 是 相对 这 些 轴 定义 的 ;项 入 Vx 品 应 描述 的 相应 变 
化 . 我 们 在 (72.2) 中 没有 写 出 这 项 ,因为 先 验 地 显然 它 不 能 影响 我 们 这 里 论 及 
的 声波 中 的 能 量 耗 散 : 实 际 物理 效应 ( 耗 散 ) 不 能 依赖 于 矢量 vxU, 即 使 对 于 物 
体 整 体 的 纯粹 转动 , 它 也 不 等 于 零 . 
由 于 唱 格 形变 引起 的 声 子 分 布 函数 的 变化 由 动 理 方 程 
N,. 0N. 72 3 
Ea + oF =C(N) (72.3) 
给 出 ,其 中 C(N) 是 声 子 声 子 碰撞 积分 (67.6) , 了 是 由 形变 必然 引起 的 晶体 中 给 
定点 的 温度 变化 率 . 以 通常 方式 将 这 个 方程 线性 化 ,并 应 用 (67. 15 ) 所 定义 的 


X ,我 们 可 以 将 它 化 至 下 列 形式 : 


0xp 9X, 


@ ”为 明确 起 见 ,我 们 给 出 每 单位 路 程 长 度 的 吸收 系数 . 对 于 每 单位 时 间 的 系数 与 频率 和 温度 的 依 
存 关系 是 相同 的 ,因为 两 个 系数 的 定义 仅 相 差 一 个 恒定 因数 声速 . 
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(72.4) 





其 中 A(X) 是 线性 化 碰撞 积分 (67. 17). 方程 (72. 3) 左 边 的 导数 w 已 借助 于 
(72.2) 了 予以 变换 ;此 处 及 以 后 将 略 去 未 扰 频 率 的 上 标 (0). 


导数 了 原则 上 可 以 借助 于 同一 张 量 A 来 表达 . 将 方程 (72.4) 两 边 用 w 
乘 , 对 空间 积分 ,并 对 所 有 声 子 频 谱 支 求 和 ,由 于 碰撞 中 能 量 守恒 ,结果 右边 归 
结 为 零 . 方程 左边 给 出 


T ~ (72.5) 
= AgU op 


其 中 和 A 是 张 量 A 对 w 3No/3w 求 平均 的 结果 .在 高 温和 低温 两 个 极限 情况 
下 ,As 都 是 不 依赖 于 温度 的确, 当 7 >> @ 时 , 求 平均 中 重要 的 声 子 是 具有 与 温 
度 无 关 的 准 动量 及 ~， ~1/d 的 那些 声 子 . 而 当 T7T << 8 时 ,长 波 声 频 声 子 是 重 
要 的 声 子 , 具 有 和 ,不 依赖 于 ,因此 求 平均 再 次 不 会 导致 对 温度 的 任何 依存 性 . 

用 A,s -As = 包 ,我 们 将 动 理 方程 写成 

N . 
oh Uo =10X). (72.6) 

其 次 ,让 我 们 推导 关于 非 平衡 声 子 气体 中 能 量 耗 散 的 公式 . 我 们 从 玻 色 气 

体 每 单位 体积 的 精 的 表达 式 出 发 : 








5 [ {CN+1)n(N+1) - Nin Ny 1 (72.7) 
( 见 第 五 着 ，§55)、 这 个 表达 式 对 时 间 求 导数 给 由 
= N+1 dk (72.8) 
= > | NIn Nn) 


这 里 用 积分 C(N) 代 替 和 N (比较 $4) 并 适当 地 重新 命名 表达 式 (67.6) 中 两 项 内 
的 变量 ,kk 人 k, ,我 们 可 将 $ 化 至 下 列 形式 : 
S = 7 5 wks skssk ) dw ~ wa 03) x 


E18283 





(N, +1)N,N, dk dk, 
nl 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 N, +i)NN, -NGCNW +1)(N, +1 ; 
er MA 0 0 er 


用 了 乘 上 式 给 出 耗 散 函数 , 即 ,每 单位 时 间 和 体积 所 耗 散 的 能 量 . 代入 N=N。 +8N 
(用 (67. 15) 形 式 的 8N) ,并 保留 以 8N 的 寡 展 开 式 中 的 第 一 (二 次 ) 项 ,我 们 求 得 


TS = = > | wk ,kosk )S(w -ay -ws) x 


B18283 
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x No +1)NoNo(Y -Xs 0 6 
(27) 
上 述 公 式 足 以 确定 声波 吸收 系数 的 温度 依存 关系 . 让 我 们 首先 考虑 高 温 范围 . 

在 这 个 情况 ,碰撞 积分 7(x ) 包含 温度 因数 四 ( 见 8$68 开头 )， 在 动 理 方 程 
(72.6) 左 边 我 们 有 wewo/sw= -To, 而 且 对 绝 大 多 数 声 子 频率 w ~ @ 不 依赖 
于 温度 . 因此 ,对 于 这 些 频 率 ,我 们 有 

x ~ Ug 
由 表达 式 (72.9) ,其 中 应 令 No= To >> 1 ,现在 我 们 求 得 耗 散 沙 数 不 依赖 于 温 
度 . 对 于 吸收 系数 同样 也 是 正确 的 ; 它 是 通过 将 耗 散 函 数 除 以 声波 中 的 能 流 密 
度 而 获得 的 ,而 后 者 也 是 不 依赖 于 温度 的 量 . 因此 , 当 7 了 >>@ 时 ,声波 吸收 系数 
的 黏 性 部 分 和 热传导 部 分 都 是 不 依赖 于 温度 的 . 

在 低温 下 ,首先 必须 强调 ,与 热传导 问题 的 一 个 基本 差别 是 :即使 忽略 倒 道 
过 程 (低温 下 其 频率 很 小 ) ,声波 吸收 系数 也 是 有 限 的 . 注意 到 在 热传导 的 情况 ， 
当 忽 略 倒 逆 过 程 时 , 动 理 方程 无 解 ; 这 是 因为 将 这 个 方程 乘 以 天 并 对 整个 声 子 谱 
积分 后 会 引致 予 盾 的 结果 :方程 右边 变 为 零 而 左边 显然 不 为 零 ( 比 较 (69.6)). 
然而 ,对 于 方程 (72.6) ,并 不 出 现 这 样 的 了 矛盾 ;因为 它 的 左边 是 上 的 偶 消 数 , 乘 
以 左 后 变 成 奇 函 数 , 而 对 di 上 积分 变 为 零 . 同时 意味 着 ,含有 倒 逆 过 程 算 符 的 
项 , 即 KkIu,(xX), 它 的 积分 也 为 零 ， 因 为 这 不 是 由 任何 守 午 律 所 保证 的 ,因而 对 动 
理 方程 的 解 强加 了 一 定 条 件 :函数 x(K) 必 须 是 天 的 偶 函 数 ( 因 而 kl (x) 是 奇 敬 
数 ,因为 容易 证 明 算 符 1 并 不 改变 x 的 奇偶 性 ). 这 个 条 件 消 去 了 归 因 于 ( 当 没 
有 倒 逆 过 程 时 ) 存 在 形式 为 x =k， 8VY 的 “寄生 " 解 的 任意 性 .因为 它 是 上 的 奇 
疯 数 ,从 而 保证 了 这 些 过 程 不 存在 的 极限 情况 下 的 正确 过 渡 . 

当 7 了 <<8 时 ,具有 能 量 w ~ 了 7 的 声 子 在 碰撞 积分 中 (和 在 耗 散 函数 中 ) 是 最 
重要 的 . 这 些 是 频谱 声 频 支 中 的 长 波 声 子 ; 它 们 的 频率 随 上 线性 变化 ,因此 它们 
具有 ~7T/u. 根据 (66. 14) ,对 于 这 种 声 子 的 碰撞 ,在 积分 (67. 17) 中 函数 w 是 
wc kk 1 分布 函数 NV, 仅 依赖 于 比值 wz7 ,所 以 当 w ~ 了 时 有 Nu ~1. 积分 是 对 
dk =p?dkdo, 求 积 ,而 对 是 在 ~T 的 区 域 . 因此 ,每 个 因数 上 ,及 ,k, 对 积分 页 
献 一 个 因数 了 ,而 8 函数 给 出 因数 1/7， 从 而 整个 积分 ,在 其 对 温度 的 依存 关系 
方面 估计 为 XT“. 当 w ~7 时 , 动 理 方程 (72.6) 左 边 不 依赖 于 温度 因此 , 当 
ww ~ 了 时 ,我 们 有 

x FP De 
然后 ,积分 (72.9) 的 类 似 估计 导致 这 样 的 结果 , 耗 散 函数 ,从 而 声波 吸收 系数 的 
黏 性 部 分 反比 于 人 因此 
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yw/T,， 当 T<<O. 人 
对 倒 逆 过 程 没 有 任何 需要 ,其 结果 是 这 部 分 吸收 系数 仅 以 宪 律 随 温度 的 降低 而 
增加 ,而 不 是 按 指数 律 变化 . 

前 述 推导 过 程 中 耗 散 郴 数 的 应 用 ,使 得 有 可 能 回避 将 晶体 中 的 黏 性 应 力 张 
量 通过 声 子 分 布 函数 来 表达 的 问题 . 这 不 是 一 个 平凡 问题 ,因为 实际 动量 流 张 
量 是 复杂 的 ,这 个 动量 与 声 子 的 准 动量 不 相同 . 我 们 将 阐明 怎样 从 耗 散 函数 的 
形式 推导 出 这 个 表达 式 . 


为 此 ,我 们 再 次 从 积分 (72.8) 出 发 ,现在 将 其 中 的 导数 W 写成 动 理 方程 
(72. 6) 左 边 的 表达 式 . 被 积 表达 式 中 的 对 数 写成 下 列 形式 [ 见 (67. 16) ] ; 


N Vo XN -xX 
dl X\|~2 -2 
"N+l || T 


dk 。 (72.11) 
> 人 
| whas PE EE 


其 中 SN = -x9No/9w. (根据 As 的 定义 ,具有 代替 Y 的 因数 w 的 项 恒 变 为 零 ). 
代替 A =Aos -Ag, 这 里 我 们 可 以 简单 地 令 它 为 和 A, 因为 根据 对 8N 所 强加 的 
补充 条 件 (67. 1 4) 含 有 常量 因数 As 的 项 为 零 . 

为 一 方面 ,( 每 单位 体积 的 ) 耗 散 函 数 可 以 通过 夭 性 应 力 张 量 o' 表 达 为 


Ua( 比较 第 七 卷 ,$34)， 因 此 ,与 (72. 11) 的 比较 给 出 黏 性 应 力 张 量 的 下 列 





结果 求 得 


- [ors LN (72. 12) 
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在 短波 的 相反 情况 下 ,fi1>>1, 可 以 认为 声波 阻尼 过 程 是 当 声 量子 与 热 声 子 
碰撞 时 个 别 声 量子 被 吸收 的 结果 (1. I. JIapnay,IO. B. Pymep ,1937). 为 了 使 这 
个 处 理 方法 成 为 可 容许 的 , 热 声 子 的 能 量 和 动量 必须 充分 精确 地 子 以 确定 : 当 通 
过 一 个 声 量子 的 吸收 而 改变 时 ,由 于 有 限 平 均 自由 程 ,它们 必须 进入 量子 不 确定 
度 以 外 的 范围 ,这 个 条 件 由 不 等 式 且 >> 1 所 保证 . 实际 上 ,这 种 情况 仅 在 低温 
下 , 当 平 均 自 由 程 变 得 充分 长 时 ,才能 出 现 . 

在 一 级 近似 下 , 即 , 当 考 虑 涉及 最 少量 声 子 的 过 程 时 ,我 们 有 三 声 子 过 程 : 


天 +f=k,, w+w =w,, (73.1) 


其 中 w 和 是 声 量子 的 能 量 和 准 动量 ,而 w,,k 和 w,,k, 属 于 热 声 子 . 后 者 是 
WI ,0 ~ Tk :ks ~ IT/u. 我 们 以 下 将 假设 
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fiw <<T. (73.2) 
于 是 @ ,@, 和 ,分别 远 大 于 ww 入 

如 我 们 在 $68 中 曾经 看 到 的 ,守恒 律 (73. 1) 仅 当 热 声 子 速率 超过 所 吸收 
(或 所 发 射 ) 声 量子 速率 时 才能 得 到 遵守 . 我 们 将 不 深入 各 种 可 能 情况 的 讨论 ， 
而 假设 声波 不 是 “ 纵 " 波 ( 即 ,并 不 对 应 于 具有 最 大 速率 的 声 子 谱 的 声 频 支 ) ,并 
假设 所 述 条 件 因 而 是 满足 的 . 因为 w 和 上 j 很 小 , 初 态 和 末 态 热 声 子 一 般 属于 声 
子 谱 的 同一 声 频 支 ;在 低温 时 ,它们 是 长 波 声 子 . 

三 声 子 过 程 中 声 子 发 射 和 吸收 的 概率 由 公式 (66.9) 或 (66. 11) 给 出 ， 同时 
占有 数 N= 圭 N(k,) 和 NN, 三 N(k,) 由 普 朗 克 平 衡 分 布 函数 (67.9) 给 出 ,宏观 声 波 
对 应 于 给 定 声 子 态 f 的 很 大 占有 数 ; 与 此 相 比 较 ,“1” 当 然 可 以 忽略 省略 因数 
N( 了 ) ,我 们 获得 每 个 声 量 子 的 概率 . 

因此 ,在 声 量子 与 具有 一 切 可 能 k, 值 的 热 声 子 的 碰撞 中 , 声 量子 的 吸收 概 
率 由 下 列 积分 给 出 : 
dk (73.3) 
(2T) 
通过 所 有 可 能 的 声 子 ,的 声 子 f 的 发 射 这 种 逆 过 程 的 概率 是 
dk (73.4) 
(2T) 
按照 (66. 14) ,公式 (66.9) 和 (66.11) 中 函数 w 可 写成 形式 4k,k,f, 这 里 考虑 到 
了 所 有 三 个 声 子 都 是 长 波 声 子 (4 是 所 有 声 子 的 方向 的 函数 ). 

声 子 吸收 ( 声 子 数 的 相对 减 小 率 ) 由 这 两 个 概率 的 差 值 确定 . 因为 频率 w 
远 比 wy 和 w, 小 ,我 们 有 


0 
N,(N, +1) —- (N, +1)N,=N, -~N,= -ow. 


0 
因此 ,吸收 系数 是 


Ew EAN,(N, +1)8(w +wo -oo) 一 一 


| 4 EfN,(N, +1)38(o +w -oow) 一 一 一 


(73.5) 





aN 
yo of | Akih, > 8(w +w —w,)dk. 
1 


我 们 感 兴趣 的 是 这 个 量 对 声 频率 w 和 晶体 温度 7 了 的 依存 关系 . 它 由 下 列 事 
实 完全 支配 :(73.5) 中 所 有 频率 都 是 波 矢 的 线性 函数 .为 简化 讨论 , 取 w= Uf， 
wo =uki ,w2 = wks ,就 足够 了 ,其 中 U0 入 是 不 依赖 于 方向 的 速率 . 
因为 f 很 小 ,我 们 可 令 二 hk 根据 相同 理由 ， 


u 
= ufcos 0 =w cos 0， 


U 


WW) 一 WI 人 


| 
ok 
其 中 6 是 f 和 之 间 的 夹 角 . 于 是 
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(w+w—w,) a -二 cos 0) i 
Ww U 


而 积分 (73.5 ) 变 成 





oN 
yxo | 4 8(1 -cos 0) kidk, deos 0, C07050, 
@w 
或 者 ,除去 8 函数 后 ， 
,| ON 
yro [x a | 上 





因为 N 仅 是 比值 w,AT=wk/T 的 函数 (由 于 迅速 收 伍 性 ,对 的 积分 可 扩展 至 
o ) , 余 留 积分 正比 于 7“. 因此 


ywrT“. (73.7) 


这 里 , 声 吸 收 系数 随 频率 线性 变化 . 

用 上 面 所 假设 的 条 件 (73.2) ,所 述 的 声 衰减 机 理 完全 类 似 于 等 离 体 中 的 朗 
道 阻尼 . 这 里 “共振 电子 ”由 随 声 波 同 相 运动 的 声 子 所 代表 . 因此 ,(73.6) 和 朗 
道 阻尼 公式 (30.1) 之 间 自 然 地 存在 相似 性 . 
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量子 液体 
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关于 正常 费 米 液体 中 准 粒子 的 动 理 方程 ,早已 就 振荡 在 该 液体 中 传播 的 问题 这 
方面 讨论 过 ( 见 第 九 卷 , $4 和 8$5) ,对 于 这 些 问 题 , 方 程 中 的 碰撞 积分 是 不 重要 的 . 
现在 我 们 将 继续 讨论 其 动 理 方程 ,以 便 将 它 应 用 到 与 碰撞 特别 有 关 的 耗 散 过 程 . 


费 米 液体 中 的 准 粒子 具有 自 旋 为 了 相应 地 ,它们 的 分 布 函 数 一 般 情况 下 对 


于 自 旋 变 量 是 矩阵 ， 然 而 ,对 于 广泛 类 型 的 问题 ,其 中 只 考虑 不 依赖 于 自 旋 变 量 的 
分 布 就 足够 了 .这 种 情况 下 ,分 布 函数 简化 至 标量 函数 n(r,p) ,这 样 归 一 化 使 得 
ndsp/(2m 堪 )? 是 单位 体积 中 具有 动量 在 dp 范围 和 给 定 自 旋 分 量 的 准 粒子 数 . 

费 米 液体 频谱 的 特征 性 质 是 : 准 粒 子 的 能 量 a 是 分 布 函 数 的 泛 函 ， 当 后 者 
有 小 量 改 变 时 : 
n(r,P) =m(P) + 8n(r,p) We 
(其 中 nn。 是 平衡 分 布 ) ,能 量 的 相应 改变 是 

5e(rip) = {App) Bn(rip) Ls a 


其 中 fl(p,p') 是 准 粒 子 相 互 作用 函数 . 因此, 分布 (74.1) 对 应 于 准 粒 子 能 量 


(74.2) 


e(r,p) =eu(P) +8e(r,p)， (3 
其 中 so(p) 是 对 应 于 平衡 分 布 的 能 量 . 
动 理 方程 是 
Bn bs dn de (74.4) 


-一 + -一 ，- 一 一 一， -一 “CC(n). 
of 0D 0r or > 


它 的 特征 性 质 是 ,在 不 均匀 液体 中 ,即使 没有 外 场 ,方程 左边 也 含有 涉及 导数 
9e/9r 的 项 ,这 是 由 于 e 对 坐标 的 依存 关系 (74. 3). 
方程 (74.4) 右 边 的 碰撞 积分 具有 形式 : 
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CO) = [wlpspisp’ pan (ln) (ln) - 
dpidp’ 
(27h), 
其 中 mm mm 是 互 碰 准 粒子 动量 PP,pi,p',p "的 函数 .假设 早已 考虑 到 碰撞 
中 的 动量 守恒 定律 ,因此 p+p, =p ’ +p"; 从 而 (74.5) 中 的 积分 (不 是 对 三 个 而 
是 ) 仅 对 两 个 动量 求 积 . 能量 守恒 定律 由 明显 写 出 5 哺 数 而 子 以 保证 . 最 后 ,w 
是 动量 的 函数 , 它 确定 碰撞 概率 ， 方 括号 中 的 第 一 和 第 二 两 项 分 别 给 出 作为 磁 
撞 的 结果 进入 和 离开 特定 量子 态 的 准 粒 子 数 . 它们 与 玻 尔 兹 曼 气 体 的 碰撞 积分 
中 对 应 项 的 差别 是 这 里 有 因数 (1 -nn) ,等 等 . 这 些 因数 的 出 现 归 因 于 费 米 统计 
法 ,由 于 此 因数 ,碰撞 使 准 粒 子 进入 未 占有 态 . 

玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 费 米 液体 中 准 粒子 的 碰撞 ， 然而 , 正 、 道 散射 过 程 的 
概率 仍 可 认为 相同 . 我 们 所 考虑 的 量 是 早已 对 准 粒 子 自 旋 方 向 求 平 均 后 的 量 . 
在 这 些 条 件 下 ,散射 概率 仅 依 赖 于 互 碰 粒 子 的 初 动量 和 末 动 量 . 这 使 我 们 能 够 
应 用 §2 中 推导 细致 平衡 原理 的 形式 (2.8) 时 的 同样 论据 . 这 里 重要 的 是 , 费 米 
液体 中 仍然 有 空间 反 演 下 的 不 变性 . 这 样 一 来 ,我 们 得 出 下 列 等 式 

w(p’ ,pp,Pi) =w(p,pip' PP)， 
这 在 碰撞 积分 (74.5) 中 早已 应 用 过 . 函数 w 一 般 依 赖 于 态 占 有 数 ,因而 依赖 于 
温度 . 然而 ,因为 温度 很 低 ( 整 个 费 米 液 体 理论 中 的 重要 之 点 ) ,碰撞 积分 中 的 w 
应 理解 为 对 了 =0 所 计算 出 的 函数 . 
其 实 , 当 我 们 用 费 米 平衡 分 布 函 数 
no(£) = [exp 
代替 并 时 ,积分 (74.5) 恒 等 地 变 为 零 . 因为 
Tp( -7 
我 们 立即 看 到 能 量 守 恒定 律 导致 等 式 
nonol nono (74.7) 
(1-n)(l-no) (1-n)(l -no) 

让 我 们 阐明 如 何 借助 于 动 理 方程 通过 分 布 函数 来 表达 费 米 液体 中 的 质量 ， 
能 量 和 动量 守恒 定律 . 准 粒子 能 量 对 其 分 布 的 依存 性 使 之 成 为 一 个 相当 特殊 的 
问题 . 

我 们 将 方程 (74.4) 两边 对 2d p/(27) 积分 (因数 2 是 考虑 到 自 旋 的 两 个 
可 能 方向 ). 由 于 碰撞 中 准 粒 子 数 守 恒 ,C(nmz) 的 积分 为 零 . 在 方程 左边 ， 
-(snep) . (sseor) 的 项 用 分 部 积分 ,于 是 方程 变 为 


-nn(l-n)(l-n)j8(e+e, -ee’-e') 





(74.5) 





oe—H (74.6) 
T +1 


- 292 . 第 八 章 量子 液体 


ON . 
—+y*i=0, 
ot 

其 中 NN 是 准 粒子 的 数 密度 ， 


而 gs = 9e/ep 是 准 粒 子 的 速度 ,这 是 准 粒 子 的 连续 性 方程 ,因此 i 是 准 粒 子 流 
密度 . 因为 费 米 液体 中 准 粒 子 数 与 实际 粒子 数 相 同 ,i 同 时 也 是 实际 粒子 流 密 
度 , 所 以 i= (p/m). 

现在 让 我 们 对 方程 (74.4) 两 边 首先 乘 以 已 后 再 实施 上 述 同 样 运算 .因为 碰 
撞 中 准 粒 子 的 总 动量 守恒 ,PC(n) 的 积分 为 霉 . 左边 用 矢量 分 量 写 出 是 
9(p。) am de dn de\ 2d 
0 ge 
第 二 项 中 的 被 积 表达 式 可 以 重 写成 

9 02 0 9 02 
| ea i | pa A 

积分 后 ,第 三 项 给 出 为 零 ,第 二 项 给 出 液体 能 量 密度 的 导数 9E/sx。; 注 意 到 费 
米 液 体 中 准 粒 子 能 量 通过 内 能 的 变 分 来 确定 ; 


2d'p (74.9) 
8E = [6é8 , 
| 《2 用) 








因此 我 们 有 下 列 形式 的 动量 守恒 方程 : 
91。 


0 
SS + =0 
i Ps? Oxp ， 





其 中 动量 流 密度 张 量 是 


| 
最 后 ,方程 (74.4) 两 边 乘 以 并 积分 ,我 们 类 似 地 获得 能 量 守恒 方程 : 
a9E/at+yY' gq=0, 


(74.10) 


其 中 能 流 密度 是 


了 (74.11 ) 


在 平衡 时 ,所 有 流 i,qg 和 I,g 均 为 零 . 关于 这 些 量 ,我们 可 以 推导 它们 对 受 
扰 分 布 (74.1) 中 小 校正 sn 为 线性 的 表达 式 . 

平衡 函数 m 仅 依赖 于 准 粒 子 的 能 量 , 它 本 身 又 是 对 应 于 平衡 分 布 . 这 个 事 
实用 对 se 的 下 标 “0” 来 表示 ,我 们 以 更 明确 形式 写 出 定义 (74. 1) : 


@ ”这 里 和 本 节 的 以 后 部 分 ,《…) 表 示 对 分 布 的 积分 : 


i 
‘ | " (27h) 
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n(r,p) =mno(ceo) + 6n(r,p). (74. 12) 
如 果 将 no 表达 为 准 粒 子 实际 能 量 s 的 函数 ,我们 必须 令 
dno 
no(eo) = no(e) -06 本， 
受 扰 分 布 函数 于 是 变 为 
n(r,p) =no(e) + Si(r,p), 
Bi =8n -sec =n {flpsp’) nr,p’) bs. (74.13) 
O05 有 


因为 在 积分 (74.8) 一 (74.11) . ,2 和 v = 9e/6p 已 是 准 粒子 的 实际 能 量 和 
速度 ,用 (74. 13) 形 式 的 nn 代入 其 中 就 够 了 ,于 是 立即 给 出 


2d'p 
二 Sn i 
i fs» Op 
3 
4 = Js 有， (74.14) 
1 


1 = foe vadn 7 
(在 最 后 一 个 表达 式 中 ,我 们 还 应 用 了 (74.9)). 现在 ,因为 55 的 一 阶 项 已 经 分 
出 ,我 们 当然 可 以 在 积分 (74. 14) 中 把 s 当 作 so(P) 处 理 . 

就 像 已 多 次 作 过 的 那样 ,我 们 将 5n 表达 为 
Ono (74.15) 
902 
在 这 个 情况 ,因数 9n6/9e 的 分 离 具 有 特殊 意义 ， 微 扰 5n 集中 于 费 米 分 布 的 效 
变 区 ， 导 数 9no/9e 也 正好 在 该 区 域 显 著 异 于 零 ; 当 这 个 因子 被 分 出 时 , 余 留 部 
分 铺 是 慢 变 函 数 . 与 (74. 15 ) 一 起 ,我 们 将 写成 

no no(l—no) (74. 16 ) 


于 


0€ T 


n= -yw 


其 中 


Ce ') (74.17) 


dip’ 
p = 消 - [fl(p,p") (PP ) oh 


在 对 小 比值 Ter 的 零 级 近似 下 ， 二 no(2) 可 用 在 极限 能 量 sr 处 截止 的 阶 
跃 孙 数 来 代替 . 于 是 





ono 


E73 
对 dp 的 积分 归结 为 对 费 米面 = = es 上 的 积分 , 动量 空间 中 两 个 无 限 邻 近 的 等 
能 面 之 间 的 体积 元 是 


(74.18) 
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ee (74. 19 ) 
|ae/ap|’ 
其 中 ds 是 等 能 面 上 的 一 个 面 元 . 因此 对 dp 的 积分 变 成 按 公式 
{dCs -er) dp= | (74. 20) 


在 费 米面 上 的 积分 ,其 中 ve 是 费 米面 上 的 速度 值 ， 这 个 公式 并 没有 应 用 费 米面 
是 球形 ;在 球面 上 ,dS; =prdo, 具 有 恒定 pi. 
经 过 这 个 变换 后 ,定义 (74. 17) 变 成 


(74.21) 
Pr,p) =%(7,p) + [Ap pr Wr pr) i 
其 中 pt 表示 费 米面 上 的 动量 (具有 可 变 方 向 !). 粒子 流 的 表达 式 是 
Ve “do (74. 22) 





vp (27#) 
而 动量 流 由 类 似 表达 式 给 出 . 在 能 量 流 中 ,近似 (74. 18 ) 显然 不 充分 : 它 会 使 4 
简单 地 化 为 运 流 能 量 传递 epi, 下 列表 达 式 中 的 第 一 项 
oo, 2d p 74.23 
qd = eri-— | (一 0 9 02 ( ) 
为 使 碰撞 积分 线 a 2 的 函数 的 平衡 分 布 
no(e) 使 碰撞 积分 为 零 帆 因此 ,线性 化 是 通过 代 人 形式 为 (74. 13) 和 (74. 16 ) 的 
n 而 完成 的 ,具体 计算 类 似 于 从 (67.6) 变 至 (67.17 ) 所 进行 的 计算 . 将 (74.5) 
中 方 括号 内 的 表达 式 写 成 下 列 形 式 





有 ! n nl 
(CI -nn)(l -nm)(l-n’ en 
并 且 注 意 到 
人 
ee 了 
结果 得 到 
C(n)=I(9) = [wnonor (1 —n’o)(l -有 Ce +p" -9—-9) Xx 


dpidp’ 
(2mh)® 

现在 把 注意 力 转 到 (要 通过 求解 动 理 方程 ) 寻求 的 分 布 函数 的 微 扰 ,出 现在 
碰撞 积分 中 的 形式 ,如 出 现在 流 的 表达 式 (74. 14) 中 那样 是 相同 的 67 如 果 动 


Q@ 应 着 重 指出 这 个 说 明 的 一 般 性 质 . 它 适用 于 涉及 费 米 准 粒 子 的 任何 磁 撞 积分 ,而 不 仅 适用 于 积 
分 (74.5). 





x8(e +E’ -8 一 2 (74.24 ) 
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理 方 程 (74.4) 左 边 可 以 省 略 5n 的 项 (如 在 计算 热 寻 率 和 么 度 中 那样 , 见 下 让 ) ， 
则 准 粒 子 相 互 作 用 王 数 所 P,P) 并 不 明显 出 现在 结局 方程 中 :对 未 知 量 85 的 带 
8 的 方程 与 对 未 知 量 jn 的 f=0 的 方程 相同 . 换 句 话说 ,在 这 类 问题 中 ， 费 米 液 
体 “ 效 应 并 不 出 现 ,形式 上 与 费 米 气体 的 情况 完全 相同 . 
我 们 将 证 明 特 定 一 类 问题 中 出 现 的 同样 情况 . 这 类 问题 中 , 动 理 方程 左边 
必须 保留 5n 的 一 阶 项 ， 如果 函 数 m 不 依赖 于 坐标 ,这 些 项 是 
9t or op op or 


_ 90n .dn ,9no 0 
a Sfpsp) on(rp) es 有 
用 (74.13) 的 755, 它们 变 成 
907 . 906N (74.25) 


十 人 。 
at ar 

如 果 可 以 忽略 时 间 导 数 项 ,这 里 又 只 有 5 元 出现 

这 些 陈 述 不 仅 对 电 中 性 费 米 液体 适用 ,而且 对 金属 中 的 电子 液体 仍 适 用 ,后 
者 将 在 下 一 章 中 考虑 . 为 此 ,以 及 为 了 不 必 再 回 到 这 个 论题 ,我们 在 这 里 将 作 几 
点 补充 评注 . 

如 果 准 粒子 携 有 电荷 -e, 于 是 在 有 电磁 场 的 情况 下 ,导数 万 = -9e/9r 还 包 
含 作用 于 电荷 上 的 洛 伦 兹 力 的 补充 项 ， 因 此 , 动 理 方程 左边 包 仿 一 


—-e(E + [a *B]) 。 


电场 一 般 假设 为 很 弱 , 在 -eE: 9n/9p 的 项 中 令 a 磁场 项 对 仅 依 
赖 于 & 的 函数 m(e) 恒 为 零 . 然而 ,如 果 场 很 强 ,必须 也 保留 in 的 一 阶 项 . 这 些 
项 是 
0Sn 908e Ono_ ee . [98n no 98e 

ne ap | ap *B) en I a | 
(其 中 v = 3e6/93p). 大 括号 中 仅 依 赖 于 e 的 因数 9no/9e 可 取 至 9/9p 后 ( 它 的 
导数 平行 于 v ,因而 用 mw x B 相 乘 时 给 出 结果 为 零 ). 因此 ,这 些 项 归结 为 下 列 
形式 
-全 Te xB] (74. 26) 
它 又 是 仅 包 含 57. 
$75 费 米 液体 的 热 导 率 和 和 锋 度 


费 米 液体 的 黏度 和 热 导 率 对 温度 的 依存 关系 ,可 通过 简单 定性 论据 子 以 建 
立 ( 开 .多 . IIoMepaHdyk,1950 ) . 
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按照 气体 动 理学 理论 的 初等 公式 (8. 11) ,黏度 是 ”~mNzl, 其 中 m 是 粒 于 
质量 ,N 是 粒子 数 密度 ,zi 是 平均 热 速 率 和 1 是 平均 自由 程 . 目前 这 个 情况 , 动 理 
理论 的 粒子 是 准 粒 子 ,但 因为 二 者 数目 相同 ,乘积 mw 是 不 依赖 于 温度 的 量 ， 
即 液体 的 密 刻 中 速率 ~ 着, 其 中 因 是 费 米 面 上 与 温度 励 关 的 速率 . 平均 自由 
程 1~wrr, 其 中 是 准 粒子 碰撞 之 间 的 时 间 ， 这 个 时 间 随 温度 如 了 ”那样 变化 
( 见 第 九 卷 , 8$ 1) ,所 以 对 黏度 也 有 


人 cc 了 一. (75.1) 


热 导 率 按 公 式 (7.10) 估 计 :k ~cNi ,其 中 ec 是 (每 个 粒子 的 ) 热 容 . 对 于 费 
米 液 体 ,cx< 了 ,因此 
(75.2) 


kXT . 
关于 7 了 和 的 精确 确定 ,我 位 必须 应 用 动 理 方程 . 例如 , 热 导 率 的 计算 序列 
如 下 . 

对 动 理 方程 (74.4) 左 边 , 按 $7 中 对 经 典 气 体 热 导 率 的 计算 程序 那样 ,类似 
地 进行 变换 . 

设 液 体 中 有 一 温度 梯度 ,并 且 液 体 是 宏观 上 静止 的 . 后 一 条 件 意味 着 整个 
液体 中 压强 恒定 , 且 温 度 分 布 是 定 态 的 . 在 方程 (74.4) 左 边 ,我 们 用 和 的 局 
域 平衡 表达 式 ( 具 有 温度 在 整个 液体 中 变化 ) 代 入 . 于 是 9e/9r = 0, 仅 剩 下 
.3nuyar 项 (我 们 省 略 对 e 和 9 的 下 标 “0”)， 函数 仅 涉及 组 合 ,(s -jp)/7， 
又 因为 我 们 将 仅 寻 求 (7T-~*0 时 的 ) 极 限 形式 ,化 学 势 (7T) 可 取 其 7 了 =0 时 的 值 
( 它 与 极限 能 量 sr 相同 ) ,于 是 





9no _ dno no(l1 一 mo)(2 一 化 ) 
ep * VT) - "VT, 
而 动 理 方程 变 成 
no(l i vT=1I1(9), (75.3) 
用 (74.24) 的 1(9). ee 
/+ ono -0 (75.4) 
”6e 


它 表 达 没 有 任何 宏观 质量 传递 . 由 于 这 个 条 件 ,能 流 (74.23) 中 仅 剩 下 第 二 项 ， 
如 在 $75 中 早已 注意 到 的 ,方程 组 (75.3) 和 (75.4) 并 不 显 含 准 粒子 相互 
作用 函数 ,所 以 费 米 液体 中 的 热传导 问题 (同样 适用 于 黏 性 问题 ) 与 费 米 气体 中 


QD ”因为 我 们 将 寻求 函数 9(7) 在 低温 下 的 极限 形式 ,这 个 极限 当然 是 意味 着 对 所 有 量 当 7 一 0 时 趋 
于 有 限 值 . 





$76 费 米 液体 中 的 声 吸 收 . 297， 


的 同样 问题 形式 上 完全 相同 . 

在 所 有 积分 中 ,最 重要 区 域 是 费 米 分 布 的 漫 变 区 ,se -人 ~ 了 的 范围 ; 准 粒子 
动量 接近 费 米 球 半径 pi ,在 这 个 范围 -j=vi(p -ps). 任何 地 方 动量 不 是 作为 
差 值 p -ps 出 现 的 ,我 们 可 以 令 p=pri, 而 速率 可 以 处 处 令 它 等 于 wv:. 特别 是 ,在 
w 中 可 以 这 样 做 ,于 是 w 变 成 仅 是 描述 矢量 p,p,,p',p', 相 对 取向 的 角度 的 昭 
数 ， 对 于 给 定 p 和 p,, 动 量 守 恒定 律 固定 了 矢量 p' 和 p' =p +p, -p' 之 则 的 角 
度 ;对 这 个 角度 的 积分 除去 了 碰撞 积分 中 的 5 函数 . 剩 下 对 绝对 值 p, 和 p'( 和 对 
其 它 角度 变量 ) 的 积分 . 对 这 些 绝 对 值 的 积分 用 对 Tdudu' 的 积分 来 代替 ,其 中 
=(e-A)XMT=(pD-pr)Z7T 是 分 布 函 数 nm 所 依赖 的 变量 ;鉴于 其 迅速 收敛 性 ， 
这 些 积分 可 以 取 为 从 -om 至 wm， 于 是 我 们 求 得 整个 积分 上 ep) 正比 于 了 ,而 
(75.3) 的 解 是 

op = -Tg(u)y * wT 
当 将 这 个 果 数 代入 (74.23 ) ,对 v 的 方向 积分 ,并 使 热流 取 4g= -x v7 的 形式 ， 
具有 


2 Ld 
_ 8 mvepr 


K = 一 537 ug(u) du. 











no 
Ou 
因此 我 们 再 次 看 到 kx 7 . 

碰撞 积分 的 上 述 简化 足以 精确 求解 动 理 方程 (对 黏 性 问题 同样 是 正确 的 ). 


所 获得 的 对 < 和 的 公式 ,将 它们 用 参量 p, 和 vi 表达 ,而 函数 w 对 方向 适当 地 
求 平均 @. 
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我 们 注意 到 ( 见 第 九 卷 ,$4) , 费 米 液体 中 波 传播 的 性 质 基 本 上 依赖 于 乘积 
wo7 的 值 , 其 中 是 平均 自由 时 . 
当 wr <<1 时 ,我 们 有 寻常 流体 力学 声波 . (每 单位 距离 上 ) 这 些 波 的 吸收 系 
数 y 对 频率 和 温度 的 依存 关系 可 以 由 熟悉 的 公式 y ~w nm/(pu ) 求 得 ,其 中 了 是 
黏度 ,p 是 液体 的 密度 ,wu 是 声速 ( 见 第 六 卷 ,$ 77). 因为 费 米 液体 中 %wx7T ,我 
们 有 
yw/T 2 (76.1) 
这 个 结果 可 以 更 加 形式 地 子 以 推导 ,注意 到 吸收 是 由 声波 色散 关系 


k= (1 + iawr) (062 


QD 见 下 列 文献 :Brooker G. A. ，Sykes J. 一 Phys. Rev. Lett., 21(1968) ,279. 
@ 本 节 的 结果 应 归于 朗 道 (J1. I. JTannay(1957)). 
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中 (相对 于 小 参量 ) 的 第 一 校正 项 所 描述 ,其 中 a 是 常数 .这 个 表达 式 ( 对 实 频 
率 ) 的 虚 部 给 出 y; 因 为 rc<7 ,我 们 回 到 (76. 1). 

当 wr~1L 时 ,吸收 变 成 很 强 ,因此 声波 的 传播 是 不 可 能 的 . 

当 wr >> 1 时 , 弱 阻 尼 波 (所 谓 零 声 ) 的 传播 又 变 成 可 能 的 . 吸收 由 色散 关 
系 中 校正 项 描述 ,在 这 个 情况 含有 小 参量 1/(iwr) : 


es (76.3) 
uo WT 


(其 中 是 零 声 传播 速率 ). 吸收 系数 从 而 正比 于 碰撞 频率 :yx1/7, 后 者 本 身 
又 正比 于 准 粒 子 分 布 漫 变 区 宽度 的 平方 . 当 fiw << 了 ,这 个 宽度 由 温度 文 配 ,所 
以 1/rx 了 7 了 ,而 吸收 系数 是 
y=aT’”, 了 >> fw >> Hh/r. (070) 
然而 ,如 果 hw >> T( 但 仍 有 hiw << er 作为 整个 理论 的 适用 性 的 必要 条 件 ) ,分 布 
在 宽度 ~ fiw 的 区 域内 是 漫 变 的 . 于 是 零 声 的 吸收 是 
y =bwo ， fiw >>T. 

特别 是 ,这 个 情况 包括 了 =0 时 所 有 频率 的 零 声 . 下 面 将 证 明 公 式 (76.4) 和 
(76.5) 中 常量 a 和 6。 之 间 有 一 个 关系 . 

寻常 声 与 零 声 吸 收 性 质 的 差别 归 因 于 其 物理 本 质 上 的 差别 . 对 于 寻常 声 
波 , 远 小 于 波长 的 任何 体积 元 中 ,一 级 近似 下 准 粒 子 分 布 对 应 于 液体 在 给 定局 域 
温度 和 速度 下 的 平衡 . 在 这 个 近似 下 ,没有 任何 耗 散 , 仅 当 我 们 考虑 到 温度 和 速 
度 梯度 对 准 粒 子 分 布 的 影响 时 才 出 现 声 吸收 . 然而 ,对 于 零 声 波 ,振动 本 身 引起 
每 个 体积 元 中 分 布 函 数 偏 离 平 衡 , 准 粒 子 的 碰撞 引起 声 的 吸收 . 

按照 正常 费 米 液体 理论 的 基本 概念 ,这 种 液体 中 的 准 粒 子 在 一 定 意 义 上 可 
以 被 认为 是 围绕 粒子 的 目 洽 场 中 的 粒子 . 在 零 声波 中 ,这 个 场 是 时 间 和 空间 上 
周期 性 的 . 根据 量子 力学 一 般 定 则 ,这 种 场 中 两 个 准 粒 子 的 碰撞 伴随 着 它们 的 
总 能 量 和 总 动量 分 别 变 化 为 fiw 和谈; 我们 可 以 说 碰撞 中 发 射 或 吸收 了 一 个 “ 零 
声 量 子 " 由 .这 种 碰撞 的 总 效应 是 导致 声 量子 总 数 的 减少 ; 声 吸 收 系数 正比 于 这 
个 减少 率 . 

用 这 个 处 理 方法 , 零 声 的 吸收 系数 是 


Yi | Wfnnsl1 -PR DC 一 P ) -ninz(l —-n)(l —n,)}x 
dpid pd pdp'’, 
(27h)" 


(76.5) 


xS(el+e -el -ehw)d(pi +p; -Pi -Pp, -HKk) 


(76.6) 


QD 由 一 个 准 粒子 的 “ 零 声 量子 ”的 这 种 发 射 ( 或 吸收 ) 是 不 可 能 的 ,因为 零 声 的 速率 超过 费 米 速 
率 处. 
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被 积 表 达 式 中 ;明确 显示 保证 碰撞 时 满足 能 量 和 动量 守恒 的 8$ 函数 .大 括号 中 第 
一 项 对 应 于 吸收 一 个 量子 的 碰撞 p, ,D: 一 PP ,第 二 项 对 应 于 发 射 一 个 量子 的 
碰撞 PP 2 一 PP 函数 克 , 它 与 “辐射 "碰撞 的 概率 有 关 , 由 零 声 波 的 性 质 确 
定 ;而 零 声 波 本 身 可 以 被 认为 在 T=0 下 传播 ( 见 第 九 卷 , $4) ,于 是 四 不 依赖 于 

然而 ,如果 我 们 仅 试 图 通过 极限 情况 hw <<T 下 的 值 来 表达 吸收 系数 , 则 无 
需 知道 函数 下. 为 此 ,我 们 注意 到 积分 (76.6) 中 准 粒 子 能 量 的 唯一 重要 值 是 费 
米 分 布 漫 变 区 中 的 那些 值 . 在 这 个 区 域 , 被 积 表达 式 中 迅速 变化 的 唯一 因数 是 含 
有 函数 nz(e) 的 那些 . 而 且 , 当 我 们 从 fiw << 了 转 到 iw >> 了 了 时,(76.6) 中 的 对 角 
度 积分 几乎 不 变 . 因此 , 仅 对 能 量 来 计算 积分 

J = | {nn nn) -nin(l-n)(l-n,)}x 
xS(e't+e’-ée!—-e, -hw)dede,de'ide’, (76.7) 

就 足够 了 . y 和 J 之 间 的 比例 因数 仅 依 赖 于 w 而 不 依赖 于 了 ,所 以 它 可 以 由 jiov 
T<<1 时 7 的 极限 值 确定 . 

当然 ,在 积分 (76.7) 中 ,我 们 可 以 忽略 波 中 分 布 函数 的 微小 畸变 , 令 


引进 记号 





我 们 有 
J=7 | (1 一 ee 一 )8S(x +%’, 一 % —%, SE ie 
EA (et+1)(e?+1)(1+e “1!)(1+e *’) 
由 于 积分 的 迅速 收敛 性 ,积分 范围 可 以 扩展 到 从 -om 至 mo . 
为 完成 积分 ,我 们 变换 到 变量 y,,y, ,wi ,ws, 其 中 y=x -x',u=e”. 对 uw 和 
的 积分 是 初等 的 ,给 出 


eR 1 SC7 +y2 +é€)duidu,dy,dy, 
Js I rr 


ef YY ty + dy dy 
= 中 (1 -e’)(l1—-e”?) 


J 1 1 
一 | 人 


为 避免 误解 ,必须 强调 函数 四 与 碰撞 积分 (74.5) 中 的 zw 不 相同 ， 
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为 计算 两 个 发 散 积分 之 差 ,我 们 首先 采用 有 限 下 限 -4 , 写 出 


fy(E+ty)dy fyY(y-E)dy 
J= | ec 一 | 二 ec: 一 1 和 
ee ydy _ y(y 一 二 ) dy 
-2 | 2 一 1 A 
因为 打算 取 极 限 A 一 % ,我 们 忽略 第 二 个 积分 分 母 中 的 e’*. 第 一 个 积分 进行 变换 
如 下 : 

















e: 一 1 | J ee-l 
2 2 2 
_T y _T 22 A 
= 一 -十 -YY |] dy =-~- 一 + + 一， 
6 jp er | 0“ 从 


消去 相同 项 然后 取 极 限 A 一 % ,最 后 我 们 有 
_27E7 上 
Lo (1 这 ): 
y 和 J 之 间 的 比例 因数 ,如 早已 提 过 的 ,可 由 条 件 : 当 & <<1 时 我 们 由 
(76.4) 有 Y=a7 而 求 得 . 这 给 出 





y=a[T+ (如) ] z (76. 8) 
特别 是 ,在 高 频 极限 fiw >> 了 ,我 们 因此 获得 
y= ho)’, (76.9) 


它 建立 了 (76.4) 和 (76.5) 中 系数 之 间 的 关系 . 
$77 玻 色 液体 中 准 粒子 的 动 理 方程 


如 果 玻 色 超 流体 中 准 粒 子 的 平均 自由 程 远 小 于 问题 的 特征 扩 度 ,液体 的 运 
动 由 朗 道 的 双 速 流体 力学 方程 描述 ( 见 第 六 卷 , 第 十 六 章 ). 这 些 方程 中 的 耗 散 
项 包括 几 个 动 理 系数 ( 热 导 率 和 四 个 黏 性 系数 ). 这 些 系数 的 计算 要 求 对 各 种 散 
射 过 程 进行 细致 讨论 ,过 程 的 多 样 性 是 由 于 存在 两 类 准 粒 子 ( 声 子 和 旋 子 ). 实 
际 上 ,在 液 氮 中 ,由 于 初始 部 分 声 子 谱 的 不 稳定 性 ,情况 变 得 进一步 复杂 化 . 这 里 
将 不 讨论 这 类 问题 . 

当 温 度 降 低 时 , 准 粒子 的 平均 自由 程 增加 (即使 仅 由 于 准 粒 子 的 数 密度 减 
少 ). 因此 ,在 充分 低温 度 下 ,很 容易 有 准 粒 子 系统 本 质 上 的 非 平 衡 性 . 在 这 些 条 
件 下 , 双 速 流体 力学 方程 不 适用 . 况且 温度 和 正常 速度 " ,的 概念 (它们 只 能 通过 
准 粒子 的 平衡 分 布 来 定义 ) 一 般 也 失去 意义 ;同时 ,将 液体 密度 分 成 超 流 部 分 各 


877 玻 色 液体 中 准 粒 子 的 动 理 方 程 . 301 ， 


正常 部 分 的 划分 ,也 与 ov ,一 道 失去 意义 . 然而 ,总 密度 p 和 超 流速 度 v . 仍 保持 其 
意义 ,在 这 个 方面 它们 本 质 上 是 力学 变量 . 于 是 ,描述 超 流体 的 完备 方程 组 ,现在 
必须 由 关于 准 粒子 分 布 函 数 n(i,r,p) 的 动 理 方程 ,关于 密度 p 的 连续 性 方程 ， 
以 及 关于 超 流 速度 sv .的 方程 一 起 组 成 ， 

动 理 方程 具有 通常 形式 由 


an isn.a2 on.98 Cn), (77.1) 
of or bp pp ar 


其 中 & 是 准 粒子 能 量 ,依赖 于 超 流 速度 w .作为 参量 ,符号 e 保留 给 静止 流体 中 


准 粒 子 的 能 量 . e 和 2 之 间 的 关系 可 建立 如 下 . 

根据 定义 ,el(p) 是 在 使 v ,=0 的 参考 系 K。 中 准 粒 子 的 色散 关系 . 换 句 话说 ， 
在 只 有 一 种 准 粒子 存在 的 情况 下 ,液体 的 能 量 ( 以 了 =0 时 的 能 量 为 基准 ) 是 
e(p) ,而 其 动量 等 于 准 粒 子 的 动量 p. 我 们 作 一 伽利略 变换 ,变换 到 静止 参考 系 
K ,其 中 超 流 速度 是 v ,. 在 这 个 参考 系 ,质量 为 M 的 液体 的 能 量 和 动量 是 


2 





E=e(p) +p-v.+ P=p+Moy.. (77: 2) 


pp » 
由 此 可 见 , 超 流体 运动 的 液体 中 ,一 个 准 粒子 的 能 量 是 
2 (p)=e(p) + 书包 (77.3) 
(比较 推导 超 流 条 件 的 论据 (第 九 卷 ,8$23) ). 
因此 , 动 理 方程 中 出 现 的 导数 是 @ 


98 9e 
ap op 


二 名 


(77.4) 
dE de€ 0 O08 
ey “人 ) -857Y2 +(p' V)v.. 
在 第 二 个 方程 中 ,我 们 曾 应 用 能 量 e 靠 可 变 密度 p 而 依赖 于 坐标 这 样 的 事实 ;以 
及 (在 变换 ps 的 导数 时 ) 超 流 总 是 有 势 流 的 事实 : 
V xv =0. (77.5) 
对 于 密度 的 连续 性 方程 是 
Pvy.i=-0, (77.6) 


其 中 i 根据 定义 是 流体 每 单位 体积 的 动量 . 关于 i 的 表达 式 可 由 (77.2) 第 二 个 
QD ”当然 ,假设 准 经 典 条 件 是 满足 的 :在 准 粒子 波长 #/p 其 级 的 距离 上 ,所 有 量 仅 略微 变化 . 


加 ”严格 地 说 ,公式 (77.2) 是 对 均匀 超 流体 流动 (s, = const) 推导 出 来 的 . 在 不 均匀 流动 中 ,能 量 可 能 
含有 4 的 空间 导数 的 项 . 然而 ,如 果 假 设 w 缓 慢 变 化 ,在 动 理 方程 中 这 些 项 会 导致 高 阶 小 量 的 校正 . 
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公式 通过 对 单位 体积 中 所 有 准 粒子 求 和 而 直接 求 得 : 








i=py, + (p). (77.7) 
这 里 和 本 市 其 余部 分 , 角 插 号 表示 对 动量 分 布 的 积分 : 
eg 
3 | 三 (2T 下 ) 
还 要 推导 对 十 直流 速度 的 方程 . 为 此 ,我们 从 由 下 式 
0i。 ol, 
ot Oxg 


所 表达 的 动量 守恒 定律 出 发 ,其 中 六 由 公式 (77.7) 给 出 ,而 wg 是 动量 流 张 量 . 
令 [7%6 为 参考 系 Ku 中 这 个 张 量 的 值 . 变换 至 参考 系 给 出 由 
Hs 7 + pVsaVsg 十 Do + Voi, 一 
= 1% +pusbe toppy》 t+ vsPa) (77.9) 

(i ”=《p) 是 参考 系 K。 中 液体 每 单位 体积 的 动量 ). 这 个 确定 张 量 本 ,对 速度 
的 依存 关系 . 

为 了 对 方程 (77. 8 ) 作 进 一 步 的 变换 ,我 们 回 到 动 理 方 程 (77.1) ,用 p。 乘 
它 , 并 对 dp/(2m5) 积分 .由 于 准 粒子 的 总 动量 在 碰撞 中 是 守恒 的 ,方程 右边 
变 为 零 . 左边 的 积分 严格 如 (74. 10) 的 推导 中 那样 进行 变换 ,给 出 


08 9e 
EY Pop i 和 /=0 (77. 10) 
现在 我 们 将 对 于 i 和 万。。 的 表达 式 (77.7) 和 (77.9) 代 和 人 (77.8) ,然后 通过 
(77.6) 和 (77. 10) 消 去 9p/9i ee 结果 得 到 


人 vy ol i 

2 A De -4 (Pop, i 
由 条 件 V xv, =0( 第 二 项 中 早已 应 A 后 三 项 的 求 和 必须 是 某 个 函数 
的 梯度 . 而 且 ,没有 准 粒 子 时 , 张 量 有 % 必须 等 于 P56 ,其 中 Po(p) 是 T=0 时 液 
体 的 压强 . 由 这 些 条 件 得 出 4 的 唯一 可 能 形式 为 


0 
Ws | (77. 11 ) 


对 于 ws, 的 方程 现在 变 成 








0 vy Ko 905 | 
8 3 Ne =0,， (77. 12 ) 
+v| 7 Me Ra 


四 对 区 ， 的 伽利略 变换 公式 ,通过 下 列 方式 很 容易 求 得 :考虑 粒子 的 一 个 经 典 系统 ,对 此 有 Te = 
Ypsop = mouse ,其 中 并 是 对 单位 体积 中 所 有 粒子 求 和 . 
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其 中 jw 是 液体 (在 7=0 时 ) 的 化 学 势 ,由 热力 学 公式 du。= mdPo/p 与 压强 P。 
相 联 系 ( 其 中 m 是 液体 粒子 的 质量 ,m/p 是 分 子 体积 ). 

方程 (77. 1),(77.6) 和 (77. 12) 形 成 对 非 平 衡 态 情况 下 超 流体 描述 的 完备 
方程 组 (H. M. XaraTHHKOoB ,1952 ) . 

为 完备 起 见 ,让 我 们 也 考虑 能 量 守 恒定 律 . 这 个 由 


+tv.g=0 (77. 13) 
表达 ,其 中 g 是 液体 中 的 能 流 密 度 . 根据 (77.2) 
AE + ， (77. 14) 


其 中 Eo(p) 是 7T=0 时 的 能 量 , 由 热力 学 关系 式 dk。 = jodp/m 与 化 学 势 相 联系 . 
通过 将 表达 式 (77. 14) 对 时 间 求 导数 并 应 用 对 各 个 量 的 已 知 方程 ,可 以 求 得 能 
流 密度 . 略 去 计算 ,我 们 将 给 出 最 后 结果 : 
a 
(77. 15) 


在 “ 准 粒子 气体 ”整体 为 静止 ( 即 ,正常 速度 o, =0) 的 参考 系 中 ,平衡 准 粒子 
分 布 函数 是 具有 表达 式 (77.3) 给 出 的 准 粒子 能 量 3 的 寻常 玻 色 分 布 . 在 正常 速 
度 不 为 零 的 参考 系 中 的 分 布 ,通过 用 8 -p .uv ,代替 8 而 获得 . 因此 , 当 两 种 运 
动 都 存在 时 准 粒子 的 平衡 分 布 是 

oe 人 
通过 将 所 得 上 述 各 方程 对 这 个 分 布 求 平 均 , 可 以 推导 出 双 速 流 体力 学 方程 (在 
这 个 近似 下 没有 耗 散 项 ) ,但 是 我 们 这 里 将 不 作 此 推导. 


习 题 


试 确 定 在 频率 w >>v 时 玻 色 液体 中 的 声 吸 收 系数 ,其 中 也 是 准 粒 子 碰 撞 频 
率 . 假设 温度 如 此 低 , 使 得 几乎 所 有 准 粒 子 都 是 声 子 (JI. 中 . Annpees, HI. M. 
XanaTrHHKOB ,1963 ) . 

解 :在 所 述 条 件 下 ,我 们 可 以 忽略 方程 (77.1) 中 的 碰撞 积分 .我 们 令 
p=po+Sp,n=no+Sn( 其 中 5p 和 6n 是 对 平衡 液体 密度 和 平衡 声 子 分 布 函 数 的 
小 校正 ) ,并 将 方程 (77.1),(77.6) 和 (77.12) 相 对 于 小 量 6p,5n 和 9 ,线性 化 . 假 
设 所 有 这 些 量 都 正比 于 exp( -iowot+ 天 .rr) ,我 们 求 得 下 列 方程 : 


(77. 16 ) 


(kv -wn= wk( edp+p: au)， (1) 
0e€ 00 
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dp 
5p -大 .op= | 大. 人 2 
wop 0 .0 | pin Wm 有 (2) 
S 9 .epp d- 
— kw’ < . 
i | {3 ps (3) 
人 
人 
m p p . 


其 中 四 是 了 =0 时 的 声速 ;这 里 和 以 后 省 略 对 P 和 nn 的 下 标 “0” 
因为 温度 接近 零度 时 声 子 数 很 少 ,方程 (1) 一 (3) 右 边 的 表达 式 是 小 校正 . 
全 部 忽略 它们 ,我 们 从 (2) 和 (3) 香 到 
w = Uok, We (4) 
在 高 一 级 近似 ,我 们 将 这 些 代入 (1) 的 右边 得 到 : 
on veos 8 全 puo 


和 一 十 一 一 5 
de veos 日 一 OA p cos 0 ) sp, 


其 中 0 是 p 和 上 之 间 的 夹 角 . 声 子 色散 关系 写成 


e(p) =up(l+ap’), v= = = (1 +30p’), 
在 展开 式 中 包括 线性 项 后 的 其 次 项 (对 寻常 压强 下 的 液 氨 ,a >0, 它 意味 着 声 子 


对 自发 癌变 是 不 稳定 的 ). 

(5) 式 中 “共振 ”分 母 的 存在 导致 ( 见 下 面 ) 积 分 时 出 现 大 对 数 因 数 . 我 们 仅 
限于 对 数 精 确 度 ,并 忽略 方程 (3) 的 右边 带 Bp 的 项 , 它 并 没有 这 种 分 母 . 于 是 ， 
从 方程 (2) 和 (3) 消 去 bo ,, 我 们 最 后 得 到 下 列 色 散 关 系 : 


2 


a dp (6) 
下 中 PJ eos0-l+3ap -i0 9s (2nh)’ 





其 中 
duo 、2 
E 帮 : 
4 = (1 ee ) | 
对 cos 9 积分 的 虚 部 由 绕 极 点 ( 它 在 积分 范围 a >0) 通 过 来 确定 . 实 部 的 计算 具有 
对 数 精确 度 是 通过 将 积分 在 下 限 1~cos0~ap ~aT /uo 和 在 上 限 1-cos09~1 处 
截止 来 求 得 . 方程 (6) 的 左边 写成 


wo 
0 


其 中 是 吸收 系数 ,6u 是 对 声速 的 校正 (wu =u6 + 6u). 积分 的 计算 导致 下 列 
结果 : 
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pn Lo4 uo 
一 一 一 一 jn 


Ou = 
和 4p aT? a 
_37wp,d 

Y es 4p ? 


其 中 p, =2m27 4/(45 让 地) 是 液体 正常 密度 的 声 子 部 分 . 当然 ,y 的 频率 和 温度 
依存 关系 与 人 $73 中 求 得 的 那些 相同 . 





$78 剩余 电阻 


由 于 金属 中 包含 不 同 种 类 的 准 粒 子 ( 传 导电 子 和 声 子 ) ,就 已 经 使 金属 的 动 
理性 质 比 介 电 体 的 要 更 加 复杂 得 多 . 

当然 ,电荷 是 由 传导 电子 传递 的 . 另 一 方面 ,热量 则 是 由 电子 和 声 子 两 者 传 
递 的 . 然而 ,实际 上 ,充分 高 纯度 的 金属 中 的 热传导 ,电子 也 是 起 支配 作用 的 , 主 
要 是 因为 它们 的 速率 ( 费 米面 上 的 速率 vt) 远大 于 声 子 的 速率 (声速 ). 而 且 , 在 
低温 下 ,电子 热 容 显著 超过 声 子 热 容 . 

传导 电子 经 受 各 种 类 型 的 碰撞 :相互 之 间 的 碰撞 ,与 声 子 的 碰撞 ,与 杂质 原 
子 ( 以 及 其 它 晶 格 缺陷 ) 的 碰撞 .前 两 类 碰撞 的 频率 随 温度 降低 而 减 小 . 因此 ,在 
充分 低温 度 下 ,杂质 对 电子 的 散射 在 动 理 现象 中 是 决定 性 因素 . 这 个 温度 范围 称 
为 剩余 电阻 区 ,我 们 将 它 作 为 金属 动 理学 中 的 第 一 个 论题 . 

金属 中 电流 j 和 和 耗 散 能 流 gq' 与 电场 E 和 温度 梯度 之 间 的 关系 ,具有 
(44. 12 ) ,(44. 13 ) 的 形式 : 


E+vL=ljt+avT7, (78. 1) 
e FT 


q'=9- (9-E)i=ar-«xv7 (78. 2) 


这 个 形式 适用 于 具有 立方 对 称 性 的 晶体 ,为 简单 起 见 , 将 到 处 假设 这 个 对 称 性 . 
对 并 不 具有 立方 对 称 性 的 晶体 ,系数 o,xk 和 a 要 用 二 阶 张 量 代替 . 关系 式 
(78.2) 中 的 j, 如 果 通 过 (78. 1) 用 五 来 表达 ,结果 将 更 加 方便 : 


dg =ooa7(E+v 和 | -(K+Toa2) 立 了 (78. 3) 


$74 中 关于 费 米 液 体 动 理 方程 的 所 有 论述 ,对 金属 中 的 电子 流体 在 很 大 程 
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度 上 仍 有 效 . 准 粒 子 的 动量 这 里 由 其 准 动量 代替 ,而 费 米面 的 形状 一 般 很 复杂 而 
且 对 每 个 具体 金属 是 不 同 的 . 
金属 的 动 理 系数 原则 上 通过 线性 化 动 理 方程 


来 计算 ,其 中 v = 3e/39p ,而 碰撞 积分 对 按 (74. 13 ) 定义 的 未 知 小 函数 37 线性 
化 . no 对 r 的 求 导 可 任意 地 在 人 = const 条 件 下 实现 ,因为 由 的 梯度 仍 会 进入 组 合 
e 巨 +VA, 如 (78.1) 所 显示 的 那样 . 于 是 


Ce 





aT T de’ 
动 理 方程 取 下 列 形 式 
(e+ 二 7 ve 1( 3) (78.4) 





电流 密度 和 耗 散 能 流 密度 由 下 列 积分 


a ~ _2dp 
j= ej v8 rE 


2d'p 

(2 万 用 
给 出 ( 当 g' 是 作为 动能 (e -4) 流 计算 时 ,没有 必要 减 去 势能 的 运 流传 递 oj). 

杂质 原子 对 传导 电子 的 散射 ,其 特性 是 : 它 是 弹性 散射 . 由 于 原子 具有 大 质 
量 ,并 且 “ 束 缚 ”于 唱 格 ,可 以 认为 碰撞 中 电子 能 量 不 改变 . 我 们 将 证 明 ,弹性 散 
射 的 假设 本 身 , 足 以 给 出 金属 电导 率 和 热 导 率 之 间 简 单 的 关系 ， 

为 获得 这 个 关系 ,我 们 注意 到 弹性 碰撞 算 符 并 不 影响 函数 5 部 对 能 量 s 的 依 
存 关系 ;碰撞 只 不 过 在 等 能 面 上 移动 粒子 . 这 意味 着 ,8 中 仅 依赖 于 se 的 任何 因 
数 , 可 以 取出 放 到 算 符 了 外 面 . 因此 我 们 可 以 寻求 动 理 方程 的 下 列 形式 的 解 : 


> -co 2 一 人 
7 = (eE+ v7) 1(p), (78. 6) 


(78. 5) 
gq 二 | -uvon 





其 中 1(p) 满 足 方程 | 
I(D= -v. (78.7) 
电流 密度 按 分 布 (78.6) 计 算 为 











一 dno 2d- 
有 i Ono p 
j= -| {eCE Dv + v7) | 二 (78. 8) 
第 一 项 给 出 电导 率 张 量 
2 dno 2d p 
= 一 一 一 78.9 
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有 具有 立方 对 称 性 的 晶体 中 ,ee = 06 ,电导 率 是 





r= -于 本 3. 
96 (27#) 
或 者 , 按 (74.18) 一 (74.20) 中 那样 对 积分 进行 变换 
2 
o = 人， 
了 (78. 10) 
= hi “也 人 


Jr 中 积分 取 遍 倒 易 晶 格 一 个 原 胞 内 费 米面 的 各 时 . 
类 似 地 ,与 (78.1) 比 较 ,(78. J 





A 

(27 
其 中 站 =e -作对 dp ER 7 = const 的 积分 和 对 7 的 积分 代替 . 再 
次 用 如 (78. 10) 中 的 J ,我 们 求 得 


| 


0 
QI = 人 d77. (78. 11) 


函数 

Ano ] 

de Tle +1)(e™ +1) 
当 mw 一 土 w 时 指数 式 减 小 ;因此 ,对 的 积分 可 以 扩展 到 - m 至 + %. 积 分 主要 由 
范围 1wl ~7 支配 ; 男 一 方面 ,J(n) 仅 在 范围 ~ >>7T 才 显著 变化 . 因此 , 写 出 


J ~: rn 
就 足够 了 .代入 (78.11) 后 ,第 一 项 的 积分 为 零 ,因为 被 积 表达 式 是 7 的 奇 亢 数 ， 
第 二 项 给 出 


2e dy Ono 
dd d 
癌 型 2 77 训 dn -3 mm 





还 应 用 (78. 10) ,我 们 求 得 
TT dlnJ 
3e der 








(78. 12) 


数量 级 上 ,lal ~T/(eers). 
现在 让 我 们 令 E =0 并 计算 能 流 . 再 次 应 用 立方 对 称 性 ,我 们 求 得 
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于 er on 
= fm 7 


gq’ = -7 vi. 


将 此 表达 式 与 (78.3) 和 (78. 10) 比较 表明 

Toy 

3e2 

由 上 面 所 给 a 的 估计 量 表明 ,左边 的 项 Tga? 远 比 右边 小 ,比值 是 (Tve,)?. 忽略 
这 一 项 ,我 们 最 后 得 到 热 导 率 与 电导 率 之 间 的 下 列 关 系 : 


nT 
Sr (78. 13) 


2 
Kx+Toa = 


称 为 维 德 曼 - 费 兰 诊 定律. 

我 们 必须 再 次 强调 ,这 个 关系 式 的 推导 仅 应 用 了 传导 电子 的 散射 是 弹性 散 
射 这 个 事实 . 对 这 个 推导 的 考察 还 很 容易 阐明 ,立方 对 称 性 的 假设 只 不 过 使 公式 
简化 . 在 一 般 情 况 下 , 当 唱 体 具 有 任何 对 称 性 时 , 张 量 ke 和 os 之 间 存 在 类 似 关 
系 (78. 13 ). 

为 单独 求 系数 k 和 og 对 温度 的 依存 关系 ,需要 用 到 碰撞 积分 . 对 与 杂质 原 
子 的 碰撞 ,其 形式 严格 类 似 于 杂质 对 声 子 散射 的 积分 (70. 3 ) : 

C(n)=N, | wpp)[ln(l-n)-n(l-n')]j(e 5 

(78. 14) 
因数 1-n 和 1--n' 是 考虑 到 泡 利 原理 (只 有 到 未 占有 态 的 跃迁 才 可 能 ) ;因数 nw 和 n 
表明 散射 仅 能 从 占有 态 发 生 . 如 (70. 3) 中 那样 ,假设 积分 (78. 14) 中 杂质 原子 无 规 分 
布 和 它们 间 的 平均 距离 远大 于 散射 幅 ; 于 是 各 个 原子 独立 地 散射 . 等 式 w(p,p') = 
w(p' ,Pp ) 早 已 在 积分 (78. 14) 中 应 用 过 . 玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 杂质 原子 对 传导 电子 
的 散射 . 所 给 方程 可 以 由 推导 (2.8) 形 式 的 细致 平衡 原理 的 论据 于 以 证 实 . 然而 ,这 里 
意味 着 金属 晶 格 上 由 杂质 原子 占有 的 位 置 具有 人 允许 反 演 的 对 称 性 , 

碰撞 积分 的 线性 化 相当 于 用 8 亢 ' -3 郊 代替 n’(1 -n) ~-n(1-n’) =n’-n. 
于 是 方程 (78.7) 变 成 


Ns | we(P, SO EN 





—9. (78. 135 ) 


中 (78.13) 类 型 的 公式 是 由 德 鲁 德 (P. Drude,1900) 定 性 导出 的 ,他 首先 表述 了 传导 电子 参与 金属 
的 热平衡 的 概念 . 经 典 统计 法 中 的 定量 结果 是 由 洛 伦 兹 (HH. A. Lorentz,1905 ) 给 出 的 ,而 费 米 统计 法 中 的 
定量 结果 则 是 由 索 末 菲 (A. Sommerfeld,1928) 给 出 的 . 
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这 个 方程 并 不 包含 温度 . 因此 , 解 i(p) 也 不 依赖 于 温度 ,而 按 (78. 10), 电 
导 率 og 也 是 如 此 . 这 样 一 来 ,在 充分 低温 度 下 , 当 受 杂质 的 散射 为 电阻 的 主要 机 
理 时 ,电阻 趋 于 恒定 (剩余 ) 值 . 因而 热 导 率 k 在 这 个 范围 正比 于 7@. 

为 定量 粗 佑 剩余 电阻 ,我们 可 应 用 初等 公式 (43.7) ,( 对 金属 中 的 电子 ) 在 
其 中 令 ~Pr: 

o ~e NI/p,, (78.16) 
其 中 六 是 电子 密度 . 对 于 受 杂 质 的 散射 ,平均 自由 程 1~1/A(N,,,o.) ,其 中 oc, 是 
输 运 散射 截面 .因此 ,剩余 电阻 p,., =1/o 是 
po ~ me Pr (78. 17) 
res e 和 N 

对 上 述 讨论 应 增加 一 个 补 注 . 关于 动 理 方 程 对 费 米 液体 的 适用 性 的 一 般 条 
件 ,要 求 电子 能 量 的 量子 不 确定 度 应 远 小 于 费 米 分 布 热 漫 变 的 宽度 ( ~ 了 ). 这 个 
不 确定 度 是 ~ 有 /7r, 其 中 7 ~ lo 是 平均 自由 时 . 对 于 受 杂 质 的 散射 上 ~ 1 
(NN,,0.) ,不 确定 度 #7 不 依赖 于 温 庆 ,因此 ,即使 当 了 =0 时 也 会 使 费 米 边 界 漫 
变 . 乍 看 起 来 ,由 此 会 得 出 整个 上 述 讨论 须 服 从 很 严厉 的 条 件 

了 >> jiorONi， (78.18) 
它 依赖 于 杂质 浓度 . 然而 ,实际 上 ,并 没有 这 种 限制 (1. .JJannay ,1934). 

问题 是 由 于 杂质 原子 的 固定 位 置 以 及 它们 对 电子 弹性 散射 的 性 质 , 计 算 电 
流 的 整个 问题 ,原则 上 可 以 作为 电子 在 给 定 的 复杂 有 势 外 场 中 运动 的 量子 力学 
问题 来 予以 表述 . 对 于 确定 为 这 个 场 中 定 态 的 电子 态 ,能 量 没 有 不 确定 性 ;在 了 
=0 时 ,电子 占有 为 锐 费 米面 所 界限 的 态 区 域 ,但 在 对 外 场 中 运动 的 量子 数 空间 
中 ,而 不 是 在 动量 空间 中 . 对 于 问题 的 这 个 表述 ,不 会 出 现 (78. 18) 类 型 的 条 件 . 
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在 充分 纯 金 属 中 ,在 广阔 温度 范围 建立 平衡 的 主要 机 理 是 传 寻 电子 和 声 子 
之 间 的 相互 作用 . 

一 个 电子 能 够 发 射 (或 吸收 ) 一 个 声 子 的 条 件 ,要求 电 子 的 速率 大 于 声 子 的 
速率 ;比较 $ 68 中 对 于 一 个 声 子 发 射 另 一 个 声 子 的 类 似 结 果 . 然而 , 费 米面 处 电 
子 的 速率 通常 远大 于 声 子 的 速率 ;因此 ,上 述 条 件 是 满足 的 ,而 对 电子 声 子 碰撞 
积分 的 主要 贡献 正 是 来 自 这 些 “ 单 声 子 ”过程 . 

考虑 到 这 些 过 程 ,于 是 碰撞 积分 具有 下 列 形式 ,类 似 于 声 子 声 子 碰撞 积分 


中 俄 文 版 和 英文 版 均 为 8&(P) , 似 有 误 一 一 译 者 注 ， 
国 ” 这 些 讨论 中 假设 方程 (78.15 ) 并 不 包含 在 se = er 附近 迅速 变化 的 量 , 所 以 (78.9) 中 的 1 可 用 不 
代替 . 对 于 受 寻 常 杂质 的 散射 ,这 是 正确 的 ,但 对 受 顺 磁 原 子 的 散射 则 不 正确 . 
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(67.6 ) 山 : 


Ca(m) = [wlp' ,ksp) {ny (1 -n,)N, - 
3 


—n,(l1 一 mo) +Ak)1 8(0e， NA 


+ [wlp'sp,k) {ny(! -nn,) (1 +N) -n,(l-n,)N,}x 
dk 
(27)” 
第 一 项 对 应 于 ,具有 给 定 准 动量 p 的 一 个 电子 发 射 具 有 准 动 量 上 的 一 个 声 子 的 
过 程 ,以 及 电子 p' 吸 收 一 个 声 子 上 返回 准 动量 p 的 道 过 程 : 
p=p'+k+b; (79. 2a ) 
在 这 些 过 程 中 ,上 族 迁 发 生 在 具有 给 定 能 量 e, 的 一 个 电子 态 与 较 低 能 态 之 间 . 第 
二 项 对 应 于 ,一 个 电子 p 吸收 一 个 声 子 , 以 及 电子 p' 发 射 声 子 的 逆 过 程 : 
p+k=p’'+b; (79. 2b) 
在 这 些 过 程 中 ,跃迁 发 生 在 一 个 给 定 电 子 态 与 较 高 能 态 之 间 . 根据 声 子 发 射 声 子 
的 情况 中 (8§ 66) 那 样 的 相同 理由 ,等 式 (79.2) 中 。 的 值 是 由 kk 和 pp 的 给 定 值 并 
要 求 p' 应 处 于 倒 易 晶 格 的 同一 选 定 唱 胞 中 而 唯一 确定 . (79. 1) 中 6 函数 这 个 因 
数 表 达能 量 守恒 定律 ;e, 是 电子 能 量 ,w 是 声 子 能 量 . 如 第 七 章 中 那样 , 声 子 分 
布 函数 (占有 态 的 数目 ) 由 Nu 表示 ;电子 分 布 了 水 数 由 n, 表示 . 为 简单 起 见 ,标志 
声 子 频谱 支 的 下 标 , 以 及 对 这 些 声 频 支 的 求 和 号 ,都 将 省 略 . 假设 既 迁 概率 不 依 
赖 于 电子 自 旋 , 它 在 跃迁 中 不 改变 . 
还 有 一 个 关于 声 子 电子 碰撞 积分 的 类 似 表达 式 ,要 将 它 添加 到 声 子 分 布 冰 
数 的 动 理 方程 右边 声 子 声 子 碰撞 积分 上 


Can Ni) = {wlpsp’ KR) {nl -ny)(l+N) - 


x6(E€,+w. ~ €,) (79.1) 


2d- 
-mi(l nN Bop tor ~ en) Tony (79. 3) 


并 且 p =p' +k+b. 这 个 积分 是 具有 任何 准 动量 p 的 电子 所 发 射 的 上 声 子 数 与 
具有 任何 准 动量 p' 的 电子 所 吸收 的 & 声 子 数 之 差 . 因数 2 是 考虑 到 发 射 (或 吸 
收 ) 声 子 的 电子 ,具有 两 个 可 能 的 自 旋 方向 . 

在 ” 阶 微 扰 论 中 ,这 些 积分 中 出 现 的 电子 的 声 子 发 射 和 吸收 的 概率 ,由 对 声 


子 算 符 U.(n) (66.2) 为 线性 的 电子 声 子 相互 作用 算 符 予以 确定 ;线性 对 应 于 下 
列 这 样 的 事实 :这 些 算 符 对 其 中 仅 有 一 个 声 子 态 占 有 数 改变 1 的 跃迁 负责 . 这 里 


QD 在 8$79 一 $83 中 所 采用 的 单位 是 使 得 声 = 1. 
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不 去 重复 $ 66 中 的 讨论 ,我们 应 注意 到 ,在 当 声 子 准 动 量 趋 于 零 的 极限 , 声 子 
发 射 (或 吸收 ) 的 概率 正比 于 大: 


20 cc 无. (79. 4) 
根据 下 因 近似 下 跃迁 概率 的 一 般 性 质 , 正 道路 迁 的 概率 是 相等 的 ,因此 
wp',k;p) =w(pi;p' ,Kk). (79. 5) 


这 个 性 质 在 积分 (79.1) 和 (79.3) 中 早已 被 利用 过 . 
考虑 到 电子 声 子 相互 作 用 算 符 中 出 现 的 声 子 产 生 和 潭 灭 算 符 的 对 称 性 (由 


U. 是 实 算 符 的 事实 所 表达 ) ,可 以 达到 进一步 的 简化 . 由 于 这 个 对 称 性 ,具有 准 
动量 的 声 子 发 射 过 程 ,等 价 于 具有 准 动量 -大 的 声 子 吸收 过 程 . 我 们 还 考虑 到 
电子 能 量 ae, 和 ev 接近 费 米 能 量 sy 的 事实 . 令 ps 和 pr 为 沿 p 和 p' 方 向 终止 在 
费 米面 上 的 矢量 ,并 令 函 数 w 通 过 pt 和 pt 的 方 同 及 差 值 n, =&j -er ,7p' =er 一 
zr( 它 们 描述 电子 能 量 对 ej 的 接近 程度 ) 来 表达 . 关于 这 些 变 量 ,w 是 一 个 慢 变 
函数 , 它 仅 在 范围 ~ ze; >>T 有 明显 变化 . 忽略 ~ mn ~ 了 的 量 ,我 们 可 以 在 这 些 函 
数 中 令 n, =7 =0. 于 是 上 述 等 价 性 由 方程 
w(pre,k;pr) =w(pr;pr, —k) (79.6) 

表达 ,w 仅 为 p; 和 p'; 的 方向 的 函数 . 如 果 现 在 我 们 在 (79.1) 的 第 二 项 中 将 积 
分 变量 从 上 变换 全 -kk, 两 个 积分 中 的 系数 w 变 成 相等 ,因为 w_; =w ,变换 只 不 
过 是 用 N ,代替 Ni. 

当然 , 当 用 平衡 的 电子 和 声 子 分 布 函数 代 人 时 ,积分 (79. 1) 和 (79. 3 ) 变 为 
零 . 现在 来 考虑 , 当 两 个 分 布 函数 同时 出 现 对 平衡 的 微小 偏差 时 ,关于 这 些 积 分 
的 线性 化 问题 . 关于 分 布 函 数 对 平衡 的 微小 仿 关 ,我 们 写成 


mn=ni(e)+S，N=NGo)+aSNV， 


9no _no(l — no) 


De i (79.7) 
es 
人 


进行 严格 类 似 于 8$67 和 8$74 中 的 变换 .例如 ,对 (79.1) 第 一 项 的 大 括号 中 的 表 
达 式 , 重 写成 


， NW 
人 人 


将 于 变换 成 下 列 形式 





nln) (+N)T( 9 -+X). 


Q@ 初 态 和 末 态 的 量子 数 i 和 f 在 概率 的 记号 中 总 是 写成 记 的 次 序 . 
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这 个 表达 式 还 可 通过 等 式 ( 它 可 由 直接 计算 予以 证 实 ) 
no(E)[l -no(e)] =[n(e) -no(e)lN(e-e) (79. 8) 
方便 地 进一步 进行 变换 . 于 是 我 们 求 得 


,No(l+N), ,，, 
(mn i (9 一 Jp +X) = 


9 0 / 7 
= 0 -no)(p -9 +X). 
其 它 项 可 类 似 地 进行 变换 ,最 后 导致 下 列 线性 化 碰撞 积分 : 


Cph (1) =1. ,php( PX) = 


= wn na) {pp po +Xi)B( ep er ~ wr) — 





(pr pp XB es -er + on) Ho (79.9) 
人 /al( Xp) 
N 
= fn nd) Cpr 0, tx) 8( es -er -oo 人， 
(79. 10) 


在 两 个 积分 中 ,p =p'+k+b. 
这 些 积 分 自然 地 分 成 两 部 分 ,分 别 作 用 于 p 和 x 的 线性 积分 算 符 . 例如 ， 
Ly( PA) =I 9) + low (X)- (79. 11) 
注意 到 算 符 [的 一 个 重要 性 质 是 , 它 并 不 改变 函数 p(n,p:) 对 变量 7 的 奇偶 
性 , 即 , 它 使 偶 函 数 仍 为 偶 函 数 , 奇 函 数 仍 为 奇 函 数 . 的 确 ,就 对 7 的 函数 的 作用 
而 言 , 算 符 天 ,的 形式 为 


Ti( p(n)) ~ | K(n,n) ton) -p(n)]dn, 


其 中 
K(n,n) =[n(n) -n(n {nn -20) -7 -7-w)]. 
注意 到 
i =- 寺 [1-u 恕 ]， (79. 12) 
从 而 
nn) -n(n) = [出 恋 - 由 在 |]， 
我 们 看 到 


K(n,n’)=K( -7n,-"7), 
由 此 立即 得 出 算 符 的 上 述 性 质 , 将 在 580 和 8$82 中 应 用 


“ 314 第 九 章 金 属 


对 下 列 形 式 的 函数 
p=const.e, X=const:w (79. 13) 
(具有 相同 常数 ) ,碰撞 积分 (79.9) 和 (79. 10) 恒 为 零 . 动 理 方程 的 这 个 “寄生 ” 
解 ( 像 声 子 声 子 方 程 中 的 解 (67. 18 ) 一 样 ) ,对 应 于 系统 温度 的 恒定 小 量 改变 . 然 
而 , 当 
op = const (79.14) 
和 YY =0 时 ,积分 (79.9) 和 (79. 10) 也 为 零 . 这 个 解 归 因 于 电子 总 数 的 恒定 性 (与 
声 子 总 数 不 同 ) ;形式 上 , 它 对 应 于 电子 化 学 势 的 恒定 小 量 改变 . 
为 以 下 进行 定量 估计 ,我 们 注意 到 金属 中 电子 谱 参 量 的 数量 级 可 以 仅 通过 
晶 格 常量 d 和 电子 有 效 质 量 m 来 表达 ;例如 , 费 米 动量 (以 寻常 单位 表示 ) 是 
ps ~ 天/d ,速率 是 v; ~ps/m”~ 有/m* d, 和 能 量 是 e ~vrps ~ 拓 /m qd. 声 子 谱 参 量 
和 电子 声 子 相互 作用 参量 还 包含 原子 的 质量 M. 物质 密度 px 及 ,声速 uwxp ”< 
1M ;通过 户 ,d 和 mm 使 量 纲 正确 (只 有 一 种 方式 完成 ) ,我 们 得 到 估计 量 
u~ve(m’ AM) (79. 15) 
因此 , 德 拜 温度 是 
四 ~jo ~hu/d~e(m’ /M)'”. (79. 16 ) 


质量 jN 仅 通 过 原子 的 位 移 算 符 U.(66.2) 而 出 现在 电子 声 子 相互 作用 算 符 中 ; 


这 个 相互 作用 不 涉及 任何 其 它 为 1/M 的 小 项 , 当 U, ~d 时 其 能 量 ~ sj;. 算 符 0, 
的 矩阵 元 ,因而 电子 声 子 相互 作用 算 符 的 矩阵 元 ,是 < (Mw) -xM-%; 对 于 给 
定 准 动量 4, 频 率 w -~ 由 ecM -2. 散射 概率 由 矩阵 元 的 平方 给 出 . 因此 ,碰撞 积分 
中 的 函数 w 正比 于 MM-'?, 或 者 ,使 量 纲 正确 ， 
w ~ Qvrd’. (79. 17) 
这 个 估计 量 就 长 波 声 频 声 子 的 发 射 和 吸收 来 说 需要 修正 . 在 这 个 情况 下 w 
正比 于 上 的 事实 意味 着 该 估计 量 必须 包括 一 个 额外 因数 k/k,,, ~ kd: 
w ~ Ov,kd’. (79. 18) 
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在 高 温 下 7 >> 9 ,晶体 中 所 激发 出 的 声 子 ,具有 一 切 可 能 的 准 动量 ,直至 最 
大 值 与 电子 费 米 动量 为 相同 量 级 :js ~ pr ~ 1/d. 根据 德 拜 温度 的 定义 ,最 大 声 
子 能 量 w ,~ 日 ,因而 对 所 有 声 子 w << 工 . 

因此 ,在 这 些 条 件 下 , 声 子 能 量 远 小 于 电子 费 米 分 布 中 漫 变 区 宽度 . 这 使 我 
们 能 将 声 子 发 射 和 吸收 当 作 电子 的 弹性 散射 来 近似 处 理 . 散射 角 绝对 不 很 小 , 因 
为 电子 和 声 子 的 准 动量 在 这 些 条 件 王 是 相同 数量 级 . 

在 高 温 下 , 当 声 子 态 占 有 数 很 大 时 , 声 子 气体 每 个 体积 元 中 平衡 的 建立 ( 声 
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子 声 子 弛 瑰 ) 很 迅速 .因此 , 当 考 虑 金属 的 电导 率 和 热 导 率 时 ,我 们 可 以 认为 声 
子 分 布 函数 为 平衡 分 布 . 即 ,在 碰撞 积分 中 取 x =0( 本 节 末 尾 将 作出 x 的 定量 估 
计 ). 换 句 话 说 , 仪 讨论 电子 的 动 理 方程 就 够 了 . 

可 以 立即 注意 到 ,在 假设 电子 散射 为 弹性 的 近似 下 , 仅 以 此 近似 为 基础 的 
$ 78 的 结果 ,包括 给 出 比值 o/x 的 维 德 曼 - 弗 兰 北 定律 (78. 13 ) ,仍然 适用 . 然 
而 ,为 分 别 确定 系数 rc 和 对 温度 的 依存 关系 ,必须 更 仔细 地 考察 电子 声 子 碰 
撞 积 分 (79. 9 ). 

在 所 述 条 件 下 ,这 个 积分 大 为 简化 . 由 于 声 子 能 量 w = +(s -&) 很 小 ,我 们 
可 以 将 差 值 ns -~ m 展 成 w 的 寡 展 开 式 由 : 

10 -no 守土 @ 2 

然后 我 们 可 以 在 6 函数 的 日 变量 中 令 w =0 ,得 到 


9No ono dk 
I =2 Re Ee a 
m9) -2 fw eS -oP -po 7 


当 w << 了 时 , 声 子 分 布 函 数 Nu= To, 所 以 Nuvjso = -7T/w .导数 ano/9e ~ 


-1/T. 积分 由 范围 h ~ 和 ,支配 ,其 中 ww ~ @. 当 考 虑 到 8 函数 时 ,对 dk 的 积分 
对 积分 的 估计 量 引 入 因数 ki /vs: 








T kes op 
[mm J 
利用 (79. 17 ) 的 佑 计量 w, 由 此 给 出 
ln(p)~ -pop~ -Tn. ( 80. 1) 


这 意味 着 电子 声 子 碰撞 频率 rw。 ~ 了 (寻常 单位 中 是 T/#). 平 均 自由 程 1~wv/7， 
而 (78. 16) 给 出 电导 率 (用 寻常 单位 ) 为 %: 
Ne’ 
OO ~ 
mT 
因此 , 当 了 >>G@ 时 ,金属 的 电导 率 反 比 于 温度 . 于 是 维 德 曼 - 弗 兰 效 定 律 表 
明 热 导 率 是 常量 : 


( 80. 2) 


pee ( 80. 3) 


*“" 


m 


QD 考虑 到 这 个 差 值 中 w 的 存在 与 电子 散射 是 弹性 的 近似 是 一 致 的 . 这 是 必须 的 ,因为 在 使 碰撞 积 
分 变 成 (79.9) 的 形式 时 ,我 们 应 用 了 等 式 (79. 8). 其 右边 当 。 =e' 时 变 成 不 定 的 . 

@) 注意 到 电子 能 量 的 量子 不 确定 度 ~ 用。,, ~ 了 是 电子 分 布 中 漫 变 区 宽度 的 量 级 . 然而 ,这 个 事实 
并 不 会 使 结果 不 适用 ,理由 类 似 于 §78 末尾 关于 受 杂质 散射 问题 中 所 给 出 的 . 由 于 品格 中 原子 振动 相对 
很 慢 的 性 质 ,以 及 电子 散射 的 弹性 性 质 ,该 问题 原则 上 可 表述 为 在 已 变形 卓 格 的 给 定 势 场 中 电子 运动 的 
问题 . 
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为 了 证 明 在 碰撞 积分 中 忽略 y 是 正确 的 ,现在 让 我 们 来 估计 电子 和 声 子 分 
布 中 的 校正 画 数 pg 和 x. 我 们 可 以 ,例如 ,在 有 电场 但 没有 温度 梯度 的 情况 下 来 
作 这 个 估计 . 

因为 电场 并 不 影响 声 子 的 运动 , 声 子 的 动 理 方程 左边 为 零 . 因此 ,方程 归结 
为 声 子 与 电子 以 及 声 子 与 声 子 的 碰撞 积分 之 和 变 为 零 : 

Ti (gp) + Ts (X) +) =0 (80. 4) 

(上 标 (1) 和 (2) 区 别 积分 (79. 10) 中 的 两 部 分 ,如 在 (79. 11) 中 以 同样 方式 曾经 
作 过 的 ). 

积分 .可 类 似 于 上 面 对 1, 那样 进行 估计 .然而 ,这 里 必须 考虑 到 对 电子 
准 动 量 p 的 积分 实际 上 仅 在 费 米面 附近 具有 厚度 ~ T[w 和 面积 ~ pt 的 薄 层 体 
积 中 取 .8 函数 的 存在 还 要 在 积分 的 估计 量 中 引入 因数 1/ej. 结果 是 





T Tpr T 
1 ( ) ~ -ww 一 2 
hye 了 四 vrer BT 省 全 
1 
Ti (9) A ee 
声 子 声 子 碰撞 积分 估计 为 
1 
1 局 ~ TT Vp, Se Vn, mo 
具有 (68.3) 的 有 效 碰撞 频率 . 
7 m 
vonon ~ Had {NM 
因此 ， 
f 站 7 
[i i “Oe (80. 6 ) 


比较 (80.5) 和 (80.6) ,首先 表明 
THX) /Tp X) ~ O/T <<1; 
声 子 电子 碰撞 的 有 效 频 率 ( 对 平衡 电子 , 即 , 当 gp =0 时 ) 远 小 于 声 子 声 子 碰撞 频 
率 . 因此 ,我 们 可 以 忽略 (80. 4) 中 第 二 项 . 剩 下 两 项 的 比较 给 出 
AP ~ O/T <<1, (80.7) 
这 个 证 明了 在 电子 声 子 页 撞 积 分 中 忽略 x 是 正确 的 . 容易 证 实 , 当 温度 梯度 存在 
时 也 得 到 相同 结果 (80.7). 
然而 ,在 论述 温差 电 现 象 时 ,电子 动 理 方 程 中 忽略 中 数 x 可 能 是 不 允许 的 . 
根据 公式 (78. 12)( 它 的 推导 仅 以 电子 弹性 散射 的 假设 为 基础 ) ,温差 电 系 
数 是 
a ~ T/ees ( 80.8) 


$81 金属 中 的 倒 敢 过 程 317 ， 


(上 标 “1” 的 意义 将 在 以 后 解释 ). 这 个 量 在 下 述 意 义 上 是 “反常 地 ”小 :公式 
(78.8) 中 (第 二 项 ) 积 分 的 数量 级 减 小 一 个 比值 7/es ,因为 


1 


o = -TVYT7 (80.9) 
是 变量 ?7 =e -jp 的 奇 函 数 . 这 个 情况 在 某 种 意义 上 是 “偶然 的 " ,可 能 会 有 这 样 


的 结果 , 归 因 于 声 子 的 非 平 衡 而 对 9 的 微小 增加 会 产生 与 (80.8) 可 比较 的 对 a 
的 贡献 . 


我 们 将 寻求 电子 动 理 方程 
Ono _ nn i (2) 
7? VT=-— eT? V T= Cy) a (80. 10) 


的 解 为 下 列 形式 的 和 :p =p +w" ,其 中 ' 是 (80.10) 右 边 没 有 第 二 项 时 方程 
的 解 , 而 p' 是 方程 : 

I (Pp) +l on (X) =0 (80. 11) 
的 解 . 这 里 函数 9 ! 是 函数 op 的 “主要 ”部 分 ;因为 注意 到 算 符 1 是 变量 的 偶 
函数 ($79) ,这 个 部 分 具有 形式 (80.9) ,是 ”的 奇 函数 .方程 (80.11) 表 明 p -~ 
X ,因而 

p Lp ~Y[pl ~ O/T <<1. 

然而 ,与 p! 不 同 的 是 , 当 e = 几时 ,op5 绝 不 为 零 . 因 此 ,在 计算 对 电流 密度 的 相应 
贡献 时 ,主导 项 没有 相 消 , 仅 在 pg' 为 相对 很 小 的 意义 上 结果 很 小 . 这 意味 着 后 者 
对 温差 电 系 数 的 贡献 是 


机 (80. 12 ) 


在 所 述 温度 范围 的 低 端 ,那里 7 ~ @, 代 替 小 量 ea ~ Biver 我 们 有 ea ~1. 

因此 ,温差 电 系 数 由 两 个 相 加 性 部 分 组 成 . 这 些 可 能 具有 相同 数量 级 ,但 它 
们 随 温 度 的 变化 不 相同 .a 中 第 二 项 的 物理 来 源 是 ,晶体 中 的 热 传 递 引 起 声 子 流 
(“ 声 子 风 ”) , 它 携 带电 子 与 之 一 起 流动 出 . 
$81 金属 中 的 倒 逆 过 程 

低温 下 电子 声 子 散射 的 本 质 与 7>> @ 时 的 情况 根本 不 同 . 当 T <<6 时 , 唱 
体 中 激发 出 的 声 子 具有 能 量 w ~ 7( 一 般 属于 声 频 支 ). 当 这 种 声 子 被 发 射 或 被 
吸收 时 ,电子 能 量 的 变化 是 ~ 了 7, 即 ,变化 量 为 费 米 分 布 中 漫 变 区 总 宽度 的 量 级 . 


电子 准 动量 的 变化 等 于 声 子 准 动量 . 因为 上 ~T/u << js ,而 iss ~Pr, 这 意味 着 
电子 准 动量 仅 有 相对 小 量 改 变 . 因此 ,在 低温 下 ,有 一 个 与 弹性 碰撞 相反 的 极限 


@ 关于 金属 动 理 现象 中 声 子 对 电子 的 中 引 作用 由 古 列 维 奇 (AI. 3. Typearq(1946) ) 所 盖 明 ， 
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情况 :电子 能 量 的 弛 欧 比 其 准 动量 方向 的 弛 豫 显 著 快 得 多 . 

能 量 弛 豫 是 费 米 分 布 漫 变 区 中 的 迅速 “混合 ”. 至 于 准 动量 方向 的 弛 驮 是 分 
布 笛 及 这 个 费 米 面 的 均等 ; 它 以 小 量 ( ~ Tv ) 跳 变 发 生 , 即 ,具有 遍及 费 米 面 的 
慢 扩 散 性 质 . 

在 继续 对 这 些 条 件 下 的 动 理 现象 作 细致 分 析 之 前 ,关于 倒 逆 过 程 的 作用 ,我 
们 将 作 帮 个 一 般 评述 . 

像 在 介 电 唱 体 中 那样 ,理想 (无 杂质 或 缺陷 ) 金 属 晶 体 中 动 理 系数 的 有 限 性 
归 因 于 这 些 倒 逆 过 程 的 存在 . 仅 有 正常 过 程 情况 下 ,它们 使 电子 和 声 子 的 总 准 动 
量 守恒 , 动 理 方程 会 有 对 应 于 电子 和 声 子 系统 作为 整体 相对 于 唱 格 运动 的 “ 寄 

p=p* VV, x=k. 6V (81.1) 

类 型 的 解 ,具有 恒定 矢量 8V( 比较 (67.19)). 如 果 电 子 的 声 子 发 射 或 声 子 吸 收 
是 在 准 动量 守恒 的 条 件 下 (p =p' +k) 发 生 的 ,这 些 解 使 碰撞 积分 (79.9)， 
(79. 10 ) 归结 为 零 . 

在 高 温 下 , 当 电 子 和 声 子 两 者 的 准 动量 都 很 大 ( ~ 1《Xd) 时 ,发 生 倒 逆 过 程 ， 
一 般 具 有 与 正常 过 程 相同 的 频率 . 因此 ,考虑 它们 的 必要 性 ,并 不 引起 动 理 现象 
的 任何 特别 性 质 . 

电子 准 动量 位 于 费 米面 附近 ,在 这 个 意义 上 几乎 不 依赖 于 温度 . 然而 ,在 低 
温 下 , 声 子 准 动量 变 成 很 小 ,因此 倒 逆 过 程 可 能 被 阻止 . 在 这 方面 ， A 
敞 费 米面 情况 是 实质 上 不 同 的 . 

一 个 沿 费 米面 ,对 于 p 空间 ( 倒 易 品格 ) 中 元 胞 的 任何 选择 ,都 与 元 胞 边界 
发 生 交 叉 . 显然 ,在 这 个 情况 ,发 射 或 吸收 具有 任意 低能 量 的 声 子 的 倒 逆 过 程 总 
是 可 能 的 :在 元 胞 边界 处 ,即使 电子 准 动量 的 很 小 改变 ,也 能 将 电子 传递 到 相 邻 
元 胞 . 它们 在 费 米面 上 扩散 的 过 程 中 ,所 有 电子 最 终 将 达到 元 胞 边界 ,因而 能 参 
与 倒 道 过 程 . 因此 ,也 是 在 这 个 情况 , 倒 逆 过 程 的 概率 (与 正常 过 程 比较 起 来 ) 不 
包含 任何 附加 小 因数 . 确实 ,分 类 成 为 正常 过 程 和 倒 逆 过 程 依赖 于 倒 易 元 胞 的 选 
择 ,在 这 个 意义 上 是 约定 的 . 对 于 敞 费 米面 ,在 倒闭 过 程 的 频率 中 没有 任何 附加 
小 因数 的 这 个 性 质 , 对 元 胞 的 任何 选择 都 存在 . 因此 在 这 个 情况 下 ,一 般 适 当 的 
是 放弃 对 两 类 散射 事件 作 任 何 区 别 ,而 要 认为 它们 都 是 正常 ( 即 , 准 动量 守重 
的 ) 过 程 ,但 允许 电子 准 动量 的 值 在 倒 易 吕 格 任何 处 . 对 于 声 子 , 元 胞 的 选择 是 
使 得 k=0 的 点 位 于 其 中 心 ; 因 此 ,( 当 7 <<9 时 唯一 需 考虑 的 ) 所 有 长 波 声 子 处 
于 一 个 元 胞 体积 中 心 附近 的 很 小 部 分 . 在 这 个 论述 中 ,通过 将 倒 易 晶 格 中 的 周期 
性 条 件 

n(p +b) =n(p) (8L 2) 
应 用 于 电子 分 布 函数 ,从 而 排除 了 “寄生 ”" 解 (81. 1). 平 衡 分 布 , 仪 依赖 于 电子 能 
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量 e(p) ,必然 满足 这 个 条 件 ,因为 e(P) 是 周期 函数 . 除 m(P) 之 外 ,导数 


9no(p)/9e 也 是 周期 性 的 ,因此 8 区 中 的 因数 p(P) 也 是 如 此 ;这 个 必要 条 件 消 
去 了 解 (81. 1) ,因为 它 并 不 满足 这 个 条 件 . 

现在 让 我 们 考虑 闭 费 米面. 在 这 个 情况 ,我 们 可 以 这 样 来 选择 倒 易 元 胞 ,使 
得 费 米 而 任何 处 都 不 与 其 边界 交叉 @. 因此 倒 道 过 程 对 应 于 电子 在 元 胞 中 费 米 
面 上 任意 点 以 及 在 相 邻 元 胞 中 复制 点 之 间 的 跃迁 . 如 图 29 中 纲要 式 显示 的 . 连 
接 这 些 点 的 矢量 是 所 发 射 或 所 吸收 声 子 的 准 动量 . 距离 一 般 很 大 (% ~ 
1/4) ,在 低温 下 具有 能 量 w(%) 的 声 子 数 是 指数 式 小 ,为 正比 于 exp[ - w(k)/ 
7]. 于 是 倒 道 散射 事件 的 有 效 频率 在 这 些 条 件 下 按 下 式 ， 


” ” 
/ / 
CO OO 
、 、 
站 
L、、 上 ~、 
\ 和 
区 本 二 全 二 二 广 


vu exp{ —- w(K...)/T} (81.3) 

依赖 于 温度 ,其 中 i, 是 (所 考虑 类 型 的 所 有 矢量 中 ) 其 能 量 w(k) 具 有 最 低 值 的 
声 子 准 动量 值 . 当然 ,这 里 重要 的 是 电子 速率 远大 于 声 子 速率 (vi >> wu). 由 于 这 
个 原因 ,我 们 不 能 通过 远离 费 米 面 来 改变 矢量 上 的 长 度 以 使 (81.3) 中 的 指数 减 
小 , 虽然 声 子 能 量 可 能 减 小 ~ wu6& 的 量 ,过 程 所 涉及 的 电子 的 能 量 会 同时 增加 更 
大 的 量 ~vr5k, 因 此 ww 减 小 而 不 是 增加 . 因此 为 求 ,无 需 考 虑 费 米面 附近 分 
布 的 漫 变 区 . 实际 上 重要 的 通常 是 与 其 在 邻近 元 胞 中 的 重复 点 最 接近 的 费 米 面 
邻近 的 那些 点 . 

解 (81.1) 意 味 着 不 存在 电场 时 有 一 个 宏观 电子 流 , 即 ,无穷 大 电导 率 . 倒 逆 
过 程 的 指数 式 小 频率 引起 指数 式 大 电导 率 (R. EE. Peierls). 

具有 闭 费 米面 的 金属 中 ,即使 忽略 倒闭 过 程 时 , 热 导 率 仍 保持 有 限 . 这 是 因 
为 , 按 (78.2), 热 导 率 « 在 没有 电流 情况 下 定义 热流 ,而 条 件 j 了 =0 必然 排除 “ 寄 
生 ” 解 (81.1). 包括 倒 逆 过 程 能 改变 « 的 值 , 仅 当 它 很 小 时 . 这 同样 运用 于 温差 
电 系 数 a( 根据 定义 (78. 1)), 它 将 温度 梯度 与 电场 联系 起 来 , 仍 是 在 j=0 的 条 
件 下 ( 见 § 82 ,习题 ). 


Q@ 然而 ,如 果 费 米面 由 许多 闭 腔 组 成 ,必须 用 别 的 方式 ,而 不 能 用 带 平面 边界 的 平行 六 面体 那样 的 
方式 来 定义 元 胞 . 对 于 由 两 个 不 等 价 闭 腔 形成 “ 费 米面 ”的 平面 晶 格 情形 ,纲要 式 地 阐明 于 图 28. 虚线 显 
示 元 胞 , 它 并 不 与 这 些 空 腔 相交 . 采用 长 方 胞 的 任何 选择 ,都 不 能 避免 相交 . 
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然而 ,上 述评 注 并 不 适用 于 具有 闭 式 电子 和 空 穴 费 米面 的 补偿 金属 , 即 具 有 
相同 数目 电子 和 空 穴 (N = Ne。) 的 金属 ( 见 第 九 卷 , $61). 原因 是 在 这 个 情况 , 解 
(81.1) 不 依赖 于 电流 的 存在 . 的 确 , 对 应 于 这 个 解 的 电流 密度 是 

















ano 2d p 
一 Ne . VV rh 
4 J 3‘? 9 ) 2 二 
no 2d'p 
< | 一 -一 = 
Le Sm) 2d 9no Cs 2d’p 
二 ee . = . : 
ap ? Pe Ce (27)’ 


两 个 积分 分 别 取 费 米面 的 电子 体积 和 空 穴 腔 体积 求 积 ,在 第 二 个 积分 中 ,所 用 空 
穴 分 布 是 wo = 1 -n. 现在 我 们 可 以 分 部 积分 ;对 元 胞 界面 处 积分 结果 为 零 , 因 
为 nt? 和 ni" 远离 相应 费 米面 时 迅速 减 小 . 结果 是 

j=edV(N, -N.). (81.4) 
对 于 补偿 金属 ,j=0. 

这 意味 着 即使 没有 考虑 到 倒 递 过 程 时 ,补偿 金属 的 电导 率 也 是 有 限 的 . 另 一 
方面 , 热 导 率 和 温差 电 系数 是 由 倒 道 过 程 所 支配 的 ,如 果 忽 略 这 些 过 程 ,它们 会 
是 无 穷 大 ,因为 那 时 条 件 j =0 并 不 排除 寄生 解 (81. 1). 

在 本 节 ( 与 下 节 ) 的 论证 和 估计 中 ,我 们 基本 上 含有 关于 费 米面 形式 的 最 简 
单 假设 , 即 它 或 者 是 闭 式 或 者 是 敞 式 ,其 所 有 特征 尺度 为 1/d 量 级 . 然而 ,实际 金 
属 的 费 米面 ,一 般 具 有 复杂 形式 ,并 且 可 能 由 几 个 不 同 叶 组 成 ;我 们 不 准备 停 下 
来 分 析 对 实际 金属 动 理 系数 行为 中 所 产生 的 复杂 性 . 例如 , 倒 易 晶 格 的 不 同胞 中 
敬 式 费 米面 各 叶 可 能 由 ( 宽度 为 Ap << ps 的 ) 窄 桥 相连 接 . 问题 中 小 参量 Ap/p; 
的 存在 可 能 导致 动 理 系数 具有 不 同 温度 依存 关系 的 新 的 “中 间 ” 温 度 范围 . 闭 式 
费 米面 的 各 叶 可 能 “反常 地 ”靠近 到 一 起 ,这 可 能 使 指数 律 (31.3) 移 动 到 “反常 ” 
低温 范围. 
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低温 动 理 现象 的 定量 研究 中 ,我 们 将 记 住 敞 费 米 面 的 情况 ,因而 将 不 特别 注 
意 倒 逆 过 程 . 

首先 ,我们 将 证 明 声 子 系统 中 的 弛 豫 的 发 生 ,( 当 了 <<@ 时 ) 主 要 是 由 于 声 
子 电子 (而 不 是 声 子 声 子 ) 碰撞. 

为 估计 声 子 电子 碰撞 积分 (79. 10) ,我 们 注意 到 在 低温 时 ww ~ 了 7T,s -人 ~ 了 ， 
因而 N ~no ~1,93No/9w ~1/T. 对 d'p 的 积分 是 沿 费 米面 厚度 ~ TWv; 的 一 层 的 
体积 取 的 . 因为 k/p 很 小 ,8 函数 的 自 变量 可 以 表达 为 


e(p) -el(p-k) -wk) ke some ko (82.1) 
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通过 在 给 定 k 下 对 p 的 方 问 (或 等 价 地 对 w ; 的 方向 ) 求 积分 可 以 消除 5 函数 ,对 
被 积 表达 式 增 加 个 因数 1/vek. 最 后 ,w 按 公式 (79. 18) 估 计 . 结果 是 
TX) ~ -xX(m’/M) ~ -T(m’/M)'SN, 


所 以 有 效 碰撞 频率 是 
有 户 - (82.2) 


低温 下 声 子 声 子 碰撞 的 有 效 频率 ,按照 估计 (69. 15 ) 是 


We op (二) < (82.3) 
这 个 证 明了 前 面 的 陈述 . 
今后 我 们 将 忽略 声 子 声 子 碰撞. 于 是 声 子 动 理 方程 是 
9No w oNo 
u 了 v T= (Ye2). (82.4) 


这 个 方程 可 以 对 于 声 子 函数 Y 显 式 求解 . 因为 在 这 个 方程 中 是 给 定 的 ,可 将 xX 
取 至 积分 号 外 ,我 们 求 得 


ww 











pF 4 VT)+ 
2d'p 
1 S 二 EP A ed 
+ wn mde-e wo) (pp) Yt 
(82.5) 
其 中 
/ 2d- 

pm = | wnt nd) Be-e’ -0) 7) (82. 6) 


容易 看 出 >>x :的 确 , 由 函数 x; 的 定义 ,可 见 ~98( 分 子 和 分 母 中 的 积 
分 仅 在 被 积 表达 式 中 相差 因数 p -gpg'). 9 的 数量 级 由 电子 动 理 方程 
(4 ， v Tl ,Pp)~ -Vv ON ~ 一世 和 
oT ep ep 7 P T 
予以 确定 ,由 此 得 


UF 


| V Tl. 





有 效 电子 声 子 碰撞 频率 用 上 面 对 v,,,。. 那 样 的 类 似 方式 进行 估计 ,唯一 差别 是 积 
分 LL ,中 对 dk 的 积分 是 在 动量 空间 中 ~ (TAu) 的 一 个 体积 内 取 的 (而 不 是 积 
分 1 .中 对 dp 的 积分 中 的 体积 ~ ps Tv ): 

vn ~ T/O. (82.7) 
最 后 ,注意 到 xX, ~ 17 Tiu/v,,. ,我们 有 
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ee We (82.8) 


这 正 是 要 证 明 的 . 
在 计算 电导 率 和 热 导 率 ( 但 非 温差 电 系 数 ; 见 下 面 ) 时 ,我 们 可 以 忽略 小 量 
Xi 因此 ,将 (82.5) 的 x~~xz 代入 (形式 为 (79. 11) 的 ) 线 性 化 电子 声 子 碰撞 积分 
中 ,我 们 求 得 
Loya(pAX) = 9) +l we( 9), (82.9) 
其 中 7/.,..(9) 表 示 将 x 代入 积分 1.5, (xX) 的 结果 . (82.9) 中 第 一 项 是 电子 和 平 
衡 声 子 的 碰撞 积分 ;第 二 项 可 称 为 电子 间 通 过 声 子 的 碰撞 积分 . 
我 们 在 函数 pg(p) 中 (如 $79 中 所 作 过 的 那样 ) 引 进 作 为 自 变量 的 是 量 7 = 
z -WM. 和 和 失 量 ps, 后 者 具有 的 方向 但 终止 在 费 米面 上 . (82.9) 中 的 两 项 在 其 被 
积 函 数 中 具有 差 值 
p(n,Pre) -2(7 ,Pe), ( 82. 10) 
并 有 
n-n7 = +w, pe-Pr=x, 
其 中 kx 是 上 在 费 米面 p: 点 处 切 平面 上 的 投射 . 
关于 变量 pj ,函数 p(n,pr) 在 范围 ~ps 上 变化 很 显著 ; 差 值 x ~k << pr. 在 
这 个 意义 上 ,9 随 ps 缓慢 变化 ,一 级 近似 下 我 们 可 以 在 差 值 (82. 10) 中 取 Pfr = 
pe, 即 用 
9p( 了 ,Pr) -p(n ,Pr) (82.11) 
来 代替 它 . 然而 ,对 7 的 依存 关系 很 强 , 这 是 在 下 述 意 义 上 说 的 :17 -71=w~7T 
是 与 p 发 生 显 著 变 化 的 范围 具有 相同 量 级 . 
令 万 为 由 大 (82.9) 通 过 用 (82.11) 代 替 (82.10) 而 获得 的 算 符 ;于 是 
ln (Pp) =L(9) +L( 9), 
以 及 L。 >> 工 . 电子 动 理 方程 (在 电场 和 温度 梯度 都 存在 的 情况 下 ) 呈 现下 列 形 
| 
- (eE+2v 7 Co) + 有 (人 (82. 12) 
右边 两 项 具有 相当 不 同 的 物理 意义 :第 一 项 引起 迅速 的 能 量 弛 豫 ,第 二 项 引起 相 
对 于 准 动量 方向 的 缓慢 “扩散 弛 豫 . 
注意 到 算 符 L。 有 两 个 明显 性 质 . 首先 ,对 仅 依 赖 于 ps 的 任何 函数 , 它 为 零 
(因为 差 (82.11) 为 零 ). 其 次 ,下 列 积分 为 零 : 


[5p) dn =0; (82. 13) 
算 符 L, 描述 仅 有 能 量 改 变 的 碰撞 ,而 (82. 13) 只 不 过 表述 具有 给 定 p 的 方向 的 
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电子 数 守 但 . 
我 们 将 寻求 动 理 方程 的 下 列 形式 的 解 : 

p(n,Pr) =a(pr) +b( ,Ps), (82. 14 ) 
其 中 a(ps) 仅 是 pi 的 了 淆 数 , 而 且 1al >> 161. 函数 a( 对 此 碰撞 积分 的 部 分 为 
零 ) 很 大 的 事实 表达 的 是 能 量 弛 豫 过 程 的 迅速 性 . 将 (82. 14) 代 入 (82. 12) 并 和 忽 
略 相 对 较 小 项 L,(5b) ,我 们 求 得 下 列 方程 
Le (82. 15) 
0 
右边 两 项 一 般 具 有 相同 量 级 . 然而 ,在 计算 电导 率 或 热 导 率 时 ,只 有 其 中 一 项 是 
重要 的 . 因为 通过 下 列 事实 可 以 看 出 :线性 化 电子 声 子 算 符 7,,,( 因 而 L。 和 工 ) 
作用 于 也 数 p(n ,ps) 后 ,并 不 改变 pg 相对 于 7 的 奇偶 性 了 . 因此 ,我 们 将 p 分 成 
相对 于 7 为 偶 (w,) 和 为 奇 (pp,) 的 两 部 分 

p,=a+b,, vp, =b, 

(不 依赖 于 7 的 畏 数 a 显然 是 偶 沙 数 ). 将 gpg =p, +epu 代 和 (82.15) ,接着 分 开 了 7 
的 奇 次 项 和 偶 次 项 ,结果 给 出 两 个 方程 : 


一 ( Sd 7] 


0 
-VT=L(b,), (82. 16) 
了 9e 
0 
-eB veh(b) +h( 0); ( 82. 17) 


方程 左边 的 速度 v 在 充分 准确 度 下 已 用 费 米面 上 的 速度 v ; 代替 ,后 者 不 依赖 干 
n. 第 二 个 方程 对 7 的 积分 给 出 


ea = [La)dn, (82. 18) 


因为 按 (82. 13) , 含 ze 的 项 消失 . 
热流 (五 =0 时 ) 完 全 由 方程 (82. 16) 的 解 确定 ,该 方程 仅 包含 算 符 ze :正如 
我 们 应 预期 的 , 它 依赖 于 电子 能 量 弛 瑰 过 程 . 从 该 解 计 算出 热流 作为 积分 


2d"p dno 2d'p 
Ps S -一 一 上 > 一 | 一 一 六 ; 
g ja ne mn On 


函数 p 中 为 n 偶 函 数 的 部 分 没有 贡献 ,因为 结果 所 得 被 积 表 达 式 是 奇 函 数 . 
算 符 L。 是 电子 声 子 碰撞 积分 的 主要 部 分 . 因此 相应 有 效 碰撞 频率 是 (82.7) 
的 v, ;更 确切 地 说 ,这 个 量 是 关于 能 量 交 换 的 有 效 碰 撞 频 率 . 相应 电子 平均 自 
由 程 是 1~ v/v 热 导 率 可 由 气体 动 理学 理论 的 公式 (7. 10) 予 以 估计 :«~ 
cilN. 目前 情况 下 ,N 是 电子 的 数 密度 ,c 是 (每 个 传导 电子 ) 热 容 的 电子 部 分 而 5 





( 82. 19) 


QD $79 中 对 1 六 曾经 证 明 过 这 点 .我们 不 准备 停 下 来 给 出 对 154. 的 严格 类 似 证 明 . 
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~2f. 量 入 不 依赖 于 温度 ,电子 费 米 液体 的 热 容 正 比 于 了 ,而 按 (82.7) 平 均 
自由 程 ix 7 .因为 这 样 所 计算 的 热流 适用 于 五 =0, 其 中 的 系数 不 是 热 导 率 x 
本 身 而 是 kw =k+Toa ( 见 (78.3)). 因 而 k' xT .Too 项 远 小 于 kx'( 见 325 页 
脚注 由) ,因而 kxw7T 习 .作为 粗 估 , 令 
m’ peT 
NE 
(以 寻常 单位 ,比较 第 九 卷 ,(1. 15)) ,我 们 求 得 


2 
ee ( 82. 20) 


电导 率 通 过 求解 方程 (82. 18 ) 而 予以 确定 ,该 方程 仅 包 含 算 符 Li :如 所 预 
期 ,电流 依赖 于 对 电子 准 动量 方 向 的 弛 豫 过 程 .在 8$81 开头 曾经 注意 到 这 些 过 
程 具有 沿 费 米面 扩散 的 性 质 . 下 节 中 我 们 将 证 明 动 理 方程 (82. 18 ) 事 实 上 如 何 
能 化 成 扩散 方程 的 形式 . 然而 ,电导 率 对 温度 的 依存 关系 可 以 从 下 面 的 简单 论据 
予以 前 明 . 

沿 费 米 面 的 移动 以 小 跳 变 大 ~ TWAu 发 生 ; 这 个 量 起 动量 空间 中 的 “平均 自由 
程 "L 的 作用 ,而 “散射 事件 ”的 频率 与 电子 声 子 碰撞 频率 v。,, 相 同 . 沿 费 米面 的 
扩散 系数 可 按 气体 动 理 学 理论 的 公式 万 -~ 万 ~Pz 了 予以 估计 ,并 以 上 和 六 作为? 
和 xz 因而 我 们 有 (以 寻常 单位 ) 

i@O/T\s 
D, | 

由 此 我 们 可 以 求 得 弛 豫 时 间 , 它 在 按 (78. 16) :c ~e NveT/ps 估计 电导 率 时 
要 出 现 . 它 是 这 样 的 时 间 ,在 此 期 间 电 子 准 动量 改变 量 为 其 本 身 量 级 . 换 句 话说 ， 
在 时 间 7 内 电子 必然 沿 费 米面 扩散 一 段 距 离 ~ psy. 在 扩散 运动 中 , 方 均 位 移 正 比 
于 时 间 ( 和 正比 于 扩散 系数 ). 因 此 我 们 求 得 关系 式 pi ~ D,7, 而 对 于 电导 率 ( 以 
寻常 单位 ) 为 





Cn 





K~ 





( 82. 21) 





Lad 


和 (全 ， (82. 22) 
因此 ,在 低温 ,电导 率 正 比 于 了 号. 

现在 让 我 们 论述 温差 电 系 数 . 这 里 类 似 于 高 温情 况 . 

如 果 电 流 j 由 方程 (82. 16) 的 解 ,函数 5, 计算 ,于 是 ,因为 这 是 变量 7 的 奇 
函数 ,一 级 近似 下 积分 为 零 ,而 仅 当 我 们 考虑 到 被 积 表达 式 中 以 /er 作 展 开 中 
的 高 阶 项 时 才 得 到 不 为 零 的 结果 . 这 导致 (和 7>>@ 的 情况 一 样 ) 温 差 电 系数 


(以 寻常 单位 ) 为 


人 ”这 个 结果 是 布 洛 赫 (F. Bioch(1929) ) 首先 推导 的 . 
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a! ~T/eg;, ( 82. 23) 
而 不 是 “正常 ? 量 级 的 量 @ ~ 1/e. 
对 温差 电 系 数 的 另 一 贡献 来 目 (82.5) 的 声 子 函数 yx 中 所 忽略 的 x 项 :这 个 
贡献 是 由 于 声 子 对 电子 的 中 引 作 用 . 如 果 保 留 这 项 , 则 碰撞 积分 (82. 9) 中 应 包 
含 补 充 项 : 





2 aNo 1V 了 | 
a A em ; ( 82. 24) 
于 是 可 将 这 项 取 至 动 理 方程 (82. 12 ) 的 左边 ,那里 它 要 与 项 
Se ( 82. 25) 
aTT 


相 比 较 . 项 (82.24) 以 比值 A@” 小 于 (82. 25) (估计 类 似 于 (82. 8)). 然而 , 考 
虑 到 这 项 时 导致 在 动 理 方程 的 解 pg 中 出 现 正比 于 V 7 的 一 项 ,而 这 已 不 是 7 的 
奇 函 数 . 因此 ,在 计算 对 电流 的 有 关 贡 献 时 ,没有 补充 小 因数 ,而 温差 电 系 数 包 括 
一 项 

ol ~ TP/eO’ ( 82. 26) 
(J. 3. Typesuny,1946)®. 

随 着 温度 的 降低 ,电子 声 子 碰撞 频率 也 减 小 ,最 终 在 引起 电阻 和 热 阻 方面 ， 
电子 与 杂质 原子 间 的 碰撞 变 成 主要 的 .注意 到 由 于 对 温度 的 不 同 依存 关系 ,过渡 
到 “剩余 热 阻 "要 比 过 渡 到 “剩余 电阻 ”出现 晚 得 多 . 

在 很 纯 金 属 中 ,可 以 存在 一 个 温度 区 域 ,在 此 区 域内 金属 的 动 理性 质 由 电子 
间 碰 撞 所 支配 . 金属 中 电子 液体 内 的 相应 平均 自由 程 ,如 任何 其 它 费 米 液体 中 那 
样 , 按 T“ 随 温度 变化 ,而 小 展开 参量 是 比值 T/ep( 见 $75). 当 7 了 ~ es 时 ,这 个 
平均 自由 程 必须 变 成 ~d, 因 而 


1 ~d(er/T). (82:27) 
由 此 得 出 电导 率 和 热 导 率 对 温度 的 依存 关系 是 
ec 一， KoT ( 82. 28) 


( 帮 . 五. JaHmay , MH. 中 . TIoMepaHdyx ,1936) . 当 温 度 降低 时 ,有 效 电 子 电 子 碰撞 频 


Q@D 由 估计 (82.20) 一 (82.23) 我 们 看 到 Ta ok ~ (B/ses)”<<1, 这 证 明了 推导 (82. 21) 中 所 采用 
近似 的 正确 性 . 

@@ 这 里 ,下 列 评注 是 必要 的 . 因为 声 子 准 动量 很 小 ,能量 守 和 恒定 律 给 出 

e(p)-e(p-k)~vr "Kk~ +w( 天)， 

由 此 我 们 看 到 vs 和 天 之 间 的 夹 角 9 几乎 是 mr/2:cos 06~w/(vFk) ~ ver <<1. 各 问 同性 情况 下 , 声 子 的 准 
动量 k 和 速度 x 处 在 相同 方向 ,因此 乘积 wu: vs 也 很 小 .在 通过 9 给 出 流 的 积分 中 出 现 类 似 乘积 ,正比 于 
xz . VT; 在 各 向 同性 情况 下 这 会 引致 在 cl 中 出 现 附加 小 因数 . 然而 ,在 各 向 异性 晶体 中 ,包括 具有 立方 
对 称 性 的 晶体 中 ,一 般 没有 任何 理由 出 现 这 种 小 因数 . 
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率 v.. 比 电子 声 子 碰撞 频率 v.,, 来 说 ,其 减 小 要 慢 得 多 . 然而 , 因 v.. 中 的 小 参 景 是 
T/es 而 不 是 zx ws 中 的 7/O, 电 子 电 子 磁 撞 仅 在 很 低温 度 下 才 起 主要 作用 . 

还 注意 到 关系 式 (82. 28 ) 原则 上 可 以 与 或 者 敞 式 或 者 闭 式 费 米 面相 联系 . 
因为 电子 准 动量 很 大 , 倒 逆 过 程 的 必然 存在 对 闭 费 米面 情况 一 般 并 不 导致 任何 
附加 小 因数 . 


习 题 


对 于 低温 下 具有 闭 费 米面 的 金属 . 忽略 倒 送 过 程 .计算 其 温差 电 系 数 a. 
解 : 电 子 动 理 方 程 是 








-ekE et (9 .YI =C. (0n). (1) 
注意 到 
Ne WN wy 
aT 7 96 T ok 
声 子 动 理 方 程 可 写成 
es V7. (ND) (2) 


将 方程 (1) 和 (2) 分 别 乘 以 尺 和 大 ,并 分 别 对 2dp/(2T) 和 对 dk/(2m) 进行 
积分 ,然后 将 它们 逐 项 相 加 . 由 于 没有 倒 逆 过 程 时 电子 和 上 声 子 的 总 准 动量 守恒 ， 
右边 变 为 零 . 结果 得 到 


ja 4 ae ， Be 


.天 dk 
(27) 
第 二 和 第 三 个 积分 是 在 晶体 具有 立方 对 称 性 的 假设 下 写 出 的 . 
(3 ee 出 -eE(N. - 
NN). 第 二 个 积分 如 在 (78. ba 了 ,其 中 


As 守 |[ 吕 | 和 pe 


(积分 是 在 等 能 面 & = const 2 ee 人 可 人 局, 














=0; (3) 


= |N™, (3w +k. Ds 7 


Sg 函数 No。 随 w 的 增加 而 迅速 减 
小 ). 对 长 波 声 频 声 子 (低温 下 重要 的 唯一 频 支 ) ,速度 区 和 比值 k =K/w 仅 依赖 
于 无 的 方向 (而 不 依赖 于 由 ). 关于 对 w 的 积分 应 用 通常 表达 式 ,我 们 求 得 (3 ) 中 
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第 三 个 积分 是 -BT VT, 其 中 
_ kz， dos 
Ss | )« [27 
(和 是 对 声 子 谱 的 三 个 声 频 支 求 和 ). 
从 而 方程 (3) 变 成 
~-eE(N.-N)=VT(AT+BT). 
将 它 与 (78.1)( 对 j=0 的 情况 ) 进 行 比较 . 给 出 温差 电 系 数 为 
AT+BT 
a = Nn (4) 
通过 适当 选取 动 理 方程 解 中 形式 (81.1) 的 项 ,条 件 j=0 可 以 满足 .按照 $81 中 
的 讨论 ,表达 式 (4) 对 未 补偿 金属 是 有 限 的 .但 当 N. =N, 时 变 成 无 限 . 
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本 节 我 们 将 证 明 怎 样 可 以 将 关于 低温 电导 问题 的 动 理 方程 (82.17) 化 成 扩 
散 方程 的 形式 由. 只 关心 这 个 问题 时 ,我 们 将 仅 考 虑 函数 w 中 不 依赖 于 n=s - 
的 部 分 ,并 用 gp(ps) 表 水 它 以 代替 如 上 节 中 那样 的 特殊 符号 a(ps). 像 在 $ 82 一 
样 ,我 们 将 再 次 注意 到 敞 费 米 面 的 情况 . 

晒 数 











Sn on vw 

(2T) oe (27) 
是 动量 空间 电子 分 布 中 的 非 平 衡 增 量 . 由 此 通过 下 列 步 骤 我 们 可 以 构成 费 米 面 
上 的 分 布 :将 体积 元 dp 写成 dedS/v(74.19) ,对 de = dm 积分 ,并 将 等 能 面 上 依 
赖 于 s 的 面积 元 dS 和 速率 wv 近似 用 费 米面 上 的 值 dS: 和 vr; 来 代替 . 根据 假设 ， 
丽 数 p 不 依赖 于 ,因数 - 9no/ee 的 积分 给 出 1. 于 是 费 米面 上 的 分 布 密度 是 下 


列表 达 式 








p(Ppr) 
(27) vr 
为 使 推导 更 加 明晰 起 见 ,我 们 首先 将 动 理 方程 (82. 17) 写 成 左边 囊 有 对 时 
间 的 偏 导数 的 形式 ,仿佛 分 布 为 非 定 常 似 的 : 
no 99p Ono _ 
0 Dr JE =L, (ow). 
这 里 已 省 略 了 含 mm 的 项 ,无 论 如 何 当 将 方程 对 dw/v; 积分 时 它 会 消失 : 


DF 


(83.1) 


人 @ 下面 给 出 的 是 古 尔 日 和 科比 里 奥 维 奇 (P. H. Typxn,A. 开 . Konexwosxn4x(1971) ) 的 证 明 . 
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左边 第 一 项 是 费 米面 上 电子 密度 的 变 率 . 这 个 方程 应 具有 连续 性 方程 的 形式 , 即 , 左 
边 第 二 项 必须 是 费 米面 上 电子 流 s 的 散 度 ,而 右边 的 电场 项 则 起 源 或 汇 密度 的 作用 . 
这 里 我 们 所 考虑 的 是 曲面 上 的 二 维 散 度 , 但 是 可 以 方便 地 将 它 写 成 三 维 形式 : 


- [L(V nner Vo) ys: (83.3) 


其 中 V。 是 对 p 空间 中 笛 卡 儿 坐 标的 寻常 微分 算 符 ,而 大 括号 内 的 算 符 是 它 在 
费 米面 任何 给 定点 处 切面 上 的 投射 (n; 为 沿 法 线 的 单位 矢量 ) 山 . 矢量 s(ps:) 给 
定位 于 费 米面 上 ,但 是 在 (83.3) 中 它 形式 上 被 认为 给 定位 于 整个 空间 (虽然 仅 
依赖 于 ps 的 方向 ). (现在 我 们 忽略 对 时 间 的 导数 ) 动 理 方程 变 成 


人 
{V， -mr Vi)}*s= -eBE.—. ( 83.4) 


问题 是 要 求 出 用 函数 yg 表示 的 流 s. 
我 们 应 用 p 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 ,将 费 米面 上 要 计算 s(ps) 的 点 取 为 原点 ,并 
且 z 轴 沿 此 处 的 法 线 . 按照 定义 , 流 分 量 s, 是 每 单位 时 间 ( 由 于 碰撞 ) 从 左 辣 右 
( 即 沿 正 x* 方 向 ) 与 从 右 向 左 通过 yz 平面 上 单位 宽度 条 带电 子 数 之 差 . 
让 我 们 考虑 具有 准 动量 p 在 dp 范围 的 一 个 电子 发 射出 具有 准 动量 上 在 
dk 范围 的 一 个 声 子 这 样 的 事件 数 与 这 种 声 子 被 吸收 这 样 的 倒 逆 事 件数 之 间 的 
差 值 . 它 是 (79. 9) 中 被 积 表达 式 中 第 一 项 的 负 值 : 
; dk oN 
“(27)” ao 
带 有 p=p' +k%. 这 里 声 子 函数 xX 要 按 (82.5) 用 9 来 表达 : 


wno -no)d(e-e -wi)( pp -Pp +Xi), (83. 5) 





(83. 6) 


1 2d- 
Xi = -~ | om -ms8(e-e -on) (po -po) ony 


Voph,e 
用 (82.6) 的 ze 
如 果 有 <0, 声 子 的 发 射 将 导致 那些 电子 (从 左 向 右 ) 通 过 该 条 带 , 这 些 电 子 
的 原始 准 动量 的 x 分量 位 于 范围 
k, <p. <0; (83.7a) 


Q@ ”这 个 算 符 出 现在 高 斯 定理 的 二 维 形式 中 : 
fe: sdl= [{v n(n. V)}. sdS. 

左边 的 积分 在 所 述 曲 面 上 绕 一 闭 围 道 进行 求 积 的 (e 为 曲面 上 所 述 点 的 切面 上 围 道 的 外 法 线 的 单位 矢 
量 ) ;右边 的 积分 是 对 由 围 道 所 包围 的 曲面 部 分 进行 求 积 的 . 

@， 在 前 述 论证 中 我 们 忽略 了 面 密度 定义 (83.1) 中 的 因数 (2mr) 一. 从 而 (83.5) 中 也 忽略 了 一 个 相 
应 因数 . 

还 注意 到 在 敞 费 米面 的 情况 ,我 们 约定 包括 整个 倒 易 唱 格 的 电子 准 动量 值 ( 见 $81) ; 准 动量 守恒 定 
律 因而 是 不 带 45 项 写 出 的 . 
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对 于 p 的 这 些 值 ,表达 式 (83.5) 对 流 s, 给 出 正 贡献 . 如 果 kk, >0, 声 子 的 发 射 导 
致 具有 
0 <p, <k, (83.7b) 

的 电子 ( 自 右 向 左 ) 通 过 该 条 带 ; 对 流 s, 的 相应 贡献 为 负 

现在 清楚 的 是 ,要 寻求 *., 我 们 必须 (1) 将 表达 式 (83.5) 对 p, 的 单位 区 间 
和 对 p, 的 整个 范围 积分 (由 于 迅速 收敛 性 ,后 一 积分 可 扩展 至 从 -% 至 +% ); 
(2) 对 p, 的 区 间 (83.7) 进 行 积分 (考虑 到 费 米面 上 所 有 量 随 p, 的 变化 缓慢 ,这 
简单 归结 为 乘 以 区 间 长 度 , 即 乘 以 -%,, 当 我 们 注意 到 s, 中 结果 的 正 负 号 时 ); 
(3) 最 后 再 对 dt 积分 : 

流 分 量 s, 与 s, 的 差别 仅 在 于 被 积 表 达 式 中 用 &, 代替 已 . 因 此 , 流 可 写成 天 
量 形 式 


dk 1 
Sf PDT) = 一 人 
aN, 

x {wn no) (se-e’ -wo) (pp, txe) dp., (83.8) 

其 中 是 天 在 点 pe 处 切面 上 的 投射 . 
首先 ,我 们 写 出 dhk=dk,d kg 并 对 天 积分. 因为 k 很 小 ,我 们 可 将 (83.8) 中 
5 函数 的 自 变 量 加 以 变换 : 
8(e, -2,4 -wo) Hk v,—w) = 一 8 (大 -所 ] 


(ys 的 方向 是 沿 费 米面 的 法 线 ). 对 天 的 积分 消除 了 8 函数 并 到 处 将 太 用 w/v 
代替 .因为 oor ~ iu]or << ,我 们 可 简单 地 令 ,=0, 即 作 变 换 
Kk—>k. ( 383. 9) 
对 dp, = de/v, 的 积分 也 可 以 以 一 般 形式 完成 ,因为 被 积 表达 式 中 唯一 迅速 
变化 的 es 的 函数 是 差 值 


) 9mo 
i 一 天 i 一 
no(£-w no BE) 一 一 外 


对 e 的 积分 将 这 个 因数 转化 为 w. 经 过 这 些 运算 后 ,表达 式 (83. 8 ) 变 成 
1 9No( w.) d Ke 
Dr | em。 3 pp' — Pp TX) on) (83. 10) 
为 进一步 将 积分 进行 变换 ， ” 用 很 小 的 性 质 , 写 出 
pt 
其 中 t=k/x 是 费 米 面 沿 «方向 的 切 向 单位 矢量 . 因为 积分 (83.6) 中 也 出 现 同 
样 差 值 ,我们 可 以 令 函 数 x(k) 写 成 下 列 形式 








S(PF) = ~ 
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xX(K) = a(t). (83. 11) 
最 后 ,由 于 (79. 4) ， 
w= KM(pPr ,0). ( 83. 12) 
用 这 个 记号 ,我 们 有 
2 fs on (st. a Lt. oP Kdxdy 
5 = yp ojo M(t i J (83. 13) 
其 中 p 是 切面 中 必 方 向 的 极 角 . 
(83. 13 ) 中 对 x 的 积分 归结 为 积分 
| 人 


的 计算 ,由 于 迅速 收敛 性 ,积分 可 扩展 至 %w . 具有 很 小 准 动量 k = kt 的 声 子 ,其 能 
量 是 o. =2(bk, 央 此 


1 ow om 
im do = -总 | Nw'do = 
0 “1 


T j 
中 


5 
Uu 


_1200(5) 二 
(L 号 数 的 值 是 5(5) =1.037). 


因而 我 们 得 出 沿 费 米面 电子 流 密 度 的 下 列表 达 式 : 


307(5)T’ / M(t) op 
a Co (r: a a)), (83. 14) 
其 中 角 括 号 表示 对 费 米面 给 定点 p: 处 切面 上 上 的 方向 求 平均 . 我 们 还 需要 尽 可 
能 将 a 的 表达 式 加 以 简化 . 
按 定义 (83.11) ,由 (83.6) 我 们 有 
[Mns -ma8Ge -e -oo(Cap/ap)dP 
oN 
Mons ~- nde -e -wd 
(其 中 分 子 和 分 母 中 的 公 因 数 已 经 消除 ). 对 dp 的 积分 用 对 dSrde/vi 的 积分 代 
替 ( 比较 本 节 开 头 ) ,两 个 积分 中 仅 有 一 个 相同 因数 m(e -ol) -mo(s) 依 赖 于 
;对 dg 积分 的 结果 在 分 子 和 分 母 中 相 消 .5 函数 的 自 变量 于 是 可 写成 天 :人 钙 一 吧 
<:K .yp( 忽 略 了 相对 量 级 为 w/v; 的 量 ). 最 后 结果 是 
vi M3(n 1 人 Cao/sp)dS， 
PE ERR ( 83. 15) 
or Man . DdS, 


(M 为 费 米面 上 位 置 ps 和 方向 上 的 函数 ,而 严 为 沿 法 线 方向 ). 由 于 存在 6 隧 数 ， 
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事实 上 仅 沿 费 米面 上 一 条 曲线 进行 积分 ,那里 法 线 垂直 于 声 子 准 动量 的 方向 上 
公式 (83.4) ,(83. 14) 和 (83. 15 ) 解 决 了 使 动 理 方程 变 成 扩散 方程 形式 的 问 
题 . 这 个 方程 是 一 个 积分 微分 方程. 流 密度 (83. 14) 可 写成 


“2 -ap ), (83. 16) 


其 中 
30L(5 M(ti 
ro 3 1 be ) 
(而 wa,8 是 二 维 矢 量 下 标 ). 的 微分 形式 带 有 扩散 系数 张 量 D,,; 
这 项 与 平衡 声 子 对 电子 的 散射 有 关 . 第 二 项 ,积分 项 . 归 因 于 非 平衡 声 子 对 电子 
的 上 忠 引 效应 . 
流 密 度 作 为 积分 


Dg = (83. 17) 





j= - pe 3 ; | pndsS: 


按 函 数 w 进行 计算 . 由 方程 (83.4) 很 清楚 ,用 (83.16) 和 (83.17) 的 s, 函 数 g( 因 
而 金属 的 电导 率 ) 随 温度 按 7” 变 化 ,与 上 节 中 的 结果 一 致 . 我 们 注意 到 声 子 对 
电子 的 忠 引 并 不 影响 这 个 规律 ,尽管 它 的 确 影 响 动 理 方程 的 形式 . 
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确定 磁场 对 金属 电导 率 影响 的 量 纲 为 1 的 特征 参量 是 比值 re/ 其 中 mm 是 
电子 轨道 拉 莫 尔 半 径 ,! 是 平均 自由 程 . 

注意 到 ( 见 第 九 卷 ,$57) ,磁场 中 传导 电子 的 运动 几乎 总 是 准 经 典 的 ,因为 
比值 josver( 其 中 os 是 拉 莫 尔 频 率 ) 很 小 . 于 是 动量 空间 中 的 轨道 是 等 能 面 
se(p) = const 与 平面 p, = const 的 截面 的 周 线 ,z 轴 平 行 于 磁场 . 因为 电子 能 量 接 
近 于 界限 能 量 s* ,所 述 等 能 面 接近 于 费 米 面 .因此 动量 空间 中 轨道 的 尺度 由 费 
米面 适当 截面 的 线性 尺度 py 给 出 . 轨道 在 寻常 空间 中 的 尺度 是 

r ~ cpr/ (eB), 
它 反 比 于 磁场 . 因此 ,在 磁场 电流 效应 中 ,对 于 rs >>1, 认 为 场 是 弱 场 ,而 对 于 
Fi Ke (84. 1) 

则 认为 场 是 强 场 . 

对 于 弱 磁 场 , 动 理学 研究 (对 于 任何 电子 色散 关系 ) 并 不 导致 任何 超出 纯 唯 象 

论 的 结果 . 这 个 情况 下 电导 率 张 量 os 对 磁场 依存 关系 的 性 质 ,简单 对 应 于 以 B 
ee ne et § 21). 

然而 ,在 强 场 中 ,为 了 寻求 这 种 依存 关系 , 动 理学 研究 是 需要 的 . 强 场 条 件 
(84.1) 实 际 上 仅 在 低温 下 是 满足 的 ,此 时 平均 自由 程 i 充分 长 . 因此 金属 通常 处 于 
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归 因 于 杂质 原子 对 电子 散射 所 引起 的 剩余 电阻 区 ,我 们 将 记 住 这 个 情况 . 传导 电子 
与 杂质 原子 之 间 的 相互 作用 是 在 唱 格 常量 4 量 级 的 距离 上 发 生 的 . 如 果 rm << ! 但 
同时 r。 >> d ,磁场 的 存在 并 不 影响 这 个 相互 作用 ,因而 也 不 影响 碰撞 积分 . 在 这 些 
条 件 下 ,碰撞 积分 的 具体 形式 并 不 影响 电导 率 张 量 对 磁场 的 依存 关系 . 然而 , 它 的 
确 相 当 大 程度 上 依赖 于 传导 电子 的 能 谱 结 构 , 即 依赖 于 费 米面 的 形式 岂 . 

现在 让 我 们 来 构造 描述 磁场 电流 现象 的 动 理 方程 . 

这 里 为 了 适当 地 表达 分 布 函 数 , 不 是 采用 准 动 量 p 的 笛 卡 儿 分 量 , 而 是 采用 
与 电子 轨道 有 关 的 其 它 变 量 : 能 量 e , 准 动量 沿 磁 场 (z 轴 ) 的 分 量 p, 以 及 从 茶 个 
国定 点 到 所 考虑 点 “电子 沿 动量 轨道 的 运动 时 间 ”. 这 后 一 个 变量 (我 们 用 r 表 
示 ) ,是 通过 传导 电子 在 磁场 中 的 准 经 典 运 动 方程 


dp _ Se xB, 到 _02 
d7 C op 
引入 的 . 这 个 方程 的 x 和 Y 分 量 是 
dp, e dp, e 
一 一 三 一 一 一 -= 一 1) 有. 4. 2 
dr 9 dr 本 ($8 ) 


取 这 两 个 方程 的 平方 和 并 应 用 xy 平面 中 动量 轨道 上 的 长 度 元 ds(ds = dx + 
dy ) ,我 们 得 到 


_cds 

eBv,’ 

这 个 等 式 的 积分 给 出 用 旧 变 量 p, ,p, ,Pp, 表示 的 新 变量 7. 
采用 新 变量 , 动 理 方程 的 左边 包 是 


-一 = 一 2 + 一 pp + 一 7， (84. 4) 


d7 Vv = + ， (84. 3) 


照例 ,将 寻求 下 列 形式 

n=n(e)+n(e,p,,r) (84.5) 
的 分 布 函 数 . $74 末尾 曾经 证 明 , 在 恒定 电场 和 磁场 中 , 费 米 液 体 中 准 粒 子 的 相 
对 于 388 线性 化 的 动 理 方 程 与 费 米 气 体 中 粒子 的 具有 相同 形式 . 并 且 导 数 > ,Pp， 
和 7 要 通过 电磁 场 中 个 别 电子 的 运动 方程 来 表达 : 


p= -eB-—[, x Bl. (84. 6) 
因此 我 们 有 
£ -p= -evE, 


QD 下 面 给 出 的 理论 归 于 芝 弗 席 效 , 阿 兹 贝 尔 , 卡 甘 诺 夫 (H. M. Hndmrnun, M. HA. Aa6enp, M. H. 人 araHoB 
(1956) ). 
全 准 经 典 动 理 方程 的 应 用 意味 着 忽略 归 因 于 磁场 中 能 级 量子 化 的 效应 .这些 将 在 $90 中 讨论 . 
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磁场 并 不 出 现 , 因 为 它 并 不 对 电荷 作 功 . 并 且 ,对 于 z 方 向 的 磁场 B, 我 们 有 Pp, = 
-eE,. 最 后 ,方程 (84.2) 和 (84.6) 的 比较 表明 ,导数 dr/di 与 1 的 差别 仅 由 于 电 
场 五 (这 个 差别 不 需要 考虑 ). 

因为 平衡 分 布艺 数 m 仅 依赖 于 es, 而 =,p. 和 7 是 自 变 量 ,我 们 有 9nmo/ep, = 
0,9no/97 =0. 认为 电场 非常 弱 ,在 动 理 方程 的 线性 化 时 ,要 忽略 掉 同 时 含 小 量 


87z 和 两 者 的 项 .于 是 表达 式 (84.4) 简 化 为 





我 们 将 6 7 表示 成 下 列 形式 


Ono 
Sn = 二 二 8，8=8(2,p.,T) (84. 7) 
(比较 (78.6) ). 动 理 方程 左边 于 是 最 后 变 成 
人 
ee ( "+ 下 (84. 8) 
动 理 方程 右边 的 碰撞 积分 ,线性 化 后 可 写成 下 列 形式 : 
Gl a (84.9) 
0 


(注意 到 描述 杂质 原子 对 电子 弹性 散射 的 碰撞 积分 中 , 含 仅 依 赖 于 e 的 85 的 
任何 因数 可 取 至 积分 号 外 ). 线性 积分 算 符 1(g) 的 具体 形式 并 不 需要 说 明 . 
使 表达 式 (84.8) 和 (84.9) 彼 此 相等 ,我 们 最 后 得 到 确定 函数 g 的 动 理 方程 : 





58 1(g) = (84. 10) 
电导 率 张 量 由 积分 (78.9) 给 出 : 
yy CR 2d'p 
ep 88 (2h)’” 
在 这 个 积分 中 ,变换 到 新 变量 是 通过 代 换 dp 一 1J1dedp,dr 实现 的 ,其 中 
Pa ,Py ;DP.) 
~ 6(7,e,p,) 


是 变换 的 雅 可 比 行列 式 , 很 容易 从 定义 变量 r 的 方程 (84. 2) 直接 求 得 . 将 
(84.2) 的 第 一 个 方程 两 边 写 成 ,例如 雅 可 比 行列 式 ， 

0(PpssE,P:) _ _ eBo(e,p:,P:) 

a(7T,2,p) ~ ¢ 9(p,,p:,p:) 
两 边 乘 以 9(p,,p,,p,)/9(&,p,,P;) ,我 们 求 得 1J1=eB/c. 忽略 分 布 m 的 热 漫 变 ， 
我 们 照例 令 3n6/9e = -5(e -er) ,然后 得 到 最 后 表达 式 
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2e :万 
$c(2nh)’ 





vgpdTdp,, ( 84. 11) 


积分 在 费 米面 上 进行 
根据 定义 (84.3) ,变量 7 正比 于 17B. 因此 ,线性 方程 (84. 10) 中 的 项 3g/97 
正比 于 B, 从 而 远大 于 其 它 项 . 这 使 我 们 可 能 通过 逐步 求 近 法 来 求解 方程 ,将 它 
表 成 1/B 的 攻 级 数 : 

g=g" +Bg0D) 上 + … (84. 12) 

其 中 g'”xB 中. 这 个 级 数 中 的 各 项 满足 方程 
3g 
oT 


=1(g ) +y, (84. 13) 





9 


398 Ci 
ee 和 
07 (8 )， 


这 些 方 程 的 解 是 : 
BC 二 本 


= |[1CC™)+ dr + C'", 
[' (CN)+CT)]d7 (84. 14) 


go = feydr + ce 和， 
0 


其 中 C" ,CC ,… 仅 是 sz 和 jp, 的 也 数 . 

函数 8 必须 满足 某 些 条 件 . 如 果 电 子 动量 轨道 ( 即 费 米 面 与 平面 p, = const 
的 截面 的 周 线 ) 是 闭合 的 ,电子 的 运动 是 周期 性 的 ;相应 地 ,函数 g8(e,p.,7) 也 必 
须 是 r 的 周期 函数 (周期 了 依赖 于 户 ). 然 而 ,如 果 轨 道 是 敞开 的 , 则 动量 空间 中 
的 运动 是 无 限 的 ,而 函数 g 只 需 满足 为 有 限 的 条 件 . 

现在 让 我 们 把 方程 (84. 13 ) 对 r 求 平均 . 如 果 也 数 g 是 周期 性 的 ,对 周期 的 
平均 值 

3 /a -5D 8 


为 零 ,因为 g(7) _g(0). 如果 函数 & i 7 的 无 限 区 间 求 平均 的 


结果 平均 值 为 零 ,因为 g 为 有 限 . 因此 ,在 一 切 情况 下 ,方程 的 求 平 均 给 出 








一 -一 


1(g'0)=TCO)= -ov, I(g'")=0,.…, (84.15) 


中 如 $59 中 计算 强 磁场 中 等 离 体 的 动 理 系数 时 那样 . 
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这 些 关 系 原 则 上 确定 函数 C”… ,C… ,… 

在 接着 计算 电导 率 张 量 时 ,让 我 们 首先 回忆 它 的 某 些 一 般 性 质 ,这 是 从 唯 象 
理论 得 出 的 ( 见 第 八 卷 , § 21). 

动 理 系数 的 对 称 性 原理 给 出 


oo( B) =0pa( -B). (84. 16) 
张 量 os 可 分 成 对 称 和 反对 称 两 部 分 : 
Og =0% +O%. (84. 17) 


利用 (84. 16) ,对 于 这 些 我 们 有 
ow (B)=0p (B)=0%( -B), 
oo (B)= -op (B)= -ow ( -B)- 
因此 分 量 o 久 是 B 的 偶 函数 ,而 rc 只 是 好 的 奇 函数 . 代替 反对 称 张 量 rs ,我 们 
可 以 应 用 由 


( 84. 18) 


所 定义 的 其 对 偶 轴 矢量 a, 于 是 ,电流 密度 天 量 的 分 量 是 
j=0oEs =00% Es+[Exal],. (84. 19) 
当 电流 仅 由 电导 率 张 量 的 对 称 部 分 确定 时 ,能 量 耗 散 是 :7 . E = os BEs. 因而 
电阻 张 量 pu。 = ow 也 可 以 分 成 对 称 和 反对 称 部 分 ,后 者 具有 一 个 对 偶 轴 矢量 b. 
于 是 EE 可 用 j 由 公式 表达 为 
E, =p% js + [jxb].. ( 84. 20) 
电流 中 五 xa 项 和 电场 中 jxb 项 描述 翟 尔 效应 . 
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闭合 轨道 

让 我 们 从 电子 在 B 的 给 定 方向 下 的 每 个 动量 轨道 ( 即 对 每 个 p,) 都 是 闭合 
的 情况 开始 . 如 果 费 米面 是 闭合 的 , 则 对 B 的 任何 方向 ,轨道 总 是 闭合 的 . 对 于 
敬 费 米面 ,可 能 出 现 对 B 的 任何 方向 轨道 都 是 闭合 的 ,也 可 能 仅 对 磁场 的 某 些 
方向 (或 某 些 方向 范围 ) 截面 才 是 闭合 的 . 

在 (xy 平面 内 ) 闭 合 轨道 上 的 运动 中 ,这 个 平面 上 速度 的 平均 值 为 零 :5 =5， 
=0, 根 据 运动 方程 (84.2) ,考虑 到 通过 整个 轨道 后 p, 和 p, 回 到 其 初 值 的 事实 ， 
这 是 显然 的 . 5 的 值 总 不 为 零 , 因 为 沿 场 方向 的 运动 是 无 限 的 . (84. 15 ) 的 第 一 
个 等 式 现在 给 出 : 

(C=1(C, )=0， 
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由 此 Ci”= C=0Q@. 于 是 解 (84. 14) 变 成 
i 
Bx PP + (C， + 8g, + » 


人 (85.1) 
Co 
(函数 v (7) 的 积分 通过 方程 (84.2) 完 成 ). 
ee 11) 进 行 计算 . 例如 ， 


ee [各 + ] aa 
(再 次 应 用 (84.2) 给 出 的 vw,). 因为 C: 不 依赖 于 ,开头 两 项 对 r 的 积分 相当 
于 导数 dp*/dr 和 dp,/dr 对 r 的 积分 ,结果 为 零 . 因而 对 积分 的 唯一 贡献 来 自 
gg 的 项 ,所 以 cccB 一 . 
其 次 我 们 计算 


dp, 人 1 
ee 和 | | -BP +O |arap.. 
第 二 项 的 积分 又 给 出 为 零 的 结果 ,而 第 一 项 的 积分 中 


bp. gr = fp. dp, = +S(p,), 


其 中 S(p,) 是 费 米面 被 平面 p, = const 所 截 的 截面 面积 . 正 号 和 人 负 号 分 别 与 周 线 
围 住 较 小 和 较 大 能 量 区域 的 情况 有 关 即 与 闭合 轨道 分 别 是 电子 轨道 和 空 六 轨道 
的 情况 有 关 ( 见 第 九 卷 ,§ 61) ;我 们 将 这 两 种 情况 的 面积 分 别 用 5S。 和 5; 表示. 
正 负 号 的 差别 是 由 于 通过 轨道 时 方向 的 改变 . S 对 p, 的 积分 给 出 费 米面 内 部 动 
量 空间 中 的 体积 Q( 如 果 闭 合 轨道 是 在 敞 费 米面 上 , 则 2 是 费 米 面 与 倒 格 胞 界 
面 之 间 的 体积 ). 从 而 








ec 2002 -2) ec 
二 (AN _N.), (85.2) 
其 中 0 和 0, 是 费 米面 的 电子 腔 和 空 穴 腔 的 体积 . 量 
20. 20, 


《2 
分 别 是 (晶体 每 单位 体积 ) 具 有 能 量 a < er 的 电子 占有 态 数 和 具有 了 能量 e > er 
的 自由 态 数 . 对 于 闭 费 米面 ,这 些 概念 具有 完全 确定 的 意义 ;N.。 和 NN, 是 金属 电 
子 谱 的 特性 ,不 依赖 于 磁场 B 的 方向 . 对 于 敞 曲 面 , 它 们 的 意义 变 成 更 多 是 约定 


QD 线性 齐 次 方程 ( C) =0 会 有 除 平凡 解 C =0 以 外 的 不 管 什么 样 的 解 是 没有 任何 理由 的 . 


$8s 强 场 中 的 磁场 电流 现象 ”特殊 情况 * 337 . 


的 ,因为 它们 可 能 依赖 于 B 的 方向 . 
表达 式 (85.2) 是 B 的 奇兵 数 ,因而 属于 张 量 os 的 反对 称 部 分 @. 张 量 对 称 
部 分 的 分 量 o'” 由 o,, 展 开 式 中 下 一 项 给 出 , 它 正 比 于 B8. 
剩余 分 量 os 对 B 的 依存 关系 可 类 似 地 予以 确定 . 例如 
CT。 = Zi fo arap, 
对 7 的 积分 引入 因数 B' ,而 C'” 不 依赖 于 如; 因此 o, 也 不 依赖 于 B. 
结果 求 得 





0'” = const, 其 它 cy cx 一， acB-. (85.3) 
所 有 分 量 rs 和 a, 除 
ec 
ao = (N,N.) 


外 ,都 依赖 于 碰撞 积分 的 形式 . 注意 到 除 o,. 外 , 当 B 一 % 时 所 有 us 都 趋 于 零 . 这 
个 行为 的 物理 原因 是 电子 在 轨道 上 的 局 域 性 , 远 小 于 平均 自由 程 ;由 于 电子 沿 磁 
场 的 运动 仍然 总 是 无 限 的 ,o, 是 有 限 的 . 

展开 中 的 小 参量 是 比值 rs/i. 因此 ,正比 于 8 一 的 分 量 o3 可 作出 数量 级 估 
计 为 

go ~oo(rs/l)’, oo ~ Ne 1]p z 

注意 到 o'”cx 1/A1; 这 意味 着 , 当 平 均 自由 程 增加 时 ,磁场 中 横向 电导 率 趋 于 零 ， 
而 不 是 当 不 存在 场 时 那样 趋 于 无 穷 . 

张 量 os 反对 称 部 分 的 分 量 可 估计 为 

oO ~ ecN/B. 

然而 ,必须 强调 ,这 个 估计 量 不 依赖 于 1 的 事实 并 不 意味 着 ol»(o'" 除 外) 的 精 
确 值 不 依赖 于 碰撞 积分 的 具体 形式 ; 张 量 os 的 精确 计算 会 要 求 通过 求解 具体 
动 理 方程 来 完全 确定 函数 C ， 和 gg". 

由 (85. 3) 我 们 也 可 以 求 得 电阻 率 张 量 pe =(c”)。 包 . 仅 保留 1/B 的 最 低 
阶 项 ,我 们 求 得 


pe 一 Const ， b, ,b， = const, b, cB ( 85., 4) 


@ ”由 动 理 方程 的 推导 显然 可 见 ,出 现在 其 中 的 B 不 是 作为 矢量 中 的 绝对 值 而 是 作为 其 分 量 B, = 
8B. 因此 变换 B-、-B 也 要 求 在 所 给 公式 中 作 变 换 B- -也 

@ ”当然 ,电阻 率 张 量 必须 由 ooops =o 好 +o 进行 计算 ,只 有 在 然后 才能 分 成 对 称 和 反对 称 部 分 . 
因而 我 们 可 求 得 下 列 公式 : 


1 }-— 1 引 
po = 一 fo 0" tosag}, ba= -0 ap 


其 中 o=o +o asag 是 张 量 og 的 行列 式 , 而 o'* 是 其 对 称 部 分 的 行列 式 ( 见 第 八 着 ,$21 习题 ). 
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并 且 所 有 这 些 量 除 
1_ 2 
a, ~ ec( N.-N,) 
外 都 依赖 于 碰撞 积分 的 形式 . 当 8 一 % 时 ,所 有 分 量 ps 趋 于 常量 极限 . 

补偿 金属 ,其 中 N= WN ,需要 专门 处 理 .在 这 个 情况 下 表达 式 (85.2) 为 零 ， 
而 co 的 表达 式 以 正比 于 8B“ 的 项 开始 . 因此 ,在 这 个 情况 ， 

as ,ay cc 有 ， arB; (85. 6) 

ow 对 B 的 依存 关系 仍 如 前 所 述 . 对 于 电阻 率 张 量 ,现在 我 们 有 


(s) 一 
“zs = Const, | 


8 = - (85.5) 


(s) __ (s) 
ps =const, ps ，p 


pl, psi, py «BB, bxB. bo 

敞开 轨道 

对 于 具有 敞 费 米面 的 金属 ,允许 有 敞开 轨道 ,有 几 种 情况 是 可 能 的 ;这 里 我 
们 将 仅 考虑 其 中 一 种 情况 ,用 以 阐明 这 种 情况 的 特征 性 质 

让 我 们 以 “ 皱 折 柱 体 " 类 型 费 米面 为 例 , 这 类 型 费 米面 连续 地 从 一 个 倒 格 胞 
进入 下 一 个 (图 30). 如 果 磁 场 不 是 垂直 于 柱 轴 , 所 有 截面 都 是 闭合 的 ,并 且 o。 
对 B 的 渐 近 依 存 关系 又 是 由 (85.3) 给 出 . 

然而 ,如 果 磁 场 垂 直 于 柱 轴 , 则 会 有 敞开 截面 . 照例 ,我 们 取 z 轴 平 行 于 磁场 
而 x 轴 在 这 里 平行 于 柱 轴 ( 图 31 显示 横 切 一 个 倒 格 胞 中 费 米面 部 分 的 剖面 ). 
当 Ip.1 < 1IPi1 时 ,轨道 是 敞开 的 ,并 且 在 p, 轴 方 向 是 无 限 的 . 平均 速度 值 是 


Px 
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因为 p, 的 变化 没有 限制 ;同样 总 有 5. 关 0. 动 理 方程 的 解 中 C'" 的 非 零 分 量 现在 
是 CY 和 C0 ;因而 在 动 理 方程 的 解 (85. 1) 中 ,第 二 行 要 用 


g Cn +g'! 本 
代替 . 如 前 所 述 同样 方式 ,现在 我 们 求 得 
co cc 万 ， 其 余 gl =const， ac 有 ，aacB (85.8) 
由 此 得 到 对 于 电阻 率 张 量 ， 
pp， xB *， 其 余 p =const， b,xB ,4b,,b,~B. (85.9) 


注意 到 在 垂直 于 磁场 的 平面 内 ,有 电阻 的 明显 各 向 异性 : 沿 y 轴 的 电阻 p,, 趋 于 
常量 ,而 沿 * 轴 的 电阻 如 磁场 平方 那样 增加 岂 . 

具有 敞 费 米面 的 金属 ,其 磁场 电流 现象 性 质 的 另 一 特征 是 它们 在 相当 大 程 
度 上 依赖 于 强 磁 场 的 方向 . 这 里 变化 发 生 在 当 B 的 方向 接近 垂直 于 柱 轴 的 平面 
时 ,而 关系 式 (85.3) 和 (85.4) 要 用 (85.8) 和 (85.9) 代 替 . 当 B 与 该 平面 成 一 小 
角度 86 时 ( 见 图 30) ,电子 的 动量 轨道 变 成 很 大 ,具有 尺度 量 级 为 pr/6, 其 中 ps 
是 柱 费 米面 的 横 癌 尺度 . 因此 ,实际 空间 中 的 轨道 也 变 成 很 大 ,具有 尺度 量 级 为 
rs/0, 其 中 rs 是 相应 于 动量 ps 的 拉 莫 尔 半径 . 对 于 使 ro/0l ~1 的 角度 ,上 面 所 采 
用 的 按 re/ 的 寡 作 展开 变 得 不 适用 ,在 这 个 角度 范围 ,电阻 对 场 的 依存 关系 改 
TT 

当然 ,应 着 重 指出 ,这 整个 讨论 与 单 晶 相 联系 . 在 多 晶 材 料 中 ,对 于 各 向 异性 
磁场 电流 现象 的 性 质 依赖 于 微 晶 方向 分 布 ,有 一 个 求 平 均 过 程 . 

强 磁场 中 金属 内 的 磁场 热流 现象 可 以 类 似 地 进行 讨论 . 特别 是 , 当 B 一 % 时 
会 发 现 电 子 热 导 率 张 量 的 分 量 趋 于 零 . 但 是 ,在 这 些 条 件 下 ,通过 声 子 的 热 传 递 
变 得 重要 ,必须 要 考虑 到 电子 声 子 相 互 作用 ,整个 图 像 非常 复杂 . 
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由 宏观 电动 力学 大 家 知道 , 交 变 电磁 场 在 导体 内 部 深 处 是 受阻 尼 的 ,不 仅 场 
本 身 而 且 它 所 产生 的 电流 都 集中 于 导体 表面 附近 (所 谓 趋 肤 效 应 ). 让 我 们 回忆 
一 下 与 这 个 问题 有 关 的 某 些 公式 ( 见 第 八 卷 ,$45 和 § 46). 

金属 中 的 准 定 态 电磁 场 满足 麦克 斯 韦 方程 组 


V x 五 = 二 ( 86. 1) 
C ot 


VxB-4T, v.B=0 ( 86. 2) 
C 


@D ”实际 空间 的 xy 平面 中 电子 轨道 与 动量 空间 的 p,p, 平面 中 电子 轨道 的 区 别 仅 在 于 尺度 不 同上 和 
旋转 90° 上 ( 见 第 九 卷 ,$57). 因此 ,在 给 定 情 况 下 ,在 实际 空间 中 电子 的 运动 在 y 方 向 是 无 限 的 . 
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(假设 金属 是 非 磁 性 的 ,所 以 其 中 理 =B). 当然 ,这 里 我 们 假设 宏观 方程 适用 性 
的 一 般 条 件 是 满足 的 : 场 发 生 显著 变化 的 距离 5 远大 于 原子 尺度 . 此 外 ,如 果 这 
些 距 离 也 远大 于 传导 电子 平均 自由 程 1, 则 电流 密度 j 与 电场 之 间 的 关系 由 在 
空间 同一 点 处 将 它们 的 值 联系 起 来 的 线性 表达 式 给 出 :j. = osE,, 其 中 0 是 电 
导 率 张 量 . 这 些 条 件 下 的 趋 肤 效应 称 为 正常 的 . 在 讨论 这 个 情况 时 ,我 们 将 假设 
介质 各 向 同性 (要 不 就 假设 晶体 具有 立方 对 称 性 ) ;于 是 张 量 us 简化 为 一 标量 ， 
以 臻 j=okE. 

让 我 们 以 简单 几何 位 形 为 例 , 其 中 金属 占据 由 平面 x =0 为 边界 的 x>0 的 
半空 间 . 对 金属 施加 一 个 均匀 外 电场 ,平行 于 金属 表面 并 以 频率 w 随时 间 变 化 . 
方程 (86. 1) 和 (86.2) 变 成 


V xE=8, V x 且 = - 开 r 甩 v.B=0. ( 86. 3) 


问题 的 对 称 性 表明 ,金属 中 所 有 量 的 分 布 仅 是 坐标 * 的 函数 . 于 是 (86. 3 ) 的 第 
一 个 方程 表明 磁场 B 到 处 平行 于 边界 平面 . 通过 假定 电场 E 也 是 到 处 位 于 该 平 
面 ,我 们 可 以 满足 所 有 方程 . 同时 这 也 上 自动 满足 金属 表面 法 向 电流 分 量 为 零 的 必 
要 边界 条 件 : 由 ,=0 可 以 得 出 到 处 六 =0%. 
由 (86. 3) 的 头 两 个 方程 消去 B ,我 们 求 得 
Vx(VxE)=V(Y.:E)-AE=47ivooE/e.. 

对 于 切 向 场 , 它 仅 依赖 于 x,VY :五 =0, 上 述 方程 变 成 

oi (86. 4) 


c 


撤 号 表示 对 x 求 导 . 当 x 一 % 时 趋 于 零 的 解 是 


E=Ee ™e' 1, ( 86. 5) 
其 中 EE。 是 金属 表面 处 的 电场 振幅 ,而 
5 =c/ Vinoow. (86. 6) 


量 6 称 为 场 穿 透 深 度 ; 它 随 场 频 率 的 增加 而 减 小 . 金属 中 的 磁场 按 相同 规律 减 
小 ;从 方程 (86. 3) 可 以 得 出 E 和 B 到 处 由 关系 式 E =LB xn 相 联 系 ,其 中 是 
垂直 于 表面 (并 进入 金属 内 , 即 ,在 正 * 方 向 ) 的 单位 矢量 ,而 


.v0 . (CD 
sie ( 86.7) 


尤其 是 金属 表面 处 场 的 值 之 间 存 在 这 个 关系 式 : 
E, =7[B, xn]. (86. 8) 


Q@D ”各 向 异性 介质 中 情况 有 所 不 同 . 在 那里 要 满足 这 个 条 件 ,表面 除 切 向 电场 外 ,还 必须 有 法 向 电场 
存在 . 
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量 乡 称 为 金属 的 面 阻抗 . 注意 到 的 实 部 确定 金属 中 场 能 耗 散 ( 见 第 八 卷 ， 
8 67 ) . 

为 了 使 关系 式 j = oE 会 在 同一 空间 点 和 同一 时 刻 的 电流 和 电场 之 间 成 立 ， 
电子 平均 自由 程 ! 和 平均 自由 时 7 ~ lv 必须 满足 条 件 1<<6 和 rw <<1, 即 ,i/ 必 
须 远 小 于 场 变 化 特征 距离 5, 而 7 必须 远 小 于 场 周 期 . 当 这 些 条 件 的 第 一 个 不 满 
足 时 , 场 和 流 之 间 的 关系 不 再 是 局 域 的 ,而 引起 电导 率 的 空间 色散 . 当 第 二 个 条 
件 不 满足 时 ,出 现 电 导 率 的 频率 色散 . 于 是 要 阐明 流 和 场 之 间 的 关系 需要 求助 于 
动 理 方 程 . 

因而 趋 肤 效应 的 本 性 依赖 于 三 个 特征 尺度 5,! 和 vj/w 的 相对 大 小 . 公式 
(86.5) 一 (86.8) 所 描述 的 正常 趋 肤 效 应 对 应 于 最 低频 率 范 围 ,使 得 

[<<6, 1<<v/w. (86.9) 
当场 频率 增加 时 ,或 者 当 ( 随 着 金属 降低 温度 ) 平均 自 由 程 增 加 时 , 穿 透 深度 减 
小 , 在 金属 中 ,条件 ! <<86 通 稼 是 首先 受到 破坏 , 流 与 场 的 关系 变 成 非 定 域 的 ;于 
是 趋 肤 效应 称 为 反常 的 .在 这 一 节 ,我 们 将 考虑 

9 <<l, 6 <<vp/W (86. 10) 
的 极限 情况 .7 和 wmvo 之 间 的 关系 可 以 是 任意 的 出 

关于 趋 肤 效应 的 边界 问题 的 解 ,我 们 从 无 限 金属 中 电流 与 随时 间 和 空间 变 

化 的 电场 
E=Ee‘."" 
之 间 的 关系 这 个 辅助 问题 开始 . 假设 电场 波 矢 满 足 对 应 于 条 件 (86. 10) 的 不 等 
式 
(1/k) <<il, (1/k) << ve/ ow. ( 86. 11) 
电子 分 布 函 数 中 的 改变 部 分 sn 像 电 场 那样 以 相同 方式 变化 . 

因为 条 件 vik >>ve/l~1/7, 动 理 方程 中 碰撞 积分 C(n) ~ 5n/7 与 空间 导数 
项 by， (6n/9r) ~yvrk5n 比较 起 来 可 以 忽略 . 因为 ior >> w ,我们 也 可 以 忽略 时 间 
导数 项 9n/9t ~ wn. 

用 后 一 近似 ,电子 费 米 液体 中 准 粒 子 的 动 理 方程 又 简化 为 对 于 气体 的 方程 ， 
当 分 布 函数 予以 重新 定义 ,5n 用 (74. 13 ) 的 5 代替. 目前 情 次 下 ,这 些 近 似 将 动 
理 方程 引 向 简单 形式 

四 EP 
2 eE.: os 





中 当 w~e/(o8) 时 , 即 ( 用 估计 量 o~ileN/pp) 当 w~cpr/(e PN) 时 ,可 以 达到 等 式 6~L. 这 与 
不 等 式 6~1<<vp/w 是 相 容 的 ,车 1>> c/0, 其 中 人 ~ (Ne [my )'“ 是 金属 的 等 离 体 频率 (m”~pr/vi 为 传 
导电 子 的 有 效 质量 ). 对 于 寻常 金属 ,2~10 -10 "ss . 
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令 
900n =ik8 Kn， a 
or op DC 
于 是 我 们 求 得 
~ _ lieE.v Ono 
Sn = a ( 86. 12) 
这 个 表达 式 在 上 .YY =0 有 一 极点 . 为 计算 电流 
J = -ev85 _2dP 
(2 三 下 ) 
这 个 极点 必须 通过 写 丰 .9 一 大 .2 -i0 而 予以 回避 由; 
2 0 3 
a v(E'v) no 2dp (86. 13) 





kp- 0 ec (2m78)” 

照例 忽略 平衡 分 布 函数 的 热 漫 变 ,我 们 写 aneo/oe = -6(s -es) 并 通过 公式 
(74.20) 将 对 dp 的 积分 变换 成 对 费 米面 的 积分 . 按照 微分 几何 的 通常 公式 , 面 
元 是 dS = do,/K, 其 中 do, 是 对 曲面 法 线 方 向 上 v 的 立体 角 元 ,而 K 是 曲面 的 高 斯 
曲率 , 即 天 =17(RR:) ,在 所 研究 点 主 曲率 半径 乘积 的 倒数 . 还 注意 到 费 米面 上 
任何 点 的 法 线 方向 与 速度 wb = 3s/ap 的 方向 相同 ,我 们 求 得 
2ie rv(E:v) do, 

(27h)’ | Kl(v) krv-io0 

如 果 z 的 方向 由 相对 于 以 上 的 方向 作为 极 轴 的 方位 角 w 和 极 角 8 来 予以 具体 
化 , 则 KK ， p=kcos 0 和 do, = sin Gdpd0. 

(86. 14) 中 相对 于 变量 y = cos 9 的 积分 是 在 实 轴 的 -1 和 /大 ! 段 进 行 求 积 . 
沿 极点 =0 下 方 的 半圆 通过 . 于 是 容易 看 出 , 沿 直线 段 的 积分 ( 即 主 值 ) 为 零 ， 
仅 剩 下 来 自 半 圆 的 贡献 . 为 了 证 明 这 点 ,我 们 注意 到 e(p) 是 偶 阻 数 , 因 而 当 p 一 
-p 时 费 米面 e(p) = er 不 变 ; 因 为 p 的 变 号 改变 了 法 线 矢量 vw 的 正人 负 号 ,由 此 
得 出 天 ( -z) = 天 (z). 因 此 ,(86.14) 中 的 积分 可 以 写成 

1 pv(E.:v)do, v(E :vyv)do, 

2{ /koe | roe ro 
其 中 大 括号 包括 两 项 积分 之 和 ,它们 彼此 通过 积分 变量 变换 pv 一 -z 而 得 出 ;于 
是 上 面 所 作 陈 述 是 显然 的 . 

在 被 积 函 数 的 极点 下 .zz = icos 9=0, 即 法 线 v 选 直 于 波 矢 k 的 给 定 方 问 . 
因此 ,相对 于 变量 cos 6 的 残 数 是 积分 
v(E.yv) 

kK(v ) 











j= (86. 14) 





do ， 


@ 这 相当 于 通常 在 w -kv 中 用 ww + 内. 
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沿 费 米面 上 vl 上 k 的 点 的 几何 轨迹 进行 求 积 . 
从 而 我 们 最 后 得 到 电流 与 电场 之 间 关 系 的 下 列 形式 
jo =Oue(K) 匹 。， (86. 15) 
其 中 
27e Ah VV 
Ck A = ep 
是 垂直 于 大 的 平面 内 的 实 张 量 ; 如 果 的 方向 取 为 x 轴 , 则 下 标 a 和 8B 取 值 为 y 
和 z. 矢量 j 完 全 位 于 这 个 平面 ,因而 对 是 横向 的 . 
注意 到 对 电流 的 贡献 仅 来 自 具 有 v .上 =0 的 电子 , 即 ,来 自 垂直 于 波 矢 运动 
的 电子 . 这 是 认为 自由 程 无 限 长 这 样 一 种 近似 的 自然 推论 :电子 运动 方 同 与 上 成 
一 角度 时 ,电子 在 其 自由 运动 通过 在 空间 据 荡 着 的 电场 时 ,这 些 振荡 使 场 对 电子 
的 总 作用 归结 为 零 . 在 高 一 级 近似 下 , 当 考 虑 到 乘积 忆 的 有 限 值 时 ,对 电流 的 页 
献 中 ,已 有 一 个 来 自 对 垂直 于 的 平面 呈 小 角度 范围 ~1/Ki 运 动 的 电子 的 贡献 . 
现在 让 我 们 直接 转 到 反常 趋 肤 效应 中 场 穿 透 的 问题 . 这 里 是 一 个 涉及 半空 
间 的 问题 ,要 在 考虑 到 金属 表面 处 的 边界 条 件 下 来 求解 . 对 于 分 布 油 数 的 这 些 边 
界 条 件 ,就 人 射 到 表面 上 的 电子 而 论 ,依赖 于 表面 的 物理 性 质 . 然而 ,重要 的 是 在 
这 个 情况 ,电流 主要 仅 归 因 于 几乎 平行 于 金属 表面 运动 的 电子 (所 谓 滑 移 电 
子 ). 对 于 这 些 电子 ,反射 定律 很 大 程度 上 不 依赖 于 金属 表面 完美 程度 ,而 近似 
当成 镜面 反射 , 即 ,电子 被 反射 后 ,速度 w 对 表面 的 法 癌 分 量 反 问 而 切 向 分 量 不 
变 ( 为 了 不 打 断 讨论 ,关于 这 个 问题 的 更 详细 论述 将 推迟 到 这 一 节 末 尾 ). 
镜面 反射 相当 于 对 分 布 函数 的 下 述 边界 条 件 : 
SN(V v0) =S7( -UN)， r=0. (86.17) 
在 这 个 条 件 下 ,半空 间 问 题 等 价 于 无 限 介质 问题 ,其 中 场 分 布 对 平面 x=0 是 对 
称 的 :E(i1,x) =E(t, -x). 半空 间 (x >0) 问 题 中 从 边界 反射 的 电子 对 应 于 无 限 
介质 问题 中 从 x <0 一 边 自由 通过 平面 x=0 的 电子 . 
在 极端 反常 趋 肤 效应 问题 中 ,我 们 可 以 认为 场 吾 ( 它 仅 依赖 于 一 个 坐标 *) 
到 处 平行 于 平面 x=0. 根据 (86. 15 ) ;电流 矢量 /位 于 同一 平面 ,因而 金属 表面 
上 所 有 点 电流 的 法 向 分 量 为 零 的 条 件 必然 满足 外 . 
不 用 假设 j=oE, 对 于 二 维 矢 量 ,代替 (86.4) 我 们 有 方程 


2 
Cc 





oa (Kk) = (86. 16) 


( 86. 18) 


Q@ ”随后 的 近似 中 , 当 考 虑 到 比值 8 的 有 限 性 时 ,除了 有 电导 率 张 量 的 分 量 ce 外 ,还 有 分 量 cex 和 和 
xs, 为 了 满足 边界 条 件 了 = 0, 因 而 我 们 必须 包括 垂直 于 表面 的 场 E,( 如 在 340 页 的 脚注 中 早已 注意 到 
的 ). 
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在 随后 的 公式 中 ,我 们 将 意味 着 已 把 所 有 函数 中 的 时 间 因 数 e “消除 ,所 以 五 7 
等 将 仅 是 x 的 函数 . 

函数 (x) ,对 称 地 延 拓 到 x <0 的 范围 ,在 x=0 是 连续 的 ,但 导数 '(x) 为 
x 的 奇 电 数 ,在 x=0 有 不 连续 , 当 % 通 过 零 时 改变 正人 负 号 . 根据 方程 (86.1), 这 
些 导 数 与 磁场 由 


E' =2[B xn] 
相 联 系 , 其 中 又 是 x 轴 方 向 的 单位 矢量 . 在 半空 间 问题 中 ,在 x=0 的 条 件 因 而 


将 是 E' =iwB。x n/c, 其 中 B。 是 金属 边界 处 的 磁场 . 在 无 限 介质 问题 中 ,这 对 应 
于 


E'( +0)-E’( -0)=2 名 [ B。 xn]. 


我 们 用 e “去 乘 方程 (86. 18) 两 边 ,并 对 x 从 - % 至 % 积 分 .在 方程 左边 ， 
我 们 有 


J “dys Je 0 Ja [ee ee dx. 
因为 在 无 穷 处 E(x) 为 零 , 头 两 个 积分 正好 给 出 差 值 E'( -0) -五 (+0). 最 后 
一 项 中 ,我 们 可 以 简单 地 分 部 积分 ,因为 E(x) 本 身 是 连续 的 . 结 采 是 


2 | Bo xn] + HE(E) = 7(h), 
其 中 E(k) 和 j() 是 E(x) 和 j(x) 的 傅 里 叶 换 式 . 


根据 (86. 15) ,这 些 侍 里 叶 换 式 由 j,(k) = ooe(F)Es(E) 相 联系 . 于 是 我 们 求 
得 下 列表 达 式 


E(k) = (Kk)[B, xn],, (86. 19) 
其 中 Ys(%) 是 二 维 张 量 ,通过 其 道 予 以 规定 : 
bw (k) = -二 | FB -og IE) |. ( 86. 20) 





函数 rw 的 自 变量 写成 151 ,作为 它 是 矢量 大 的 绝对 值 的 提示 . 
函数 B(x) 本 身 由 (86. 19) 乘 以 e 并 对 dh/(2"7) 积 分 而 获得 . 因为 fp(%) 
是 偶 函 数 ,我 们 有 


a = 二 | tosh) oo kxdk[l Bo x njs. (86. 21) 


尤其 是 ,金属 边界 处 场 的 值 是 


@ ”随后 的 计算 与 磁场 穿 透 超导体 的 问题 的 解 中 ( 见 第 九 卷 , $ 52 ) 的 计算 .形式 上 完全 相 问 
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Eo =al Bo xn]s, fos = fst (86. 22) 
对 于 面 阻抗 的 实际 计算 ,我 们 取 对 称 张 量 os(%) 的 主轴 方向 作为 y 轴 和 z 
轴 . 张 量 5 随 着 we 被 引 疝 主轴 ,而 其 主 值 是 


a 二 -和 [5 pb‘™ _we A'™” 
k’ i Tei 


其 中 4“ 是 张 量 4 的 主 值 . oe 
人 、 a (pr ) | ( 86. 23) 


量 4” 仅 依赖 于 费 米 面 的 形状 和 大 小 . 注意 到 阻抗 (86. 23 ) 全 然 不 依赖 于 电子 
平均 自由 程 . 对 于 数量 级 估计 ,我 们 可 以 认为 费 米面 的 曲率 半径 是 ~ pf; 于 是 4 ~ 
Pr, 和 








大 oO”\V、10 
(se |) 

注意 到 阻抗 的 实 部 确定 金属 中 场 能 的 耗 散 . 在 所 考虑 近似 下 (其 中 忽略 了 
电子 碰撞 ) ,这 个 耗 散 具有 上 朗 道 阻尼 的 性 质 包 . 

反常 趋 肤 效应 中 金属 内 部 电场 的 阻尼 规律 不 是 指数 式 的 ,因而 穿 透 深度 的 
概念 在 这 个 情况 下 没有 像 (86. 5 ) 中 那样 的 字面 意义 . 因为 (86. 21 ) 的 被 积 表达 
式 中 包含 振荡 因数 cos kx, 对 任何 给 定 x, 积 分 主要 由 ~1/x 范围 予以 确定 . 当 
这 些 值 上 >>b” 时 ,出 现 函 数 E(x) 的 显著 减 小 @. 因此 , 穿 透 深 度 6 是 8” 的 量 
级 ,或 


(86. 24) 


(六 a 


当 频 率 增加 时 ,这 个 穿 透 深 度 继 续 减 小 ,但 比 对 正常 效应 的 情况 慢 得 多 . 由 表达 








QD 积分 围 道 ( 实 轴 的 右 半边 ) 可 在 复 上 平面 中 绕 过 角度 - m/6 而 不 穿 过 被 积 表达 式 的 任何 极点 . 褒 
直线 上 = ze 积分 给 出 


hdk ;er udu 
/= 2 a 
E kr-ib | 23 +6 





用 三 +8=b 和 上代 和 人 后 给 出 


1 
a 1/3)T( 2/3) iv (¥3 
a 2 -站 dt ye Jerr -和 
加 ”反常 趋 肤 效 应 本 质 的 现象 是 伦敦 (H. London(1940) ) 首先 注意 到 的 . 这 个 效应 的 定性 理论 应 归 
于 皮 帕 德 (4. B. Pippard(1947)), 而 这 里 所 给 出 的 定量 理论 应 归于 路 透 , 桑 德 海 默 (G. E. H. Reuter, E.H. 
Sondheimer( 1948 ) ) . 
@@” 当 x >>6 时 ,积分 (86.21) 由 有 <<b' 所 支配 . 于 是 E(k) ~k, 而 电场 E(x) 如 x 那样 减 小 . 
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式 (86.6) 和 (86. 25) 所 确定 的 值 (我 们 分 别 用 6, 和 6. 表示 ), 当 6 ~ 1! 时 数量 级 
上 是 可 比较 的 . 因为 其 中 一 个 按 w-“ 减 小 , 另 一 个 按 w-“ 减 小 ,显然 对 于 w 的 
同一 个 值 ,我 们 有 6: ~621. 

最 后 ,关于 电子 由 金属 界面 反射 的 本 性 作 几 点 评注 . 如 果 表 面 是 理想 的 (无 
缺陷 的 ) ,并 与 晶体 学 平面 重合 , 则 原子 在 其 中 的 位 形 具 有 相应 于 唱 格 平移 对 称 
性 的 周期 性 . 在 那 种 情况 下 ,电子 的 反射 不 仅 能 量 守 恒 而 且 电 子 准 动量 的 切 向 分 
量 p, 和 P, 也 守恒 . 反射 电子 准 动量 的 法 向 分 量 p: 由 人 射电 子 的 p, 值 通过 方程 

2e(Pp,,py,p:) = e(p, ,Pp,,P:) ( 86. 26) 
确定 ,并 和 且 必 须 有 w= 3e/3p' >0, 反 射电 子 运动 离开 边界 (人 射电 子 的 速度 是 v, 
= 0c/9p, <0). 方 程 (86. 26) 可 能 具有 几 个 这 种 解 , 且 一 般 w, 关 一 v,. 

然而 ,对 于 掠 人 射电 子 , 这 些 解 总 包括 一 个 对 应 于 准 动量 的 小 变化 ,具有 v 
= ~-v,( 即 字面 意义 上 的 镜面 反射 ). 的 确 , 对 于 几乎 平行 于 边界 运动 的 电子 具有 
小 法 向 速度 v, = ge/ep, ,这 意味 着 电子 相应 于 p 空间 中 等 能 面 上 一 点 了 , 它 邻近 
于 & 作为 p, 的 函数 的 极 值 点 (那里 se/sp. =0). 但 邻近 这 种 点 ,在 极 值 点 的 另 一 
边 ,总 有 一 点 P' 那 里 导数 3e/9p, 与 己 点 的 值 仅 相差 正 负 号 . 

可 以 证 明正 是 具有 这 种 准 动量 变化 的 掠 人 射电 子 的 反射 ,以 很 高 概率 发 生 . 
而 且 , 对 于 由 具有 原子 尺度 粗糙 度 的 欠 完 美 表面 的 反射 , 当 严 格 地 说 准 动量 的 切 
向 分 量 不 守恒 时 ,该 陈述 仍然 正确 . 一 个 直观 解释 是 掠 射 电子 的 波 函 数 在 x 方 回 
缓慢 变化 ,从 而 并 “没有 觉察 到 ”表面 的 原子 粗糙 度 包 . 

值得 注意 的 是 ,极度 反常 趋 肤 效 应 中 面 阻抗 的 值 事实 上 对 电子 反射 的 本 质 
相当 不 敏感 . 例如 , 漫 反 射 中 ( 当 无 论 什么 样 的 入 射 角 , 反 射电 子 的 所 有 方 回 都 
是 等 概 然 的 ) ,阻抗 值 与 (86. 23 ) 仅 相差 一 个 因数 9/8. 从 平 表 面 漫 反 射 的 边界 条 
件 可 表述 为 :对 x=0 有 57r(v,>0,y,,v,) =0. 然 而 ,这 里 傅 里 叶 方 法 不 适当 ,这 
个 问题 必须 采用 所 谓 维 纳 - 霍 普 夫 方法 来 求解 马 . 
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迄今 我 们 已 经 讨论 过 趋 肤 效应 的 两 个 极限 情况 :正常 效应 , 当 平 均 自由 程 ! 

是 三 个 特征 长 度 5,! 和 wo 中 的 最 小 者 时 ;和 反常 效应 , 当 穿 透 深 度 6 是 最 小 长 
度 时 . 现在 让 我 们 考虑 第 三 种 情况 ,其 中 最 小 的 长 度 是 vy/w: 

Vp/ << 人 6， ve/ <<l. (87. 1) 

这 种 情况 是 由 反常 趋 肤 效应 通过 进一步 增 大 频率 这 种 自然 方式 达到 的 ;虽然 穿 


QD 这 个 陈述 的 证 明 见 下 列 评论 文章 : AHApees A.@. ,yGH ,105 (1971) ,113( 英 译 :A. F. Andreev， 
Soviet Physics Uspekhi ,14(1972 ) ,609 ) . 
G@G) 见 下 列 文献 :G.. H. Reuter,E. H. Sondheimer, Préc. Roy. Soc. Al19S(1948 ) ,336. 
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透 深 度 因而 减 小 ,但 乘积 w6 如 w” 那样 增 大 . 对 于 寻常 金属 ,条 件 (87.1) 在 红外 
区 是 满足 的 . 

这 些 条 件 (87. 1) 对 频率 设置 一 个 低 限 . 然而 ,下 面 所 前 述 结 果 的 适用 性 , 它 
基于 费 米 液体 理论 ,还 受到 个 频率 上 限 :jio << sr. 如果 这 个 条 件 不 满足 ,会 导 
致 从 费 米 分 布 的 深 处 激发 出 准 粒 子 ,这 些 在 费 米 液体 理论 框架 中 是 没有 任何 意 
义 的 . 

为 了 确定 电流 和 电场 之 间 的 关系 式 , 我 们 必须 再 回 到 动 理 方程 . 然而 ,现在 
由 于 条 件 w >> vt/6, 含 时 间 导 数 的 项 远大 于 含 空间 导数 的 项 ,还 由 于 条 件 w >> 
vp/l, 仿 时间 导 数 的 项 也 远大 于 碰撞 积分 . 忽略 这 些 项 后 ,我 们 有 下 列 形式 

本 -eE: 0 =0 
的 动 理 方 程 . 写成 38n/9t = -iw5n, 由 此 我 们 求 得 
a ( 87. 2) 


dE 1 
动 理 方程 中 没有 含 坐标 导数 的 项 意味 着 没有 空间 色散 . 在 这 个 意义 上 趋 肤 
效应 又 是 “正常 ”的 . 然而 , 含 时 间 导 数 的 项 的 存在 导致 电导 率 的 频率 色散 . 这 里 
情况 类 似 于 计算 无 碰撞 等 离 体 中 电容 率 的 情况 . 二 者 的 差别 仅 在 于 金属 的 各 向 
异性 和 费 米 液体 效应 . 费 米 液体 效应 的 结果 是 电流 密度 由 一 个 积分 表达 , 它 不 仅 
依赖 于 分 布 函数 in ,而且 还 依赖 于 准 粒 子 (传导 电子 ) 的 相互 作用 畏 数 fp ,p'). 
必须 注意 到 ,由 于 动 理 方程 中 存在 95n/3i 的 项 ,这 里 不 可 能 通过 应 用 有 效 分 布 


函数 37 消去 准 粒 子 的 相互 作用 . 
根据 (74.21) 和 (74. 22)， nn 
2d5S. 
二 二 -efv [wps) + [fpip YP 0 es 
其 中 bv 是 速度 方向 的 单位 矢量 , 它 与 费 米 面 上 法 向 矢量 相同 .用 (87.2) 的 纱 
代入 ,我 们 求 得 电流 和 电场 之 间 的 关系 为 下 列 形式 :j, = os(w)Es, 其 中 电导 率 
张 量 是 








2 
€ {( eff) 
Ooe = ~ i i 
(87.3) 
2dS, 


, ds 
Ns = j». [or Nipr pir, | (27 有 )” 
张 量 VW. 的 对 弥 性 由 晶体 的 对 称 性 确定 ( 它 并 不 像 (86. 15 ) 中 那样 依赖 于 场 的 
方向 ). 在 具有 立方 对 称 性 的 晶体 中 (为 简单 起 见 下 面 将 假设 这 种 情况 ) ,这 个 张 
量 , 从 而 ows 简化 为 一 标量 :NG = Nem5。 ,和 


2 
o(w) = -一 -Ne0. ( 87.4) 


1772 (0 
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通过 这 个 电导 率 对 金属 性 质 的 找 述 ,可 按 通常 方式 由 通过 电容 率 的 描述 来 
代替 : 


2 
re - _47 es ( 87.5) 


mo 
记号 N'” 的 应 用 类 ee $59):e = 
1 -4me*N/(mw ) ,其 中 NN 是 物质 每 单位 体积 中 电子 的 总 数 . 因而 W ” 在 金属 红 
外 光学 中 代表 有 效 电 子 数 ; 它 依赖 于 传导 电子 的 相互 作用 函数 ， 
与 W ”一 起 ,再 来 定义 有 效 等 离 体 频率 


0 = 人 | ) 用 ( 87. 6) 


E(w)=1+i 


是 有 用 的 . 于 是 电导 率 是 
og =if 人 [04Tow). (87.7) 
人 2 的 值 仅 由 金属 的 电子 谱 参 量 确 定 ;因而 ,作为 粗 估 , 它 等 于 sr/ 六, 费 米 界限 能 
量 . 因为 目前 这 个 理论 限于 条 件 jio << es ,我 们 有 CQ >> w. 
场 对 金属 的 穿 透 问 题 由 方程 (86. 4) 描 述 ,在 用 (87.7) 的 og 代入 后 ,(86.4) 
变 成 
E"-SE = 0， 
当 x 一 o 时 趋 于 零 的 解 是 
E=Ee”, 6=c/0 (87. 8) 
(对 典型 金属 ,c/Q ~10 em). 因 而 场 是 按 指数 律 阻 尼 的 , 穿 透 深度 不 依赖 于 频 
率 .通过 (86.3) 的 第 一 个 方程 容易 看 出 ,电场 和 磁场 之 间 的 关系 现在 由 (86.8) 
给 出 , 带 有 阻抗 


1 10 
a es 87.9 
6 Ee 《2 ( ) 


纯 虚 数 阻抗 表示 电磁 波 从 金属 表面 的 全 反射 ,没有 耗 散 . 这 个 结果 是 应 该 预期 
的 ,因为 所 用 近似 没有 考虑 到 电子 的 碰撞 , 它 是 耗 散 的 原因 . 
用 (87.7) ,要 使 这 个 理论 适用 的 基本 条 件 可 以 写成 

(2 >> @ >> (Nwr/ ce. ( 87. 10) 
左边 不 等 式 通常 是 与 hw >> @ 相 容 的 (其 中 @ 是 德 拜 温度 ). 在 这 个 情况 ,公式 
(87.3) 中 的 费 米 参量 办 和 函数 几 于 是 必须 不 是 取 在 费 米 面 本 身上 ,而 古 对 
le -srl>>@ 取 的 .如 在 第 九 卷 , 8$65 曾经 证 明 ,电子 声 子 相互 作用 导致 结果 是 
在 这 个 范围 的 vw 不 同 于 在 范围 le -erl << 6 的 v( 例 如 ,关于 低温 下 金属 的 静 
态 性 质 , 它 是 重要 的 ) ;对 于 准 粒 子 相互 作用 两 数 ,同样 结果 也 是 正确 的 ， 
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区 变 外 电磁 场 并 不 能 深 透 金属 的 事实 , 换 名 话说 ,意味 着 具有 频率 直至 等 离 
体 频 率 (w ~ 2) 的 未 阻尼 电磁 波 ,不 能 在 金属 中 传播 . 
然而 ,存在 恒定 磁场 B 时 ,情况 完全 不 同 . 磁场 改变 了 电子 运动 的 特性 ,并 
从 而 极 大 地 影响 金属 的 电磁 性 质 . 并 且 重 要 的 是 在 垂直 于 磁场 的 平面 中 ,运动 变 
成 有 限 的 . 在 强 场 中 , 当 轨 道 的 拉 莫 尔 半 径 r ~ cpp/eB 变 得 远 小 于 平均 自由 程 
时 ， 
rp <<! (88. 1 ) 
(或 者 等 价 地 ,wsT >>1 时 ,其 中 ws ~vp/rs ~eBA(m'c) 是 拉 莫 尔 频 率 和 ~ Lvs 
是 平均 自由 时 ), 横 截 磁场 方 回 的 电导 率 极 大 地 减 小 , 当 B 一 % 时 趋 于 零 .我 们 可 
以 说 在 这 些 方向 金属 的 行为 像 介 电 体 ,因而 对 于 电场 偏振 方向 在 垂直 于 B 的 平 
面 中 的 波 , 能 量 耗 散 减 小 . 换 句 话说 ,这 种 波 ( 在 一 级 近似 下 ) 的 无 阻尼 传播 因而 
变 成 可 能 . 并 且 可 容许 的 波 频率 受 限 于 条 件 
mw << Wp; (88.2) 
仅 当 这 个 条 件 满足 时 ,在 场 的 周期 期 间 电子 轨道 才能 经 受 可 观 曲率 变化 ,从 而 导 
致 对 于 这 些 频 率 金 属 电磁 性 质 的 改变 . 
电子 (在 垂直 于 如 的 平面 内 ) 的 有 限 运 动 , 预 先 假定 其 动量 轨道 , 费 米 面 的 
一 个 截面 ,也 是 有 限 的 . 因此 ,关于 上 述 讨论 ,对 具有 团 费 米面 的 金属 ,对 B 的 任 
何方 向 都 适用 ;而 对 具有 沿 费 米面 的 金属 , 仅 对 使 得 其 截面 闭合 的 那些 B 的 方 
回 才 适用 . 对 敞 截 面 ， 在 磁场 中 电子 运动 仍然 是 无 限 的 ， 电导 率 并 不 减 小 ,电磁 波 
在 所 述 方向 的 传播 不 可 能 出 现 . 
金属 中 无 阻尼 电磁 波 可 认为 是 电子 费 米 液体 能 谱 的 玻 色 文 . 这 些 波 的 宏观 
本 质 由 其 长 波长 (远大 于 晶 格 常量 ) 显 现 出 来 . 由 于 这 个 原因 ,激发 仅 相 当 于 相 
对 很 小 的 相 体 积 ,它们 对 金属 中 热力 学 量 的 贡献 可 以 忽略 . 
我 们 再 次 写 出 麦克 斯 韦 方 程 组 : 


Va (88. 3) 
C i 


其 中 B 表示 波 的 弱 交 变 磁场 (与 恒定 磁场 B 大 不 相同 ). 从 这 些 方程 中 消去 B 
给 出 


Vx(YxE)=V(Y:E)-AE-= 本 人 


c Ey 
对 于 单 色 平面 波 , 由 此 有 
Ch = (88. 4) 
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电场 E 通 过 上 ,=pos js 用 电流 来 表达 ,其 中 pu。 = (cc ”)。 是 电阻 率 张 量 . 于 是 我 
们 得 到 线性 齐 次 方程 组 
4Tiw 


| pw -kak,pyg — —3 ie| js =0. (88.5) 


这 个 方程 的 行列 式 给 出 的 方程 确定 波 的 色散 关系 . 

在 8$84 和 8$85 中 ,我 们 曾 推导 过 定 态 情况 下 强 磁 场 中 金属 (在 剩余 电阻 
区 ) 的 电导 率 张 量 的 形式 . 现在 让 我 们 来 阐明 对 非 定常 情况 下 那里 的 结果 必须 
如 何 修改 . 

电场 在 时 间 和 空间 上 的 周期 性 (因而 电子 分 布 函数 的 交 变 部 分 的 周期 性 ) 
导致 动 理 方程 左边 出 现下 列 项 


op 


on on 
et 十 到 全 
ot or 





= -iwn+ik .vn 


(比较 (74.25)). 类 似 于 (84.7) ,我 们 令 5n 和 35 为 下 列 形式 
~ dn 
Oo ee "hh, 8n ee 。 8 . 
根据 (74. 21) ,函数 hh 和 g 由 线性 积分 表达 式 


? 


=h+ [pp 一 = 
8 = + | PR Vn) 
相 联 系 . 于 是 动 理 方 程 变 成 

[lg) +tioL 'g-i(kv)e] = (88. 6) 
它 与 以 前 的 方程 (84. 10) 的 差别 在 于 将 那里 的 1(g) 用 方 括号 内 的 表达 式 代 替 . 
这 个 表达 式 现在 不 仅 依赖 于 杂质 原子 对 电子 散射 的 本 质 , 而 且 还 依赖 于 电子 间 


的 相互 作用 函数 . 
由 于 条 件 rs <<1, 方 程 (88. 6) 中 项 1(g) 远 小 于 项 9g/97, 如 在 以 前 的 方程 


(84. 10) 中 那样 . 由 于 条 件 w << ws, 项 iwL-'g ~iwg 也 很 小 . 我 们 还 对 波 数 强加 
一 个 条 件 ,kv << wo , 即 





krs <<1，. (88.7) 
波长 必须 远大 于 拉 莫 尔 半 径 . 于 是 (88. 6) 的 方 括号 中 最 后 一 项 也 很 小 . 在 这 些 
条 件 下 ,利用 逐步 求 近 法 求解 动 理 方程 的 方法 ( 8$84) 于 是 仍然 适用 ,因而 那里 
所 求 得 的 电阻 率 张 量 , 其 按 1/B 的 宕 展开 式 中 为 首 几 项 的 结果 也 适用 . 然而 ,由 
于 方程 (88.6) 中 出 现 w 和 ,一 般 将 有 电导 率 的 频率 和 空间 色散 . 
若干 长 度 和 时 间 的 特征 参量 的 存在 ,和 费 米面 几何 性 质 的 多 样 性 ,引致 与 金 
属 中 电磁 波 传播 有 关 的 大 量 现象 . 我 们 (在 本 节 和 下 节 中 ) 将 仅 限 于 研究 几 个 典 
型 情况 . 
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让 我 们 以 具有 闭 费 米面 的 未 补偿 金属 为 例 . 根据 (85.4) 和 (85. 5) ,电阻 率 

张 量 的 最 大 分 量 是 
B 
Pry 一 一 Pr ec( 入 )， 

. 这 属于 张 量 的 非 耗 散 ( 反 厄 米 型 ) 部 分 . 这 个 分 量 一 般 不 依赖 于 碰撞 积分 的 形 
式 , 因 而 不 依赖 于 方程 (88.6) 方 括号 中 表达 式 的 形式 .因此 ,公式 (88.8) 在 波 场 
中 仍 适 用 . 

通过 电阻 率 张 量 pe( 或 电导 率 张 量 rs) 对 介质 的 描述 等 价 于 应 用 电容 率 
张 量 的 描述 


(88.8) 





47ig ,s a WP og 
Re ) op = 4 
这 里 张 量 (e )。。 仅 有 分 量 
wB 


ee ee 
(e ),=-(e ), 4mice(N.—N,) 


这 个 表达 式 与 $ 56 中 对 等 离 体 中 的 螺旋 波 求 得 的 相同 , 除 掉 要 用 差 值 N。 -WN， 
代替 N.. 因此 , $ 56 中 所 获得 的 结果 可 直接 转 用 于 金属 中 的 这 些 波 ,它们 同样 称 
为 螺旋 波山 . 

螺旋 波 的 色散 关系 是 


ee cBleos 0| 
~ 47elN -Ni 


其 中 96 是 和 B 之 间 的 夹 角 . 波 的 电场 在 垂直 于 磁场 B 的 平面 内 是 椭圆 偏振 
的 . 以 磁场 B 的 方向 作为 z 轴 (如 $56 中 那样 ) ,而 通过 和 B 的 平面 作为 xz 平 
面 ,我 们 求 得 电场 


(88.9) 


E,= +ilcos 0|E,, (88. 10) 
上 面 和 下 面 的 符号 分 别 与 NN。 > NV 和 NN。 < WN, 的 情况 相 联 系 . 
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现在 让 我 们 考虑 具有 闭 费 米面 的 补偿 金属 (N。 = NN, ) 中 的 波 .除了 强制 性 条 
件 (88.1) 和 (88.2) 之 外 ,我 们 将 假设 还 满足 不 等 式 : 


人 >> vr/l, ww >> kvr. (89.1) 


由 于 第 一 个 不 等 式 暗 示 动 理 方程 (88.6) 中 碰撞 积分 1(g) 远 小 于 项 iw L-'g, 而 
由 于 第 二 个 不 等 式 上 暗示 项 i(k .vo )g 也 很 小 . 忽略 这 些 项 ,我 们 得 到 方程 


人 @ ”这 种 波 在 金属 中 传播 的 可 能 性 曾 由 康 斯 坦 丁 诺 夫 和 佩 雷 尔 (O. B. KoncraHTHH0oB, B. N. 
Tlepenp(1960) ) 指 出 过 . 
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i (89. 2) 
oT 
它 与 方程 (84. 10) 的 差别 在 于 用 iw 工 -28 代替 项 1(g). 

$ 85 中 对 定常 情况 下 的 电阻 率 张 量 所 获得 的 结果 因而 仍 适 用 ,除了 在 17B 
的 宕 展开 式 中 小 参量 不 是 rs/1 而 是 -iw/ws. 电导 率 没有 空间 色散 ,但 是 有 频率 
色散 . 

根据 (85.7) ,在 定常 情况 ,对 于 补偿 金属 的 电阻 率 张 量 , 其 分 量 的 展开 式 中 

pa =Const; pispryspwy BB’; puspr™B. (89. 3) 

然而 ,为 了 显示 出 这 个 张 量 中 的 参量 r,/1, 我 们 必须 查 明 不 仅 B 而 且 1 如何 出 现 
在 其 分 量 中 . 为 此 ,我 们 写 出 例如 估计 量 
! ) BI 


Pxrx -oa ecN a 


其 中 po ~pr/ (Ne’l). 类 似 地 ， 


rp 


.8B B's 
Pyz po rs ecN’ pz po ec 下“ 


现在 ,采用 上 述 展开 参量 的 变换 ,我 们 求 得 张 量 ps(ow) 为 下 列 形式 ; 














Wp WB 
ed 1 es 10 人 zy Q,, 
及 | ws Wp 
Pap ; a,, ; (89.4) 
ecN| -iw 一 1 
一 1 
Wp 


其 中 所 有 a.。~ 1 是 量 纲 为 1 的 实 系数 ;这 里 应 该 认为 量 N 和 mm“ (ws = eB/ 
(mc) 中 ) 是 以 某 种 方式 所 选择 的 参量 并 具有 正确 数量 级 . (89. 4) 中 所 有 项 属 
于 张 量 的 反 厄 米 型 ( 即 非 耗 散 的 ) 部 分 . 因而 很 显然 , 仅 包 括 这 些 项 将 给 出 无 阻 
尼 波 . 

在 妃 和 大 的 方向 为 任意 的 一 般 情 况 下 , 波 色散 关系 要 用 相当 元 长 的 公式 来 
表达 . 我 们 将 仅 考 虑 一 个 特例 ,用 以 前 明 这 些 波 的 基本 性 质 . 

我 们 将 假定 金属 晶 格 具有 高 于 二 阶 的 对 称 轴 , 和 假定 磁场 召 沿 此 轴 (z 轴 ). 
量 a,, ,a,, 和 a, = a 形成 xy 平面 中 的 二 维 对称 张 量 ,在 所 述 对 称 性 下 简化 为 一 
标量 :a,, = ov = ol,a。 =0. 量 a 和 a, 在 同一 平面 中 形成 二 维 矢量 ,在 所 述 对 称 
性 下 为 零 . 因而 仅 余 剩 下 列 分 量 

B ws B -iw 


me 


= = 0 一 -ga 
人 党 i 
Pxx py ec 一 lo ? Pz ecN wp 








a,. (89.5) 
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我 们 再 次 取 xz 平面 包含 和 B 的 方向 . 如 果 忽 略 p,,( 它 远 小 于 p,,) ,色散 关 
系 分 成 两 个 方程 : 


4T710w 4Tiw 
-kp,,=0, 人 -jp =0; 





这 里 我 们 假设 k 和 B 之 间 的 夹 角 0 不 太 接近 于 ,所 以 局 不 太 小 (cos 08>>w/ 
w,). 因而 我 们 求 得 对 两 类 波 的 色散 关系 


ww" = ku, a, | (89. 6) 
mw = ja leos Ol a, 
其 中 
a (89.7) 


金属 中 的 这 些 电 磁 波 称 为 磁 等 离 体 波 . 这 两 种 类 型 分 别 类 似 于 等 离 体 中 的 
快 磁 声 波 和 阿尔 文 波 包 . 对 应 于 慢 磁 声波 的 振荡 ,分 明 不 能 具有 满足 (89. 1) 第 二 
个 条 件 的 速率 w/k, 因 而 在 金属 中 不 能 出 现 . 
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8$84 和 § 85 中 所 给 出 的 磁场 电流 效应 的 理论 ,在 下 列 意义 上 是 准 经 典 的 . 
量子 行为 仅 出 现在 电子 分 布 琐 数 的 形式 上 ;没有 考虑 到 磁场 中 (具有 闭合 电子 
轨道 ) 能 级 的 离散 性 . 然而 ,这 个 离散 性 引致 定性 上 新 的 效应 , 即 电导 率 作为 磁 
场 函数 的 振荡 性 质 ( 所 谓 舒 布 尼 科 夫 - 德 哈 斯 效应 ). 这 个 效应 类 似 于 磁 抢 的 振 
荡 性 质 ( 德 喻 斯 - 范 阿尔 分 效应 ) ,但 是 它 的 理论 更 复杂 ,因为 它 是 动 理学 性 质 
的 现象 而 不 是 热力 学 性 质 的 现象 .我们 将 在 无 相互 作用 电子 的 模型 的 框架 下 来 
研究 它 ,而 不 管 费 米 液体 效应 影响 的 问题 ( 它 看 来 似乎 还 没有 被 研究 过 ). 

如 § 84 中 那样 ,将 假设 在 条 件 (84. 1) 的 意义 上 磁场 很 强 , 我 们 写成 下 列 形 





式 

wpT >>1,， (90.1) 
其 中 了 是 电子 平均 自由 时 和 

(90. 2) 


QD 对 色散 关系 (89.6) ,(89.7) ,条 件 hvs <<w 意味 着 我 们 必须 有 uw、>> vr. 在 可 达到 的 磁场 B 下 . 
这 个 实际 上 仅 在 具有 低 载 流 子 密度 下 的 半 金 属 ( 例 如 馆 ) 中 得 以 满足 

@， 存在 这 类 波 的 可 能 性 是 由 布 克 斯 鲍 姆 和 戈 尔 特 (S. J_ Buchsbaum, J，Colt(1961) ) 指 出 的 . 这 里 
所 给 出 的 理论 应 归于 卡 涅 尔 和 斯 科 博 夫 (3， A，Karep ，B， T. Cxo6oB(1963)). 
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是 拉 葛 尔 频 率 ;m' 是 电子 的 回旋 质量 2. 

当然 ,同时 磁场 必须 不 太 强 使 得 不 至 于 破坏 准 经 典 性 条 件 

fiw, << es. (90.3) 

fiws 和 了 之 间 可 以 有 任何 关系 . 

我 们 将 仅 限 于 考察 横向 (相对 于 磁场 , 它 在 z 方 向 ) 电 导 率 的 量子 振 功 ,并 且 
为 了 简化 公式 而 假设 晶体 具有 平行 于 磁场 的 (对 称 阶 数 > 2 的 ) 对 称 轴 . 在 这 种 
晶体 中 ,电导 率 张 量 的 对 称 部 分 ( 耗 散 部 分 ) 仅 具有 分 量 o, = o,, 和 o,. 横向 分 
量 问题 比较 简单 ,这 是 由 于 碰撞 对 它们 的 影响 (如 我 们 在 8$84 中 所 看 到 的 ) 与 磁 
场 的 影响 比较 起 来 可 认为 是 小 微 扰 ;对 于 纵向 电导 率 o, 情 况 并 非 如 此 多 . 

如 $84 中 那样 ,我 们 考虑 处 于 剩余 电阻 区 的 金属 ,因此 我 们 涉及 的 是 电子 
与 杂质 原子 之 间 的 碰撞 . 因为 这 些 碰撞 是 弹性 的 ,具有 不 同 能 量 的 电子 独立 地 参 
与 产生 电流 . 

令 g(e) 为 每 单位 能 量 范围 电子 的 量子 态 数 . 于 是 具有 能 量 在 ds 范围 的 电 
子 的 空间 数 密度 是 nr(e)g(e)de, 其 中 m(e) 表 示 态 占有 数 . 令 六 (se) 为 这 些 电子 
所 产生 的 横向 电流 密度 . 当 电 场 和 电子 密度 梯度 同时 存在 时 ,电流 密度 是 下 列 
和 : 


7 (2) =eD(e) Tee) +o,,(e)b,. (90.4) 
第 一 项 是 扩散 电荷 传递 ;D(z) 是 对 具有 能 量 为 的 电子 (在 实际 空间 中 !) 的 扩 
散 系 数 . 
对 于 分 布 
ano 


no(e -ep)~n(e) -ep oe 


电流 (90.4) 必 须 为 零 , 该 分 布 对 应 于 在 具有 势 p(r) 的 弱 静 电场 中 电子 气体 的 
统计 平衡 分 布 (n。 为 费 米 分 布 ). 因此 作为 o,,(e) 和 D(s) 之 间 的 关系 我 们 有 


0o,(e) = -eg(e)D(e) 

总 电导 率 ,包括 来 自 所 有 能 量 电子 的 贡献 是 
riy = -* :1g(e)D(e)2ade = -> De, 
最 后 的 表达 式 中 是 对 电子 的 所 有 量子 态 求 和 ;s a 这 个 


J (90. 5) 


QD 注意 到 ( 见 第 九 卷 ,(57.6)) 定 义 是 m= (1/27)35/9e, 其 中 S(e,p,) 是 等 能 面 被 平面 p. = const 
所 截 截 面积 ;这 里 这 个 等 能 面 定义 于 p 空间 (而 不 是 第 九 卷 中 那样 定义 于 p 介 空间 ). 
@@” 至 于 对 电导 率 张 量 的 反对 称 部 分 , 则 量子 振荡 仅 在 相对 于 1/(wsr) 的 二 级 近似 下 才 出 现 . 
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公式 将 电导 率 的 计算 问题 归结 为 没有 电场 情况 下 电子 扩散 系数 的 计算 . 
扩散 系数 又 通过 (21.4) 类 型 的 公式 


_~(Ay)’ 
D2 28t ， 


用 微观 散射 事件 的 性 质 来 表达 ,其 中 > 是 对 时 间 8: 内 电子 所 经 受 的 碰撞 求 和 ， 
而 Ay 是 碰撞 中 电子 坐标 y 平均 值 的 变化 (在 垂直 于 场 的 平面 内 ,电子 运动 是 有 
限 的 ,在 准 经 典 轨道 的 直观 图 像 中 Ay 是 轨道 中 心 的 位 移 ). 令 

No Wd(Ee,-&,) 
表示 散射 中 电子 从 态 * 跃迁 到 态 * 的 概率 ;8 函数 表达 散射 是 弹性 的 这 个 事实 ， 
因数 Ni 是 杂质 原子 浓度 ,表达 受 无 规 分 布 原子 的 散射 事件 是 独立 地 发 生 的 . 于 
是 扩散 系数 是 


1 
D(B = Ng) (Tm) Wid (ee) 


其 中 y, 是 态 * 中 坐标 的 平均 值 . 将 这 个 表达 式 代 入 (90. 5 ) ,我 们 求 得 电导 率 为 
0g,, = pa > (y,-y,.)? ne -8,) (90.6) 
(S. Titeica, 1935;B. H. JappinoB, HH. #1. IIoMepaHdyK ,1939 ) &. 
在 这 个 公式 的 实际 应 用 中 ,必须 使 * 的 意义 明确 . 磁场 中 传导 电子 能 级 的 离 
散 量子 化 发 生 在 当 p 空间 中 有 闭合 准 经 典 轨 道 时 ( 即 等 能 面 的 闭合 截面 ) ,我 们 
将 假设 如 此 情况 . 量子 态 由 四 个 量子 数 
Set( ne Pp) (90.7) 
定义 ,其 中 是 (大 ) 正 整数 ;oc = +1 表示 电子 自 旋 分 量 的 值 ;P, 和 P, 是 广义 准 
动量 P=p -eh/c 的 分 量 . 磁场 的 矢 势 在 规范 4, = - By,4, =4. =0 下 选取 . 因为 
坐标 x 和 z 是 循环 坐标 ,广义 准 动量 分 量 P, 和 P, 是 守重 的 ( 见 第 九 眷 , $ 58). 
能 级 仅 依 赖 于 其 中 三 个 量子 数 n,p, 和 og ;它们 由 表达 式 
Eo (Pi) =e(n, p,) + opBBé, (Pp.) (90. 8) 
给 出 ,而 且 函 数 e(n,p,) 为 方程 
S(e,p.) =27 n+ (90.9) 


的 解 . (90. 8 ) 的 第 二 项 中 ,B=e#i/2mc 是 玻 尔 磁 子 ,因数 E,(p,) 描 述 电 子 磁 矩 中 
归 因 于 唱 格 中 自 旋 轨道 相互 作用 引起 的 电子 磁 矩 变化 . 

§ 84 和 8$85 所 考虑 的 电导 率 张 量 实 际 上 是 精确 函数 o。s(B) 对 小 量子 振荡 
求 平均 的 结果 . 尤其 是 ,由 (85. 3 ) ,这 样 求 平均 后 的 横向 电导 率 是 rs 有 . 首 


@ ”在 杂质 散射 中 , 泡 利 原理 并 不 影响 公式 的 形式 ;比较 碰撞 积分 (78.14) ,其 中 与 这 个 原理 联系 的 
乘积 nn' 相 消 . 
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先 ,我 们 将 证 明 这 个 结果 是 从 公式 (90.6) 得 出 的 ,并 且 将 确定 这 个 公式 中 量 W,， 
和 对 于 电子 和 杂质 的 准 经 典 碰撞 积分 (78. 14) 中 函数 w(p',p) 之 间 的 关系 . 

$ 84 中 曾 注 意 到 ,电子 准 经 典 运动 的 条 件 同时 也 保证 散射 过 程 不 依赖 于 磁 
场 . 场 不 存在 情况 下 ,具有 准 动量 从 p 变化 至 p' 的 散射 概率 ,曾经 在 碰撞 积分 
(78. 14) 中 表达 为 


w(p',p)d(e-e J . (90. 10) 
为 了 使 这 个 表达 式 写 成 也 适用 于 磁场 中 散射 情况 的 形式 , 仅 需 变换 到 对 磁场 中 
运动 仍 有 意义 的 变量 : 
dP.dp.de 
w(P,,p;,e jiPp:s)S(S 一 2 ) 7 
(导数 ww = 9e/9p, 也 理解 为 要 用 新 变量 来 表达 ). 准 经 典 轨道 中 运动 的 y 坐标 与 


广义 准 动量 由 关系 式 P, =p, + eBy/c 相 联系 ;因而 (对 轨道 的 ) 平 均值 是 
7 = [P, -Pp.(e,p,)] = (90. 12) 


对 振荡 求 平均 后 的 电导 率 o,, ,由 (90.6) 通 过 对 离散 变量 :的 求 和 用 对 连续 
变量 s 的 积分 来 代替 . 为 简洁 起 见 , 应 用 记号 





(90.11) 





1 ， wdP,.dP!’ 
oh re el 90. 13 
on 
我 们 求 得 
到 erN. ,2dp,dp; 
= 一 一 一 ”| ea 一 一 d -一 . 14 
a5 8(e 2')dede’ [2 (90. 14 ) 


(因数 2 人 
量 不 变 ). 对 e "的 积分 消去 8 盟 数 .在 对 s 的 积分 中 ,我 们 可 以 认为 慢 变 因数 a 
为 常量 ( 取 其 在 e = 几时 的 值 ) ,从 而 仅 对 导数 gno/se 积分 . 结果 是 
e Ni。 ，2dpdp: _ 
(270 
吉 在 让 我 们 考虑 到 能 级 的 离散 性 . 这 意味 着 ,(90. 14) 中 (给 定 P. 和 pp, 下) 
对 连续 变量 s 的 积分 于 是 必须 用 对 nn 的 求 和 来 代替 , 即 


| ae 一 jaa > 


玉 








二 {bp. ) .2dp . (90. 15 ) 


其 中 
Ge(n,p,) 
on 


正如 由 (90.9) 和 回旋 质量 m' 的 定义 显然 可 见 的 . 应 用 上 述 记 号 ,我 们 有 


pp 一 bd 
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2 
e 





Ni on (2 ) 
Oy ~ B? | a( es sD! 0 


dp,dp, 

(27) 

(注意 到 由 于 对 两 个 变量 p, 和 p; 的 积分 ,函数 e 可 认为 对 它们 是 对 称 的 ). 
这 个 表达 式 的 振荡 部 分 c,, 借 助 于 泊 松 求 和 公式 





XS(SE， ~ e,.,) hwshws (90. 16) 


PF(0) + 3 F(n) = | +2Re > [nc a (90. 17) 


予以 分 出 (比较 第 九 卷 ,$ 63 ) , 它 是 由 这 个 公式 中 对 1 求 和 产生 的 ,而 平均 o ,来 
自 第 一 (积分 ) 项 . 

我 们 将 认为 与 平均 o,, 比 较 起 来 振荡 振幅 很 小 (这 对 磁场 强度 强加 一 定 条 
件 , 见 后 面 的 (90. 26)). 因而 充分 的 是 每 次 仅 考 虑 到 (90. 16)( 对 和 对 nn') 求 
和 之 一 中 的 振荡 部 分 . 考虑 到 a 对 p, 和 p; 的 对 称 性 ,并 类 似 于 (90. 15 ) 定 义 5， 
我 们 有 


了 4 四 
IT = 二 Re > > J,, (90. 18) 
B i=1 oc=+l 
其 中 J 是 积分 
y ono( eo) O08,o 2+it 
二 六 ”07 ng 2riln 
J fan| (er，P:) De On 4 dp, 


0 


的 振荡 部 分 . 用 (90.8) 的 函数 ae(n,p,) 代 兰 nn 作为 积分 变量 ,我 们 对 作 分 部 积 
分 (并 且 可 以 将 慢 变 因数 5 认为 是 常量 ). 被 积 出 项 并 不 导致 对 磁场 的 振东 依存 
性 (而 且 仅 是 对 cv 的 小 校正 ) ;忽略 这 项 ,我 们 得 到 
ble,p,) on 
刀 一 人 02 
TT 十 | 


a 


0 exp 


这 里 jw。 = 人 一 cB5B ,和 引进 函数 


dp ,de. (90. 19 ) 


cS(e,p,) 1 
27efiB 2 (3205290) 


(比较 (90.9)); 在 函数 b(e,, ,Pp,) 的 自 变 量 中 ,与 大 量 s 比较 起 来 忽略 了 项 BEB. 
(90. 19) 中 对 p, 的 积分 像 对 研究 德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效 应 时 出 现 的 类 似 积分 

( 见 第 九 卷 ,(63.8) ) 那 样 完全 相同 的 方式 实现 . 积分 由 p, =p,。(e) 点 附近 的 区 

围 予以 确定 ,在 此 点 n(e,p,)( 即 截面 面积 $S) 作 为 p, 的 函数 具有 极 值 . 结果 是 

ft 2mivylexp {2miln,, +in/41 bo (2) dn 


Jo= 二 | 2 一 


2 和 1 





n(e,p,) = 


de 


90. 21 
ge de， ( ) 
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其 中 
no(E) =PmCepiet2))， bele) =b(e,p,.(E)), 
指数 函数 中 的 + 上 号 指 其 中 p,。 分 别 是 函数 n(s,p,) 的 极 大 或 极 小 的 情况 ; > 表 


示 对 所 有 极 值 求 和 . 

积分 (90. 21) 同样 也 是 完全 类 似 于 第 九 卷 中 的 积分 (63. 9) ,差别 仅 在 被 积 
表达 式 中 的 慢 变 因数 5 和 dn。/de = em/(ejiB) ,这 些 因数 (和 |9n/9p? 12 一 
样 ) 可 用 它们 在 e = 处 即 费 米面 上 的 值 代替 . 对 a 积分 和 对 o 求 和 于 是 导致 最 
后 结果 





~ 2 C9。， Tm 
5 =- > 2 ( 1) ay cos 和 15 村上} 


Di ( eh ) op 


(2) 
竺 172 p372 7172 
2 C “五 一 


092S| ”A, m. 
nd 癌 站 ， 
A,=27 IT/(fiws), ws =cBL( mc)， 

其 中 S.,E ,mm 和 5 是 在 费 米面 上 a = 风 处 取 值 中. 

如 果 对 B 的 给 定 方向 仅 有 费 米面 的 一 个 极 值 截面 , 则 电导 率 o,, 的 振荡 部 
分 与 纵向 磁化 率 之 间 有 正比 关系 . 将 (90. 22 ) 与 第 九 卷 的 公式 (63. 13 ) 比较 给 出 
> - (27) hr me bb 0M, 

儿 SS 0B 

上 述 计 算 预 先 假定 电导 率 的 振荡 振幅 远 小 于 其 平均 值 . 不 仅 如 此 ,这 个 必要 
条 件 实际 上 是 使 §84 和 § 85 中 所 阐述 的 整个 理论 可 适用 的 条 件 : 很 显然 ,平均 
值 仅 当 它们 形成 电导 率 张 量 的 主要 部 分 时 才 有 实际 意义 . 

当 jos ~T 时 ,振荡 振幅 由 (90. 22) 求 各 中 为 首 几 项 确定 ,具有 Li~1,A,~1. 
根据 (90. 15) 中 的 定义 ,5 的 值 可 估计 出 为 b.. ~oB /ps. 导数 98S/9p? ~1. 因此 ， 
我 们 有 对 振荡 振幅 的 下 列 估 计 值 : 

G/o~ (hws/es), joy ~ 人 (90. 24) 
由 于 强制 性 条 件 (90.3) ,这 个 比值 很 小 . 

然而 ,如 果 了 << fiws, 则 估计 值 改变 了 . 在 这 个 情况 下 , 振 划 振幅 由 (90. 22) 
中 大 量 项 的 求 和 确定 ,具有 和 ,~1, 即 1~ fiws/T >>1. 这 种 项 的 数目 是 1 本 身 的 量 
级 . 与 以 前 的 估计 值 比 较 , 这 里 出 现 一 个 附加 因数 三 1 ~ (hiws/T)“, 因 此 


(90. 22 ) 








(90. 23 ) 


Q@D 关于 电导 率 的 振荡 , 阿 希 泽 尔 (A. H，Axesep(1939)) 和 达 维 多 夫 , 波 姆 兰 丘 殉 (4E， 开 . 
HaBbrnoB， .下 . Tiomepandyxk( 1939) ) 讨 论 了 电子 色散 关系 为 二 次 的 情况 ,而 科 谢 维 奇 , 安 德 列 耶 夫 (和 A. 
M. KoceaBrd,B.B. AunpeeB(1960) ) 讨论 了 任何 色散 关系 的 情况 . 
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FT iw , 1/2 ficw » 172 
a oe 
这 个 比值 要 很 小 的 必要 条 件 导致 条 件 
fiws << (esT) 一. (90. 26) 
习 题 


对 于 具有 平方 色散 关系 (e=P /(2m)) 的 电子 气 , 确 定 其 横向 电导 率 . 电子 
在 杂质 原子 上 各 向 同性 地 散射 ,具有 截面 不 依赖 于 能 量 . 

解 :问题 导致 对 出 现 于 (90. 15) 和 (90. 23) 中 量 b(p,) 的 计算 . 对 于 平方 色散 
关系 ,p=myv 和 p=0. 因为 沿 闭 合 轨 道 的 平均 速度 V =0; 因 此 , 按 (90. 12),k = 
cP,/e. 根据 正文 中 的 讨论 , 当 计 算 (x 一 Kk') 的 平均 值 时 ,我 们 可 以 认为 散射 过 程 
不 依赖 于 磁场 . 因此 ,P 和 pp 之 间 的 差别 不 重要 :如 果 散 射 原 子 的 位 置 取 为 r=0， 
我 们 有 P=p. 

在 所 考虑 的 情况 下 ,散射 概率 具有 形式 voodo’/4T, 其 中 do' 是 散射 后 动 
量 书 "方向 的 立体 角 元 ,而 ol 是 恒定 总 散射 截面 .这 个 表达 式 可 以 写成 等 价 
形式 : 

和 dp:dp'8(e 一 2 )de'， 
其 中 pg' 是 xy 平面 中 pp' 方 向 的 方位 角 , 它 在 这 里 代替 (90. 11). 类 似 地 ,我 们 将 p 
空间 中 的 体积 元 写成 dp 一 mdp,dpde ,和 

p, = (2me -pp )' cos 9. 
于 是 我 们 求 得 


(4me 一 -p,) 








5 本 wd 


a(e,p;,,p,) 5 27h 8e’ 








dp, cvV2mel 10 2 
Gr) (Sm 二 
其 中 1=17Z(ooNi。) 是 平均 自由 程 . 
平均 电导 率 按 (90.15) 计 算 ,并 等 于 
o,, =C peN/(B' 1)， 
其 中 N=pr/(3m 反 ) 是 电子 数 密度 . 费 米 球 的 截面 面积 在 p, =0 为 最 大 ,并 且 
S$。 = mpF. 因此 
b. =5c N/(167). 


e 
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电导 率 的 振荡 部 分 , 按 (90.23) 求 出 为 


.rR ed 
”ONe, a9B 
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第 十 章 
非 平衡 系统 的 图 解法 


$91 松原 响应 率 


关于 哗 交 变 外 上 场 中 各 种 系统 的 行为 的 研究 ,通常 归结 为 对 相应 响应 率 的 计 
算 . 在 这 一 节 中 ,我们 将 推导 把 响应 率 与 某 个 辅助 量 相 联系 的 公式 , 它 可 通过 松 
原 图 解法 予以 计算 ;这 开辟 了 用 这 种 方法 来 研究 各 种 系统 的 动 理性 质 的 道路 
(A. A. A6pukocos,H. 了 ， 世 smoIIHCKH 站 ,应 ， II ToppKos ,1962 ) . 

注意 到 响应 率 we(ow) 定 义 如 下 ( 见 第 五 卷 , 8$ 123 ) . 令 外 界 对 系统 的 作用 可 
通过 在 哈密 顿 算 符 中 包括 微 扰 算 符 


V(t1) = -2f(1) (91.1) 
来 描述 ;其 中 x 是 表征 系统 的 某 个 物理 量 的 薛 定 请 (时 间 无 关 ) 算 符 , 微 扰 广 义 
力 f(t) 是 时 间 的 给 定 函 数 ; 我 们 假设 没有 外 界 作 用 情况 下 x 的 平均 值 为 零 . 于 
是 ,在 相对 于 f 的 一 级 近似 下 ,平均 值 x*(it) 和 力 f() 两 者 的 傅 里 叶 分 量 之 间 有 线 
性 关系 ;而 响应 率 是 这 个 关系 式 中 的 系数 : 

x%, =Q(w)f.. (91.2) 
根据 久保 公式 (第 五 卷 ,$ 126) ,函数 a(w) 可 以 用 算 符 形式 


网 多 =i | ew (% (ti (0) _$%(0)%, (2) ydt (91. 3) 


予以 表达 ,其 中 xo(4) 是 用 系统 的 未 微 扰 哈密 顿 算 符 ( 由 下 标 0 指出) 所 定义 的 
海 森 伯 算 符 , 而 (…) 表 示 对 系统 的 指定 未 微 扰 定 态 求 平均 ,或 者 对 具有 未 微 扰 
哈密 顿 算 符 的 吉 布 斯 分 布 求 平均 由 

现在 让 我 们 纯粹 形式 地 考虑 ,遵循 “松原 "运动 方程 的 系统 , 它 与 实际 方程 


QD 整个 这 一 章 中 采取 才 = 上， 
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的 差别 在 于 时 间 的 变换 :一 -i7; 新 变量 7 在 有 限 区 间 


-1/T<r<1/T (91.4) 
取 值 . 令 此 系统 经 受 一 微 扰 
V(7) = -Xf(7). (91.5) 
于 是 平均 值 x 也 将 是 7 的 函数 . 我 们 将 函数 fT) 在 区 间 (91.4) 展 成 传 里 叶 级 数 : 
I(r To nT, (91.6) 
函数 *(r) 也 类 似 地 作 展 开 忠 . 
松原 响应 率 定义 为 两 个 展开 式 的 分 量 之 间 的 比例 系数 : 
x, = Qu (6,)f. (91.7) 


现在 我 们 的 目的 是 ,首先 ,要 获得 对 aw (6,) 类似 于 (91.3) 的 一 个 公式 ;其 次 ,要 
求 得 aw (Z,) 与 所 寻求 函数 a(w) 之 间 的 一 个 关系 . 
我 们 从 第 一 部 分 任务 开始 , 令 厂 为 系统 的 未 微 扰 哈 密 顿 算 符 . 量 * 的 “ 精 
确 ” 松 原 算 符 按 公式 @ 
X(T)=0 (7,0)x0 (7)O(T,0) (91.8) 
进行 计算 ,其 中 6 是 松原 $ 矩阵 : 


ol(T,0) =T,exp| 一 [vcr')ar’) i (91.9) 
下 标 0 表示 松原 “相互 作用 绘 景 " 久 中 的 算 符 
to (7) = exp(7 H, )texp(l -7H,), (91.10) 


以 及 类 似 地 对 于 议 (7). 在 一 级 微 扰 理论 中 ,表达 式 (91.9) 简 化 为 : 


pM [Wr ar (91.11) 
对 吉 布 斯 分 布 求 平均 后 的 值 是 
re ee (91. 12) 


按照 第 九 卷 (38. 6) ,我 们 有 


17 了 


人 -eG (0) ~exp( hy (1 一 | V(r')dr’ | a 
0 


人 @ 对 于 量 *, 它 具有 经 典 极限 ,我 们 必须 应 用 对 应 于 玻 色 统计 法 的 方法 ;于 是 展开 式 (91.6) 是 由 
“ 偶 频 率 ”Z, 的 项 构成 的 . 
色 下 面 所 应 用 的 所 有 概念 和 公式 可 在 第 九 卷 , 8 38 中 找到 . 


@) 即使 当初 始 算 符 了 (7) 显 含 变量 7 时 ,公式 (91.8) 也 是 适用 的 (尽管 第 九 卷 ,$38 给 出 的 推导 中 
并 没有 这 样 的 含意 ). 
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而 按照 (91.8) 和 (91. 11 ) 


了 


和 (7r) = 人 知 (7) - |{ 切 (r) Wr') ~ VY(T') EN (7) }dr. 
将 这 些 表达 式 代 入 (91. 12) ,以 相同 精确 度 给 出 


#7) =Trfe27[[( 效 (7) 剖 (7) -个 (7) 负 (77))dr'- 
一 | Ve (7')t (7) dr | | 
在 第 一 个 积分 中 ,变量 7'<7, 而 在 第 二 个 积分 中 ,我 们 将 积分 区 域 分 成 从 0 至 r 和 
从 至 1/T 两 部 分 . 经 过 相 消 ,和 用 (91.5) 的 V(7) 代 入 ,我 们 看 到 结果 可 写成 


17Z 了 


x(7) = [£7") <T aT) EN(T') > dr’; (91. 13) 


(注意 到 对 r 编 序 的 算 符 T, 使 含 r 的 因数 从 右 至 左 按 r 的 增 序 排列 ,不 改变 乘 


积 的 正 负 号 ). (91. 13 ) 中 的 (…》 是 对 具有 了 哈密 顿 算 符 #, 的 吉 布 斯 分 布 求 平 均 . 
求 平均 的 结果 仅 依赖 于 差 值 r -7'. 最 后 ,将 f(7') 表 示 成 健 里 叶 展 开 式 (91. 6) 
的 形式 ,我 们 得 到 对 松原 响应 率 的 所 寻求 公子 


17Z 了 


Qu (Z ) = | eT C7) (0) Ydr: (91.14) 


我 们 看 到 av(¢,) 是 用 由 算 符 * 所 构成 的 松原 格林 另 数 的 仁 里 叶 分 量 表 达 
的 (比较 第 九 卷 (37.2) 中 的 定义 ). 我 们 注意 到 ay(¢,) 的 这 个 公式 与 对 a(w) 的 
公式 (91.3) 的 差别 ,后 者 包含 (相对 于 时 间 上 的) 推迟 对 易 式 ,而 不 是 这 里 对 
的 编 序 积 . 

为 了 解决 所 提 任 务 的 第 二 部 分 , 即 寻 求 函数 a(w) 和 ay(t,) 之 间 的 关系 ,我 
们 必须 从 公式 (91.3) 和 (91.1) 开 始 , 并 将 这 些 函 数 用 算 符 * 的 矩阵 元 表达 . 这 
里 我 们 将 不 给 出 有 关 计 算 ,因为 它们 与 早先 的 类 似 计 算 实 际 上 完全 相同 (比较 
第 五 卷 , $ 126 ;第 九 卷 ,§ 36, 8 37) .我 们 只 限于 指出 结果 : 


[x | 
( -E/T) mn { -wmn/T) 91. 15 
a(w) > exp a exp 小 ( ) 


m,n 


2 
au(t,) = > ep 0 — exp' “™" ). (91. 16) 


m,n 


这 里 x,, 是 苹 定 请 算 符 * 相 对 于 系统 定 态 的 矩阵 元 ,以 及 w= -上 ,. 对 两 个 


中 简称 松原 函数 ,又 称 温度 格林 函数 , 虚 时 格林 函数 .一 一 译 者 注 . 
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表达 式 的 比较 表明 
Qu (6,) =a(ii,), ¢.>0. (91. 17) 
因为 响应 率 w(w) 在 正 的 虚 半 轴 w 上 是 实 量 , 则 函数 eaw(&i.) 当 .>0 时 是 实 的 . 
另 一 方面 ,由 (91.6) 看 出 aw( -上 ) =aw (5 ). 从 而 aw(t,) 是 的 实 偶 函数 ,用 
xc(ow) 由 公式 表达 为 
au 人 Ci) =a(ilt.|). | 《91. 18 ) 
这 给 出 所 寻求 的 关系 式 . 为 确定 w(w) ,我 们 必须 构造 这 样 一 个 函数 , 它 在 
上 半 oo 平面 是 解析 函数 , 它 在 正 虚 半 轴 上 离散 点 w = 下, 处 的 值 等 于 ay (7,); 这 
样 给 出 所 寻求 的 啊 应 率 . 
在 下 一 章 , 上 述 方法 将 应 用 于 超导体 动 理性 质 的 问题 . 
最 后 ,我 们 将 证 明 , 由 a(w) 我 们 可 以 求 得 量 x 达到 其 平衡 值 x =0 的 弛 豫 公 
式 . 为 此 ,我 们 将 假定 x 的 初始 非 平 衡 值 是 由 上 <0 时 作用 而 以 后 解除 的 广义 力 
所 产生 的 . 在 某 一 时 刻 二 xz(b 的 值 由 整个 以 前 时 间 大 志 ) 的 值 确定 : 


es 
函数 a(i) 与 响应 率 由 健 里 叶 道 变换 式 相 联系 


a(t) = aa oS 


(比较 第 五 卷 , $ 123 ) . 如 果 当 t>0 时 f=0, 于 是 


0 


x(t) = | ad 


-的 


t 大 时 x(1) 的 行为 由 i 一 % 时 a(t) 的 渐 近 形式 确定 . 后 者 又 是 由 a(w) 的 奇 点 确 
定 ,这 个 奇 点 位 于 w 的 下 半 平 面 并 且 最 接近 实 轴 . 尤其 是 ,x 的 弛 殉 按 简单 指数 
律 x*xe-“', 具 有 弛 物 时 间 7+, 对 应 于 a(w) 在 w= -ixr 的 简单 极点 . 
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物理 动 理 学 中 的 问题 总 是 涉及 非 平衡 态 的 分 析 研 究 . 然而 ,上 节 中 所 描述 的 方 
法 的 应 用 ,在 某 些 情况 下 容易 使 动 理学 量 的 计算 归结 为 对 处 于 热力 学 平衡 系统 的 格 
林 函 数 的 计算 ;这 表明 应 用 图 解法 (例如 ,松原 函数 方法 ) 的 可 能 性 ,后 者 基本 上 运用 
于 平衡 态 . 当然 ,这 个 可 能 性 总 是 限于 与 不 太 远 离 平衡 态 相 联系 的 物理 问题 

现在 我 们 将 着 手 建立 一 个 图 解法 , 它 原则 上 适合 于 计算 处 于 任何 非 平 衡 态 
的 系统 的 格林 函数 . 于 是 这 种 方法 所 获得 的 对 格林 函数 的 方程 就 其 意义 而 言 类 
似 于 动 理 方程 . 然而 , 当 应 用 于 平衡 系统 时 ,同样 的 图 解法 使 之 可 能 得 到 ( 非 零 
温 下 的 ) 格 林 函 数 和 响应 率 , 直 接 作为 连续 实 频率 的 函数 ,而 无 需 任何 解析 延 扫 
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(在 这 方面 方便 ) 可 以 证 明 ,在 复杂 情况 下 , 比 松原 函数 方法 更 加 有 用 ) .号 
对 于 非 平 衡 系 统 的 格林 函数 ,以 类 似 于 平衡 情况 的 方式 定义 为 


iG, , (Xi Xs) = Cn | TY, (KX) PX) |n) = 


Cn | 更 (X) BEX) |n), b>, 


| 有, 92.1) 
tn| V(X ) LV, (X) |n),t <b. 


唯一 区 别 在 于 (由 符号 (n1… |n) 所 表示 的 求 平均 ) 现 在 是 对 系统 的 任何 量子 态 
进行 求 平均 ,而 不 一 定 是 像 平衡 态 中 那样 对 定 态 进行 求 平均 @. 这 里 和 后 面 ,上 
面 的 正人 负 号 指 费 米 统计 法 ,而 下 面 的 正人 负 号 指 玻 色 统计 法 ;在 后 一 种 情况 (对 无 
自 旋 粒子 的 系统 ) 自 旋 附 标 o,,o, 当然 必须 省 略 . 对 于 玻 色 统计 法 的 情况 ,假设 
没有 凝聚 , 即 所 考虑 系统 或 者 其 粒子 (例如 , 声 子 或 光 了 于 ) 数 并 非 守恒 量 ,或 者 处 
于 温度 高 于 开始 凝聚 的 温度 . 在 不 均匀 非 平 衡 系统 中 , 范 数 (92. 1) 已 分 别 依赖 
于 变量 对 = (ar 和 2 = (mm) ,而 不 是 如 平衡 情况 中 那样 仅 依赖 于 它们 
的 差 值 4, 一 在 ,. 

图 解法 使 我 们 能 将 互 作用 粒子 系统 的 格林 函数 通过 理想 气体 的 格林 函数 来 
表达 . 然而 ,同时 有 必要 引进 除 C 以 外 的 其 它 函 数 . 为 了 不 致 打 断 随后 的 分 析 ， 
现在 将 给 出 这 些 函 数 的 定义 和 它们 的 一 些 性 质 . 

为 了 $93 中 将 阐述 的 理由 ,适当 的 是 将 (92.1) 的 函数 用 6G ”来 表示 :因而 
我 们 将 这 个 定义 写成 下 列 形式 @: 


ic = (TW, ) = 
(BP), ti>b 
| Se (92.2) 
VV),t <i, 


下 列 函 数 的 定义 


Q@ 这 个 方法 应 归于 凯 尔 迪 什 (I， B， Kennprm (1964)). 在 某 些 方面 它 类 似 于 米尔 斯 (R. Mills 
(1962) ) 对 平衡 态 所 发 展 的 方法 . 

@ 第 九 卷 , $36 中 对 Tz0 的 平 衔 系统 所 给 的 函数 6 的 定义 ,也 涉及 对 吉 布 斯 分 布 的 求 平均 . 这 里 
让 我 们 再 一 次 提出 ,根据 统计 物理 学 基本 原理 ,对 平衡 系统 的 统计 平均 结果 ,并 不 依赖 于 这 是 通过 闭 系 的 
精确 定 态 波 函 数 实现 的 ,还 是 通过 处 于 “恒温 器 "中 系统 的 吉 布 斯 分 布 实现 的 . 唯一 差别 是 在 第 一 种 情况 ， 
求 平均 的 结果 是 通过 系统 中 的 能 量 和 粒子 数 来 表达 的 ,而 在 第 二 种 情况 则 是 通过 温度 和 化 学 势 来 表达 
的 . 

(3 为 了 减轻 记号 的 负担 ,我 们 将 认为 自 旋 附 标 包括 在 变量 X 中 :=(t,r,o). 当 没有 误解 的 可 能 
时 ,我 们 还 将 进一步 简化 而 用 下 标 代 表 自 变量 对 :天 三 W(X ) ,Ca sC(TE 2 ) 等 等 . 最 后 , 求 平均 将 简单 
地 用 (…》 表 示 ,而 不 是 用 (nm | … | = 
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(92.3) 


与 (92.2) 的 差别 在 于 用 了 代替 了, 了 表示 算 符 因数 是 按 反 编 时 序 排 列 的 ,从 右 
至 左 时 间 减 小 . 
另外 两 个 函数 定义 为 不 按 编 时 序 排列 的 严 算 符 乘 积 的 下 列 平均 值 ; 
i67- = (BP), iGi* = (YY,). (92. 4) 
对 于 费 米 系统 , 这 些 定义 中 正 负 号 的 差别 是 由 于 下 列 一 般 定 则 : 当 罗 算 符 交 换 
时 ,必须 变 号 . 
注意 到 (92. 4) 的 第 二 个 函数 ,对 =i,=t 时 ,与 单 粒子 密度 矩阵 相同 ;详细 
写 出 是 
TiG (trst,r) = Ap(t,r, ,rT,) (92.5) 
(比较 第 九 卷 ,(7.17) ,(31.4)). 这 里 i 从 哪 一 边 趋向 极限 4 没有 关系 ,因为 当 
t, =t! 时 6G 是 连续 的 . 当 t =t, 时 iG 的 值 与 6G “的 值 由 
i{G (Erist,r) -GC (irstsr)} =8(r, —r,) (92.6) 
相 联 系 , 它 是 根据 费 米 或 玻 色 豆 算 符 的 对 易 关 系 得 出 的 . 
这 样 所 定义 的 四 个 6G 函数 不 是 独立 的 . 根据 定义 , 某 种 程度 上 很 明显 它们 
是 线性 相关 的 . 


0G “和 O'S0 “40 (92.7) 
函数 G -和 G**, 当 它们 的 自 变 量 交换 时 ,也 由 “ 反 厄 米 共 轿 性 ”关系 相 联 系 : 
G2 =-Gn . (92.8) 
函数 G “和 GG” 本 身 是 反 厄 米 性 的 : 
Gn = -Ga ， ca = -Gn . (92.9) 


这 些 函 数 与 推迟 或 超前 格林 函数 之 间 的 关系 ,在 下 面 的 讨论 中 将 是 重要 的 . 
后 面 两 个 函数 类 似 于 平衡 情况 中 那样 定义 (比较 第 九 卷 , 8$ 36): 


ee 人 全 泡 光 5 
iCi = 


0 ， 本 
和 eg (92. 10) 
ct =| Poe 关 
-VY +t P), ti<t, 
这 两 个 C 图 数 是 " 龙 米 共 斩 ”的 : 
CY S60 (92.11) 
定义 (92.2) 一 (92.4) 和 (92.10) 的 直接 比较 给 出 
R 一 人 
人 | (92. 12) 
G*=G - -6 =G -CC 
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在 具有 空间 均匀 性 的 定 态 的 情况 , 当 所 有 了 婧 数 仅 依 赖 于 差 值 :=i， -i 和 
r =r ~ 时 ,它们 可 以 相对 于 这 些 变量 作 健 里 叶 展 开 . 由 (92. 8) 和 (92. 11 ) , 傅 
里 叶 分 量 满足 下 列 等 式 
G (wp)=-[6° (wp)l’, GCG(w,p)=[G (w,p)]", (92.13) 
而 由 (92.9) 得 出 傅 里 叶 分 量 6G” (w,p) 和 0G (wo,Pp) 是 虚 量 . 
对 于 无 互 作 用 粒子 系统 ,函数 6 ”满足 方程 


CD BCA (92. 14) 
其 中 Go' 表示 微分 算 符 
-1 _19_ (| 9 A 
Go | ce(-iVy) tp=i tamt+k (92. 15) 
(se(p) =p /2m) ,而 
86(4 ~-X,) =6, Sb —t)d(r, -7r,); (92. 16 ) 


对 CG 的 上 标 (0) 指 出 这 个 函数 属于 理想 气体 ,对 G5! 的 下 标 1 指出 求 导 是 相对 
于 和 rr. (92. 14) 右 边 的 6 郴 数 起 因 于 函数 C 在 =i, 时 的 不 连续 性 由 .也 
数 G* 和 G* 具有 类 似 不 连续 性 ,从 而 G'"* 和 CG'”* 满 足 类 似 方 程 . 函数 G'' 在 
t, = 具有 带 反 号 的 不 连续 性 ,因而 


内 


CC (92. 17 ) 
最 后 ,函数 6” 和 C 一 在 乓 = 已 是 连续 的 ,从 而 对 于 理想 气体 ,它们 满足 方程 马 : 
CC (92. 18 ) 


我 们 将 计算 均匀 定 态 理想 气体 的 全 部 6 函数 ,假定 气体 粒子 具有 某 个 (不 
一 定 平衡 的 ) 动 量 分 布 ww. 为 简化 公式 ,我 们 将 假定 这 个 分 布 不 依赖 于 自 旋 . ( 费 
米 统计 法 中 )G 函数 对 自 旋 的 依存 关系 于 是 分 开 成 为 一 个 因数 8。。 ,我 们 将 和 
自 旋 下 标 一 起 省 略 这 个 因数 . 

将 理想 气体 的 豆 算 符 写 成 寻 销 展开 式 : 


(14,7) 2 dexpli[p + r ~ el(p)t+pt]l, (92. 19) 


QD 见 第 九 卷 .$9. 那 里 给 出 的 推导 并 不 依赖 于 所 假设 的 对 系统 基态 的 求 平均 ,而 关于 对 任何 量子 
态 的 求 平均 仍 保持 有 效 . 
@) 如果 是 相对 于 6 函数 中 的 第 二 个 变量 求 导 而 不 是 对 第 一 个 变量 求 导 时 ,i93/6t 必须 变 号 , 即 , 算 
符 Ca! 必须 用 Ge! 代替 : 
Co CO-- =8(X) -XY,). (92. 14a) 
等 等 ， 
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并 对 ; 作 类 似 展开 ( 见 第 九 卷 ,(9.3) ). 当 将 这 些 表 达 式 代入 6 函数 的 定义 中 
时 ,必须 记 住 ,唯一 非 零 对 角 矩 阵 元 是 具有 相同 动量 吕 的 粒子 潭 没 算 符 和 产生 算 
符 的 乘积 的 那些 矩阵 元 ; 

Cal qa) =n,, laat:) =1F4n,. 
从 而 ,我们 求 得 ,例如 : 
ZU p 
(27) 





GH -+(t,r) = + exp{ip :rr-ie(p)itt+ int! 
其 中 t = 一 二 sF 二 六 一 六 利用 恒 等 变 换 将 这 个 表达 式 重 写成 
GY +(t,r) = +2mi | nexp(ip pl 


(my 
我 们 看 到 





Gu +(w,p) = +27in,8(w —-é +H). (92. 20) 
类 似 地 求 得 
GO (wp) = -27i(1Fn,)6(w -e+n). (92. 21) 
为 计算 6 ,最 方便 的 是 直接 从 方程 ， 


[i -e( -ivY) +p] G(r) =5(D8(r) 


出 发 ,用 傅 里 叶 方 法 求解 它 ,并 考虑 到 6 (w,p) 在 上 半 ww 平面 不 能 有 奇 点 的 事 
实 , 由 此 立即 求 出 
CC (opD)=[wo-e(p)+A+iD] (92. 22) 
(根据 (92.13) ,函数 G"”“(w,p) 可 通过 简单 取 上 式 的 复 共 思 而 求 得 ). 
最 后 ,于 是 借助 于 (92. 12 ) 求 出 
G™ (o;p)=fo-eP)+A+iD] 


”十 2Tin,S(w -e+h) = 


Sn 
人 一 已 十 凡 


我 们 注意 到 下 列 事实 ,表达 式 (92. 22) 一 般 不 依赖 于 态 ( 即 分 布 mm) 的 性 质 ， 
求 平 均 是 对 此 实现 的 . 函数 C (以 及 G” ) 的 这 个 性 质 , 实 际 上 并 不 依赖 于 系 
统 态 的 均匀 性 和 定 态 性 ,如 在 (92.22) 的 推导 中 所 假设 的 那样 :函数 G6” (XX,， 
X, ) 结 果 必 然 仅 依赖 于 差 值 -总 
应 用 于 平衡 系统 时 ,表达 式 (92. 21) 一 (92. 23) 中 的 n, 要 取 为 费 米 或 玻 色 
分 布 函数 . 于 是 将 G 函数 通过 了 和 来 表达 ;这 样 就 完成 了 从 对 给 定量 子 力学 
定 态 求 平均 到 对 吉 布 斯 分 布 求 平均 的 转变 . 


习 十 
对 于 液体 中 声 子 气体 的 均匀 定 态 , 求 其 格林 函数 ， 
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解 : 类 似 于 (92.4) 的 定义 ,对 于 声 子 场 我 们 有 : 
iD 六 =《 放 六》， iD = (pip!), (1) 
其 中 p'=P'' 是 介质 密度 可 变 部 分 的 算 符 . 因为 这 个 算 符 是 自 共 堪 的 ,(1) 中 的 
两 个 函数 由 
DD (2) 
相 联系 ( 它 们 当然 照常 具有 (92.9) 的 性 质 ). 
对 于 无 互 作用 声 子 气体 ( 见 第 九 卷 ,(24. 10 ) ) 


172 


k ; | 
<“ At+ .{ Po a iker ht) a+ oir ut) 
p =p = > | (cke 一 Cr e (3) 


3 2uv 





(其 中 po 是 未 微 扰 密 度 , 而 以 是 声速 ). 将 (3) 代 入 (1) 并 从 求 和 变 为 求 积 分 ,我 
们 有 


iD'Y-+ (er) = | a 
uu 


iker ob) Rd k 
(2n) 
或 者 ,在 第 二 项 中 将 积分 变量 下 用 -天 代替 ,并 将 平均 值 通过 上 声 子 态 的 占有 数 Nu 
iD (tr) = poly, | tN ole Ess 
被 积 表达 式 ( 不 带 因 数 e”'““) 已 是 相对 于 坐标 的 侍 里 叶 分 量 . 还 有 ,相对 于 时 间 
作 展 开 得 出 


+ COC )e 





iD -+(w,k) = por Na(o uk) + (1 4 Ns) 8(w tuk) | (4) 
对 于 函数 万 按照 (2) 我 们 有 
有 (5) 
还 有 两 个 格林 函数 由 
iD = (76p;), iD 和 = (Tp'p!) (6) 
定义 ,并 有 
Da =D ， Da = Da. (7) 


对 于 无 互 作用 声 子 系统 ,类 似 计 算 给 出 (比较 第 九 卷 ,§ 31. 习 题 ) 
DM--(w,k) = J Re 
Do 1 
| 
按照 (7),D (wk)=D™ (-w,-k). 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 N 一 N k)|. 8 
—uk+i0 ~- | -mil wtb) 3) 
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(jE A) Cr) =po8(t) ABC7), (9) 


它 代替 对 时 党 粒子 的 格林 品 数 的 方程 (92. 14). 
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整个 图 解法 的 基础 是 将 系统 的 哈密 顿 算 符 中 分 出 相互 作用 算 符 :五 = 所 + 了 ,其 


中 及 , 是 无 互 作用 粒子 系统 的 哈密 顿 算 符 . 图 解法 是 相对 于 7 的 微 扰 论 . 
对 于 非 平衡 系统 ,图 解法 是 像 7 =0 的 平衡 情况 那样 ,用 相同 方式 予以 构 
造 @. 格林 函数 G=G- -用 相互 作用 绘 景 ( 即 对 于 理想 气体 ) 中 的 更 算 符 表达 为 
iG-- =《S-IT[ 更 更 53S])， (93.1 ) 
其 中 


人 | ha), 和 


而 V(t) 是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 V.(93.1) 中 的 (…) 是 对 无 互 作用 粒子 系统 
的 某 个 态 求 平均 . 下 面 方便 的 将 是 ,假设 这 是 均匀 定 态 但 并 非 基态 (以 后 我 们 将 
看 到 可 以 将 初 态 消去 ,以 致 所 表述 的 理论 中 的 方程 不 依赖 于 初 态 ). 这 里 与 了 =0 
的 情况 有 一 点 差别 ,那里 是 对 基态 求 平均 . 这 个 差别 很 重要 : 算 符 $-: 的 求 平均 
已 无 法 ( 像 第 九 卷 §12 中 从 (12. 12) 推 导 (12.14) 那 样 ) 与 其 它 因数 的 求 平均 分 


开 ,问题 在 于 非 基 态 在 算 符 $-: 的 作用 下 不 能 变换 至 其 本 身 , 而 是 变换 至 其 它 激 
发 态 的 释 加 (这 可 直观 地 认为 是 准 粒子 互 散 射 的 所 有 可 能 过 程 的 结果 )@. 


表达 式 (93.1) 要 按 上 的 朝 展 开 . 同时 方便 的 是 首先 应 用 $ 的 么 正 性 和 算 符 
V 是 厄 米 算 符 的 事实 ,将 8$ :进行 变换 : 


ow 


$=S*= Texp(i | V2) di ); (93.3) 


m4 


符号 T 已 经 在 $92 中 引进 过 ,表示 反 编 时 序 . 
将 8S 和 5S-!' 展 开 成 级 数 并 代入 (93. 1) ,我 们 得 到 包含 各 种 项 的 和 ,每 一 项 要 佛 


中 下 面 的 讨论 基本 上 以 第 九 着 ,8$12 和 8$13 的 讨论 为 基础 . 


@ ”注意 到 根据 同样 理由 ,对 于 有 交 变 外 场 的 情况 ( 即 , 当 算 符 了 明显 依赖 于 时 间 , 即 使 在 薛 定 兽 给 
景 中 ) ,第 九 卷 , 8 12 和 8 13 中 所 阐述 的 图 解法 . 即使 当 了 =0 也 不 是 一 般 地 适用 的 : 交 变 场 使 系统 的 基态 
激发 . 然而 ,必须 强调 ,这 里 所 措 述 的 图 解法 即使 当 交 变 场 在 在 时 也 是 有 效 的 . 
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助 于 威 克 定理 完成 求 平均 过 程 ,而 多 算 符 成 对 缩 并 的 每 种 方式 对 应 着 一 定 的 图 号 . 

首先 注意 到 (如 在 了 7=0 的 “寻常 "图 解法 中 那样 ) ,只 有 相连 图 (不 包含 单独 
的 真空 圈 图 ) 需 要 考虑 . 真空 图 图 互相 消去 . 通过 考察 开头 几 个 图 容易 证 实 这 
点 ,根据 它们 可 以 发 现 这 种 缩减 的 一 般 原理 . 


如 果 在 (93. 1) 中 因数 T 色 ,更 $ 内 作出 产生 相连 图 的 所 有 缩 并 ,我 们 得 到 第 
九 卷 $13 中 所 描述 的 由 寻常 图 解 所 代表 的 项 ( 当然 ,尽管 对 应 于 连续 线 的 函数 
带 有 不 同 的 具体 形式 ). 我 们 注意 到 这 里 所 谈 的 是 在 坐标 表象 中 的 图 ;对 于 非 平 
衡 态 ( 当 各 个 G 函数 分 别 依赖 于 变量 X,， 和 X, 时 ) 变换 到 动量 表象 不 方便 . 缩 并 


所 引起 的 其 它 项 ,还 包括 来 自 $-' =5: 的 网 算 符 参与 的 项 . 在 各 级 微 扰 论 中 , 它 


们 是 由 寻常 项 通过 将 $ 的 任何 因数 站 用 $* 的 一 个 因数 了 代替 而 获得 的 . 这 些 项 
由 同样 图 形 的 图 表示 ,但 带 有 读 解 它们 的 多 少 有 些 不 同 的 规则 . 这 些 改 变 来 自 二 
个 原因 :(1) 8$* 中 互 作 用 算 符 以 + 评 形 式 出 现 (而 不 是 像 $ 中 那样 的 - 让) ; 
(2) $* 中 的 所 有 更 算 符 总 是 在 乘积 T 电 到: $ 中 算 符 的 左边 ;(3) 在 因数 $1 内 
部 , 算 符 按 T (不 是 T) 积 编 序 . 

现在 让 我 们 仔细 研究 ,对 于 外 场 0(t,r) =U(X) 中 的 (例如 , 费 米 ) 粒 子 系统 
这 样 的 简单 情况 ,这 些 改变 怎样 影响 图 解法 的 构造 . 

表达 式 (93. 1 ) 展 开 式 中 的 一 阶 项 是 


(TB; ( -i U,V,d’X, ) 到 至 Ti | U,V, dX, : TW, V: ). 
这 个 和 中 的 第 二 项 是 所 述 情况 的 特征 ;在 对 基态 求 平 均 时 ,只 有 第 一 项 必须 考 
虑 . 在 第 一 项 中 ,所 有 四 个 歼 算 符 都 在 TT 乘积 中 ;它们 按 


| | 
TV V: (~ iy: U,Y,) (93. 4) 
[| 
成 对 缩 并 ,给 出 因数 G2-- 和 GW". 在 第 二 项 中 , 缩 并 的 严 算 符 不 是 由 T 或 T 
互相 编 序 的 : 
有 (93.5) 
| | 


它们 的 缩 并 给 出 因数 G3 ”和 Ga ,此 外 ,这 里 由 +iU， 代替 - iD3. 
这 里 引进 的 图 元 素 与 寻常 图 解法 中 出 现 的 那些 ,差别 在 于 在 直线 端点 处 有 


中 注意 到 在 宏观 极限 , 威 克 定理 的 有 效 性 并 不 依赖 于 对 怎样 的 均匀 定 态 实现 求 平 均 ; 见 第 九 着 ， 
$ 13 未 尾 . 
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附加 的 符号 + 或 -. 虚线 在 一 端 (图 的 一 个 顶点 ) 带 有 + 或 -表示 因数 + iU(X) 
或 -iUV(X): 











~ 一 一 一 一 一 -@ = +iU(X) -~-—--—----e = -iU(X) (93.6) 
十 — 
(比较 第 九 卷 ,，§ 19). 端点 带 有 + 或 -的 实 线 与 各 个 G 滑 数 相 联系 : 
i 一 -0 
1 + 2+ 1- 24+ (93.7) 
= SG 





直线 端点 处 的 数字 表明 咀 数 的 自 变 量 ( 变 量 辣 和 X,). 
(93.4) 和 和 (93.5) 的 两 项 于 是 由 下 图 表示 : 


-i Wt 


1- 2- 1- 2- 
实 线 的 外 端点 被 标 以 - ,这 些 为 对 函数 G 的 校正 . 相应 于 图 的 顶点 的 变量 隐 
含 对 该 变量 的 积分 中 . 用 解析 形式 写 出 是 
ic ii)+ 
+icC1 *iG»Y* iD 1d (93. 9 ) 


在 二 级 微 扰 论 中 ,对 函数 6 ”的 校正 由 下 列 四 个 图 给 出 : 


( 略 去 了 数字 ). 图 的 每 个 顶点 处 的 正 负 号 + 或 -与 该 处 所 有 三 条 线 的 端点 相 联 
系 . 

类 似 地 ,其 它 6 函数 中 的 校正 项 由 实 线 两 个 外 端点 处 具有 甚 它 正 负 号 的 图 
代表 . 例如 ,在 一 阶 微 扰 论 中 ,函数 6G “有 两 个 图 : 


入、 5 (93.11) 


下 
从 而 凯 尔 迪 什 方法 中 的 图 是 这 样 得 到 的 :在 寻常 图 解法 中 的 那些 图 ,通过 以 
各 种 可 能 方式 对 它们 的 项 点 和 自由 端 指定 附加 指标 + 或 - 而 获得 . 这 个 规则 在 
对 其 它 类 型 互 作用 的 图 解法 中 仍然 有 效 . 
对 于 粒子 间 成 对 相互 作用 的 系统 ,寻常 图 解法 中 两 个 粒子 间 的 相互 作用 势 


@ 更 确切 地 说 ,对 did?x 积分 和 对 相同 自 旋 下 标的 一 对 求 和 . 这 里 将 认为 后 者 包括 在 对 出 蕊 的 积分 
中 ， 
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由 一 条 内 部 虚线 相 联系 . 现在 我 们 指定 这 种 线 的 端点 附加 的 一 对 相同 指标 + 
或 -: 


1 + 2 十 
es =iU(X, ~- X,)=id(t, ~t,) U(r, -7,), 
| (93. 12) 


1- 


ee a 
例如 ,对 于 对 相互 作用 的 系统 ,对 函数 6G “的 一 阶 校正 由 四 个 图 的 和 表示 : 


~ VY (93. 13) 


{ 和 { Ls | | 
— ~ - 一 - + + 一 一 一 一 - + - 
(而 不 是 寻常 图 解法 中 第 九 卷 (13. 13 ) 中 的 两 个 图 ). 实 线形 成 闭 圈 对 顶点 的 任 
一 符号 仍然 与 因数 N(p,T) (理想 气体 密度 ) 相 联系 . 
早已 提 到 过 凯 尔 迪 什 图 解法 也 适用 于 7T 关 0 的 平衡 系统 . 让 我 们 假定 没有 外 
场 ,并 且 从 坐标 表象 变换 到 动量 表象 ,将 所 有 G 函数 展 成 傅 里 时 积分 . 于 是 图 中 
每 条 线 ,照例 ,指定 一 个 确定 的 “四 维 动量 ” ,动量 表象 中 函数 U(Q) 和 GCG”(P) 由 
相同 规则 与 这 些 线 相 联系 . 
当 T=0 时 , 费 米 分 布 函数 是 
5 p <Ppr， 
了 p>Pr-: 
因而 ,按照 (92.20) 和 (92.21) ,对 于 了 =0 的 费 米 系统 ,我们 有 
6 (P) =0, 当 p>p，C ” (P)=0, 当 p<pr. 
对 于 包含 “ 正 ” 顶 点 的 6C “的 所 有 图 恒 等 于 零 . 从 而 凯 尔 迪 什 图 解法 (不 像 松 原 
图 解法 ) , 当 应 用 于 平衡 系统 时 , 当 了 =0 时 直接 变 成 寻常 图 解法 . 
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像 任 何 “ 合 理 的 ”图 解法 那样 , 凯 尔 迪 什 图 解法 允许 将 图 按 “ 块 " 求 和 . 这 些 
当中 最 重要 的 是 所 谓 自 能 消 数 . 

注意 到 ( 兄 第 九 卷 $14) 这 个 概念 是 在 考虑 下 列 这 样 的 格林 函数 图 时 产生 
的 : 它 不 能 分 成 仅 由 一 条 实 线 相连 的 两 部 分 . 我 们 可 以 将 对 应 于 这 种 图 的 两 端 线 
的 因数 iC” 分 出 来 并 将 它们 (在 坐标 表象 中 作为 两 个 自 变量 X 和 X, 的 函数 ) 
表达 成 下 列 形式 : 








| iG(O( -i5,,)iG! dX,d’X,. 
代表 图 的 整个 内 部 的 函数 -i5,, 称 为 自 能 函数 . 精确 自 能 函数 ,由 -这 表示 ,是 
所 有 可 能 的 这 类 型 图 之 和 .在 这 个 图 解法 中 每 个 顶点 必须 给 以 正 负 号 + 或 -~ , 根 
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0 对 应 于 其 “出 ”和 “人 ”顶点 的 正人 负 号 有 四 个 精确 自 能 函数 ;它们 
由 3 ,3 ,了 和 表示 . 

精确 G 哆 数 通 过 精确 函数 由 恒等式 表达 ,对 6” 它 可 图 解 式 地 写成 : 
i ei 十 SC Dp 十 本 DA 十 A NC 十 < 四 (94. 1 ) 


-一 -一 


类 似 地 可 写 出 对 其 它 6G 函数 的 结果 ( 粗 线 是 精确 C 函数 ,而 卵 形 线 表示 区 数 ，; 
比较 第 九 卷 (14.4) ). 用 解析 形式 写 出 是 


;<0 + |{6 B73 + '311GI; + 
+C 人 CATC Bi:1G!:; }d Xd X,, (94. 2) 
以 及 对 其 它 三 个 C 函数 的 方程 . 
这 些 方程 可 简洁 地 利用 和 矩阵 写 出 : 


C  ” C 

C = 

病 - 人 十 > > 
于 是 ,例如 (94.2) 那 样 的 四 个 方程 可 联合 写成 一 个 矩阵 方程 
Ga = 69 + | C5 Cnd' Xd'X,; (94.4) 

被 积 表达 式 中 的 因数 按 矩 阵 乘法 规则 予以 组 合 . 
理想 气体 G 函数 所 满足 的 方程 (92. 14) 一 (92. 18) 可 类 似 地 联合 写成 

GG =0,8(X, -X,), (94.5) 


1 0 
os 
现在 让 我 们 回 到 方程 (94. 4) 并 应 用 算 符 G3; 作用 于 其 两 边 . 考虑 到 
(94.5) ,我 们 得 到 一 组 四 个 积分 微分 方程 ,联合 写成 一 个 矩阵 方程 为 
ED =0,6(X, —X,) 十 | 2 G32 dX. (94.6) 
应 指出 这 个 方程 可 以 另 一 种 等 价 方式 写 出 ,注意 到 图 (94. 1) 中 粗 线 完全 同样 也 
可 以 在 左边 而 不 是 在 右边 . 因此 ,在 (94.2) 中 ,被 积 表达 式 每 一 项 中 的 因数 可 以 


写成 下 列 次 序 G5 632. 通过 将 算 符 Ci ( 见 367 页 的 脚注 ) 施 加 于 所 造成 的 
这 种 形式 的 等 式 ,我 们 求 得 
Ci =C:83(X 一 人 2 ) + | cz 0:d X,. (94. 7 ) 


(94.3) 


其 中 由 


中 ”符号 rr. 取 自 兆 利 矩阵 的 标准 记号 ,这 里 当然 与 自 旋 没 有 任何 关系 ， 
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自 能 函数 本 身 可 以 表达 成 骨架 图 的 级 数 形式 ,骨架 图 的 图 形 元 素 是 对 应 于 
精确 G 函数 的 粗 实 线 . 例如 ,在 具有 成 对 相互 作用 的 粒子 系统 中 ， 


_iFy = | 一 十 | | 汪 ~ yk (94. 8) 
OE RE 
< 十 pA Co 
me | | 于 Dr 十 … (94. 9 ) 
IE 十 了 


对 3'' 和 3 有 类 似 结果 ;级 数 的 后 续 项 包含 具有 更 多 虚线 的 图 中 . 从 而 方程 
(94.4) 或 (94.7) 构 成 关于 精确 C 函数 的 完全 (虽然 很 复杂 的 ) 方 程 组 . 

方程 (94. 6) 并 不 涉及 函数 6 ,后 者 依赖 于 无 互 作用 粒子 系统 “ 零 " 态 的 选 
择 . 从 而 (94. 6) 不 依赖 于 该 选择 @. 但 是 方程 中 微分 算 符 的 出 现 使 它们 的 解 不 确 
定 . 这 个 不 确定 性 由 积分 方程 (94.4) 中 出 现 函 数 G6" 而 显现 出 来 . 

然而 ,方程 组 (94. 6) 的 不 足 之 处 是 , 它 并 未 显 式 考虑 到 由 等 式 (92.7) 所 表 
明 的 6 函数 的 线性 依存 关系 . 为 消除 这 个 缺点 ,我 们 应 当 对 和 矩阵 6 作 线 性 变换 ， 
以 致 应 用 (92.7) 后 使 其 矩阵 元 之 一 为 零 . 这 个 变换 可 通过 公式 


G’'=R GR (94. 10) 
了 予以 完成 ,其 中 
We pe 1 -1 
-HI 中 吉 | | 
容易 看 出 经 变换 矩阵 6G' 是 
0 G* 
c -| | (94. 11) 
6G” FF 
其 中 
PP=C +C =G’ +G ". (94. 12) 


当 和 矩阵 6 和 也 这 样 变换 后 ,方程 (94.4) 仍 保持 为 不 变量 . 
经 变换 矩阵 > 是 


5 =R-'SR:= | (94. 13) 


| 
2 of 


其 中 用 的 记号 是 
Q@ ”比较 第 九 卷 (14.9) .(14.10) ;那里 列 出 的 全 部 一 阶 和 二 阶 的 图 是 骨架 图 (94.8) 之 中 的 . 


@) 这 里 需要 一 个 重要 评注 . 当 没 有 外 场 时 ,函数 6'0) 仅 依赖 于 差 值 Xx， - X, ,而 将 函数 6G 用 6G” 的 
级 数 展开 也 会 具有 这 个 性 质 . 然而 ,在 消去 G6‘ 后 ,我 们 也 能 考虑 (94.6) 的 解 分 别 依赖 于 和,. 
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Dey (04 14) 
这 个 结果 通过 直接 计算 可 以 证 明 , 其 中 考虑 到 等 式 
3 +3 =-(3 +z3 )， (94. 15 ) 
它 是 由 等 式 (92.7) 得 出 的 (通过 将 由 方程 (94. 6) 形 成 的 表达 式 


人 


等 于 零 很 容易 推导 出 来 ). 
现在 将 经 变换 矩阵 方程 (94.4) 展 开 ,我 们 得 到 三 个 方程 . 其 中 一 个 是 
OR es | 0 (94. 16 ) 


对 G 的 相应 方程 没有 给 出 什么 新 结果 ,因为 它 只 不 过 是 方程 (94. 16 ) 的 “ 厄 米 
共 轿 ”. 必须 强调 ,方程 (94. 16) 虽 然 包 含 属于 理想 气体 的 函数 G6” , 它 并 不 依 
赖 于 “ 零 ” 态 ,因为 函数 C “并 不 依赖 于 此 态 ( 如 在 $ 92 中 注意 到 的 ). 

最 后 ,由 (94.4) 推 导出 的 对 函数 k 的 第 三 个 方程 ,包含 涉及 函数 严 的 项 ， 


它 依赖 于 “ 零 ” 态 . 然而 ,这 些 项 通过 微分 算 符 6G;' 的 作用 化 为 零 , 因 为 
G1F'% =0. 结果 得 到 的 方程 是 
GD 一 | {060, nn }d’X,. (94. 17) 


方程 (94. 16) 和 (94. 17) 构 成 原则 上 描述 非 平衡 系统 行为 的 完全 方程 组 . 其 
中 第 二 个 是 一 个 积分 微分 方程 ,形成 玻 尔 兹 曼 方 程 的 推广 ;在 这 方面 应 该 记 住 ， 
按照 (92.5) 和 (92.6) ,函数 C“ 和 6CG” ,从 而 ,直接 与 系统 中 粒子 分 布 函 数 相 
联系 . 方程 (94. 17 ) 的 解 与 动 理 方 程 的 解 一 样 ,相应 地 含有 任意 性 . 然而 ,方程 
(94. 16) 是 纯粹 积分 方程 ,从 而 不 会 在 解 中 引进 进一步 的 任意 性 . 

然而 ,注意 到 方程 (94. 16) 和 (94. 17) 有 一 个 基本 特色 ,因此 ,它们 一 般 与 如 
常 动 理 方程 相 区 别 : 它 们 包含 不 是 一 个 而 是 两 个 时 间 变 量 ,5 入. 在 下 市 中 我 
们 将 证 明 ,在 准 经 典 情况 下 这 个 差别 如 何 消 除 . 
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我 们 将 应 用 一 个 简单 例子 来 表明 ,如 何 实 现 从 (94. 16) ,(94. 17 ) 类 型 的 方 
程 向 寻常 准 经 典 动 理 方程 的 过 渡 . 让 我 们 考虑 在 温度 7 ~ e; 下 的 轻微 非 理 想 费 
米 气 体 ,假设 满足 准 经 典 条 件 :所 有 量 发 生 显著 变化 的 时 间 间 隔 + 和 距离 工 满 足 
下 列 不 等 式 
Ter >>1, Lpr >>1 (95.1) 
(比较 $40). 尽 管 在 这 个 情况 ,当然 得 不 出 任何 新 结果 ,但 分 析 具 有 茶 些 有 教 益 
的 特色 ,它们 在 更 复杂 情况 下 将 是 有 用 的 . 
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量 于 化 动 理 力 程 必须 确定 单 粒子 密度 矩阵 p(i,r,r,)b. 为 转 到 准 经 典 情 
况 ,适当 的 是 应 用 坐标 动量 混合 表象 ,对 & =r, -r; 采用 伟 里 叶 展 开 , 但 保留 对 
r= +r) 的 依存 性 . 同时 





Re =r+ 志 ， 太 ， =r- 志 ， 
所 以 相应 全 里 叶 变 换 式 (省 略 自 旋 指 标 ) 是 
(Er = ] re hs de (95.2) 
逆 换 式 是 
LT fe-m,/, m+tr 1 dP 
plt,ri,r,) = 也 :| "| 2 pj (93.3) 


尔 数 n(t,r,p) 对 坐标 的 积分 给 出 粒子 动量 分 布 函 数 ,如 通过 原 密 度 矩 阵 对 
这 个 积分 的 表达 式 所 看 到 的 : 


N= | nCisrsp) dx = .4 e p(t rr,) dx dix,. (95.4) 


对 动量 的 积分 给 出 坐标 分 布 , 即 ,粒子 的 空间 数 密度 ,如 我 们 通过 密度 矩阵 的 表 
达 式 所 看 到 的 : 
N(1,r) = [nli,rp) ad’p = p(t rr). (95.5) 

函数 n(i,r,p) 本 身 ,在 一 般 量子 情况 , 决 不 能 被 认为 是 同时 的 坐标 和 动量 分 布 
函数 ;不 消 说 这 会 与 量子 力学 基本 原理 相 矛 盾 , 并 且 按 (95. 2) 所 定义 的 函数 
n(t,r,p) 在 一 般 情况 下 其 至 是 非 正 的 . 

然而 ,函数 n(1,r,p) 的 确 具 有 准 经 典 近 似 下 分 布 函数 的 字面 意义 . 为 了 证 
实 这 点 ,让 我 们 考虑 属于 个 别 粒 子 并 依赖 于 r 和 p 的 某 个 物理 量 的 算 符 : 
f=f/(r,p) =f(r, -iv)@. 根据 密度 矩阵 的 定义 , 量 f 的 平均 值 是 


f= | [fipltsn, ;72 ) | nd 
其 中 广 作用 于 变量 7,. 我 们 向 这 里 代入 (95.3) 形 式 的 p, 并 考虑 到 下 列 事实 :在 


(95. 1) 的 条 件 下 ,n 是 比 因数 exp( 启 7) 更 加 缓慢 变化 的 7 的 函数 . 因此 , 充 
分 的 是 只 需 对 后 者 求 导 , 它 相 当 于 变换 -iV1p. 于 是 /的 表达 式 变 成 


二 _ 1 3 dp 
天 = | fr pnli,r,p)d x C2) 





(95.6) 


Q@D 如 在 $40 中 那样 ,我 们 假设 电子 分 布 不 依赖 于 自 旋 ,并 从 p 中 略 去 自 旋 因数 60 0,. 
@) 为 明确 起 见 ,我 们 将 认为 所 有 算 符 y 位 于 r 的 右边 . 在 准 经 典 近似 下 ,这 不 是 要 点 . 
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它 ( 因 为 了 是 任意 的 ) 正 好 相当 于 经 典 分 布 函数 的 定义 . 
下 面 我 们 将 论述 格林 函数 G (XX,,X,) 的 方程 , (根据 (92.5) ,) 它 与 密度 
矩阵 最 紧密 相关 . 对 于 这 个 函数 ,我们 引进 “四 维 ” 混 合 表象 


T - 十 有 ji 各 一 十 让 We 4 
G (X,P)= | 。 G (+ 全 7 全 )d'， (95.7) 
其 中 Ps (w,p) ;Fr) ;全 = (6&0,&) ,并 且 上 = (三 二 t)AD,E0 =t -1,. 于 年 
Rs -ic (Xx,P)S®, (95.8) 
27 


对 dw/27 的 积分 相当 于 令 三 = 已 . 
给 出 这 些 预备 定义 后 ,现在 让 我 们 来 推导 动 理 方程 . 我 们 取 方 程 (94. 6) 和 
(94.7) 的 ( - + ) 分 量 ,并且 逐 项 相 减 : 


(Go2 -CC13 = 


= (1 (95.9) 
从 方程 左边 作用 于 函数 C,， 的 算 符 是 
SA-ir_ AAA- :9 0 1 二 
Go -Go = | 3t, + | F(A A,) 3 
,9_ 1v ， 
| 人 ve | 


现在 我 们 取 方 程 (95. 9) 两 边 的 传 里 叶 分 量 并 令 i = 已 (或 者 ,等 价 地 ,对 
dw/2T 积分 ). 考虑 到 (95.8) ,我 们 求 得 (95.9) 左 边 变 成 
on Pp .dn 


of 7P Dr 

它 正 好 是 对 于 分 布 函数 n( 纪 r,p) 的 动 理 方程 左边 所 需求 的 形式 . 方程 (95.9) 右 
边 ,经 过 健 里 叶 变 换 后 ,因而 必须 给 出 碰撞 积分 C(n). 

将 右边 变换 到 健 里 叶 分 量 时 必须 考虑 到 准 经 典 性 条 件 . (95.9) 中 的 积分 是 
下 列 形式 

|z (二 

诸 项 之 和 . 我 们 将 因数 于 和 C 表达 成 “四 维 坐 标 ” 的 差 与 半 和 的 函数 : 
[s(x i jcfz a 2 
在 相对 于 第 一 个 自 变 量 的 变换 中 ,重要 范围 是 坐标 差 值 | mm - 疡 | ,| 疡 - 产 | ~1/ 
Pp, 和 时 间 差 值 | i, -| ,| 35- 已 | ~1/e. 根据 条 件 (95.1),3 和 6G 作为 其 第 二 
个 自 变量 的 函数 在 这 些 范围 仅 略 微 变 化 . 因此 ,我 们 可 以 近似 地 用 X= 


村 ( +X,) 代 痊 那 些 自 变量 : 


dX 
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人 0 0 op Oe ,cn 0 
于 是 可 以 在 XX 的 给 定 值 下 取 傅 里 叶 表 象 . 方程 (95.9) 右 边 于 是 变 成 
CU = -人 3 06- +6'*) +(3 + )6 = 


= [{-2 6 +2 Ge, (95. 10) 


其 中 被 积 表 达 式 中 所 有 函数 具有 相同 自 变 量 (X,P) = (1,r;w,p) ;在 第 二 个 等 式 
中 ,我 们 曾 应 用 关系 式 (92.7) 和 (94. 15). \ 
让 我 们 将 公式 (95. 10) 应 用 到 以 前 讨论 过 的 殖 理 想 费 米 气 体 的 模型 (第 九 
卷 , $6 和 §21). 像 那里 一 样 ,我 们 将 有 条 件 地 认为 粒子 间 相 互 作用 势 U(r, - 
r,) 满 足 微 扰 论 的 适用 条 件 ; 在 转变 到 现实 相互 作用 ( 它 并 不 满足 这 个 条 件 ) 时 ， 
只 要 将 解答 用 散射 幅 表示 就 足够 了 . 
注意 到 这 里 是 在 粒子 相互 作用 微 扰 论 的 一 级 不 为 零 近似 下 来 寻求 碰撞 积 
分 ,我们 可 以 认为 (95. 10) 中 的 精确 6 函数 与 分 布 函数 的 关系 ,由 理想 气体 中 
那样 的 相间 公式 (92. 20) 和 (92. 21) 表 达 ; 这 意味 着 在 气体 粒子 能 量 e =p /2m 
中 忽略 归 因 于 相互 作用 的 小 校正 Q. 表达 式 (92. 20) 和 (92. 21) ,严格 地 说 ,与 气 
体 的 均匀 定 态 相 联系 ,但 是 在 准 经 典 情况 下 ,由 于 n 随 坐 标 和 时 间 的 变化 缓慢 ， 
我 们 可 以 应 用 同一 表达 式 , 将 n, 认为 是 函数 n(t,r,p) 而 以 :和 7 当 作 参 量 . 对 mw 
的 积分 除去 8 函数 , 剩 下 z 
C(n) =iB’ (eppsir)[l -n(t,r,p)] + 
+i3 (enPpt,r)n(t,r,p). (95.11) 
根据 这 个 表达 式 的 形式 很 清楚 ,第 一 项 描述 粒子 的 “增益 ”, 仅 当 1 -nz0 才 可 
能 ;第 二 项 描述 “损失 ” , 它 正比 于 n. 仍然 要 计算 的 是 自 能 函数 于 和 3 . 
对 这 些 函 数 的 第 一 个 不 为 零 的 贡献 来 自 二 阶 图 (比较 (94.9) ) ;例如 ， 





一 十 | | Pi | 
-证 ”= | + | | (95. 12 ) 
本 站 EE 半 
P; Pi 
(a) (b) 


其 中 P' =P+P,-P'. 当 U 用 U 代替 时 ( 见 下 面 ) ,这 两 个 图 对 3 的 贡献 由 等 式 
2 = -2 允 , 相 联系 ( 负 号 来 自 图 (a) 中 的 圈 图 ,而 因数 2 来 自 该 圈 图 中 对 上 自 旋 的 


人 @ ”这 个 近似 使 我 们 能 忽略 (94.6) 的 其 余 分 量 , 即 ,在 有 关 近 似 下 将 它们 认为 恒 等 地 满足 . 
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求 和 ;比较 第 九 卷 , 8 21 中 的 类 似 计算 ). 将 图 (b) 展 开 成 解析 形式 ,我 们 求 得 
d4P d4P 

(2T) 

简 并 性 气体 中 ,由 于 稀薄 气体 的 条 件 ,粒子 波长 ( ~ 1/p) 必然 远大 于 相互 作用 力 
程 ( 见 第 九 卷 , 86) ;这 使 我 们 能 将 U(p, -p') 用 它 在 p, -PP =0 的 值 代 替 : 

Uo= | U(r) dx. 

用 表达 式 (92. 20) 和 (92. 21) 代 和 蔡 函 数 6G- :和 6C” ,并 通过 对 四 维 矢量 已 和 已 ' 
的 “时 间 ” 分 量 积分 而 消去 两 个 5 函数 ,我 们 确认 (95. 11) 中 第 一 项 事实 上 与 碰 
樟 积 分 (74.5) 中 “增益 ”项 重合 (并 且 w =2m0). 3” 的 计算 是 类 似 的 ， 
(95. 11) 中 的 第 二 项 与 同一 碰撞 积分 中 的 “损失 ”项 相符 合 . 


i3 + (P)= [6 *(P)G° CCPDG (PI) Up, -p') 
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第 九 卷 ,$51 中 曾经 推导 出 将 超导体 中 电流 与 其 中 电磁 场 的 矢 势 相 联系 的 
公式 . 这 里 将 把 这 些 公式 推广 到 随时 间 变 化 的 场 的 情况 . 像 第 九 卷 中 那样 ,我 
们 的 研究 将 以 BCS 模型 山 为 基础 ,把 金属 中 的 电子 认为 是 粒子 间 具 有 微弱 吸引 
的 各 向 同性 气体 包 . 

因为 在 金属 中 (尤其 在 超导体 中 ) ,总 是 可 以 忽略 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 位 移 
电流 : 


vV xH=47. (96. 1 ) 
C 


因此 ,在 这 个 近似 下 ， 

V .j=0. (96. 2) 
为 了 描述 场 ,我 们 选择 标 势 pg =0 的 规范 . 电流 密度 与 电磁 场 矢量 (相对 于 时 间 
和 坐标 ) 的 傅 里 叶 分 量 ,它们 之 间 的 线性 关系 可 写成 


kk 
i.(wk) = -Qo,k) | 0 - As ok), (96. 3) 


它 恒 等 地 满足 方程 (96.2), 即 ,条 件 k.'j(w,k) =0. 矢 势 4( 平 行 于 大 ) 的 纵 问 

部 分 在 (96.3) 中 并 不 出 现 , 因 而 在 方程 组 中 根本 不 出 现 , 所 以 可 将 它 取 为 零 , 即 

假设 k. A(w,k) =0. 对 于 4 的 这 种 选择 ,电流 和 场 之 间 的 关系 简化 为 
j(w,k)= -OO(w,k)A(w,k). (96.4) 





@ 现在 通称 BCS 理论 的 低温 超 导 微 观 理 论 是 由 巴 丁 、 库 珀 、 施 里 弗 于 1957 年 建立 起 来 的 ( 见 
J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer, Phys. Rev. , 108(1957),1175). 译 者 注 . 

多 896 和 $97 中 的 结果 应 归于 巴 丁 , 马 带 斯 (J，Bardeen, D，C.， Mattis( 1958 ) ) 和 阿布 里 科 索 夫 ， 
区 里 科 夫 , 哈 拉 特 尼 科 夫 (A. A. A6pnkocoB, JI. TI. ToppKkoB, H. M. XanarHnkos(1958)). 
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我 们 的 目的 是 要 计算 函数 0(w,k). 这 个 量 属于 广义 响应 率 类 型 ,而 要 求解 
该 问题 ,我 们 应 用 8$91 中 所 描述 的 方法 . 
我 们 在 超导体 的 哈密 顿 量 中 形式 上 包括 依赖 于 松原 变量 r( 和 依赖 于 坐标 ) 
的 “ 矢 势 ”: 包 
A(T,r) =A(¢ ke), Y=27ms7. (96.5) 
应 用 戈 里 科 夫 方程 ,我 们 来 计算 对 松原 格林 函数 按 4 为 线性 的 校正 : 
G(T TT rT ) =O (7 -Ti 7 ) +O (rT ryT, ry); (96.6) 
由 于 未 微 扰 超 导体 “对 7 的 均匀 性 ”和 空间 均匀 性 ,9 仪 依赖 于 其 自 变 量 的 差 
值 . 电流 密度 Jr,r) 通 过 松原 格林 函数 由 


网 2 
Pn ee a ke A. ey 
nm 7'=T+0 me 


表达 ,其 中 六 是 粒子 的 数 密度 名 . 用 (96.5) 的 场 , 这 个 关系 实际 上 将 具有 形式 


Jrir) = -0(Z ,下 )4(CT,r)， (96. 8) 
系数 0% 是 松原 响应 率 , 按 (91. 18) 有 
Q(i|e, | ,Kk) = Qu(,,k). (96.9) 


为 确定 所 求 函 数 0(w,k) ,必须 从 点 w =i|z, | 解析 延 拓 到 整个 上 半 平 面 . 

Qu 的 计算 完全 类 似 于 第 九 卷 $ 51 中 的 计算 . 注意 到 在 具有 VY ' 4 =0 的 势 
规范 中 ,对 能 谱 中 的 能 隙 4 没有 任何 校正 ,而 对 松原 函数 9 和 六 的 线性 化 艾 里 科 
夫 方 程 具有 形式 外 

| -了 + 了 2 +p]9™ (7, rT ,rT) +AFM(T,r;T' ,rT ) = 


A VON), (96. 10) 


[> + tp]FED (rr JT) ~AGV (TrIT' ,rT ) = 
07 2m 


= LACT VFO (TT ,rr ). 
ntc 


对 于 (96. 5) 形 式 的 场 ,我 们 可 以 立即 将 9 与 站 对 (7 +7') 和 (r+r') 的 依 
存 关系 分 出 来 , 令 


GI =g(r-rr-r)exp[ 。(r+r) -二 8.(r + )| ， (96.11) 
以 及 对 入 (用 函数 了 代替 g) 的 类 似 结 果 . 经 过 这 个 变换 后 ;例如 ,(96. 10 ) 的 
中 这 一 节 中 我 们 令 声 = | 


@ 比较 第 九 卷 (51. 17 ) ,在 与 第 九 卷 , $ 51 中 公式 进行 比较 时 ,必须 记 住 。 现在 是 正 量 ,元 电荷 . 
电 ” 拉 普 拉 斯 算 符 写成 V ,以 区 别 于 能 隙 A! (本 书 中 物理 量 能 阶 用 斜体 一 一 译 者 注 ). 
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第 一 个 方程 变 成 
0 i 1 Dy 
| er 3 + 了 tug + Af= 
= -EAL op[ Fk (7-7) -7-7)|: vo 
现在 我 们 将 所 有 量 展 开 成 对 7 -7 的 传 里 叶 级 数 和 对 r -x' 的 侍 里 叶 积 分 : 
slrir) =T felts perplip rr-irli ds (96.12) 
等 等 . 于是, 我们 得 到 对 于 傅 里 叶 分 量 的 两 个 代数 方程 
[ie + 全 | -元 (2 + 二 | +u|elt’,p) + Af(Y',,p) = 


2m 


Ez 


六 
(96. 13) 
[ -ie + -a (P+ 2) |]KC2) -helt ,p) = 
= = “AL hk) FO | -Sp | 


费 米 系统 的 “未 微 扰 ?松原 函数 9 和 大 人) 展 成 具有 “ 奇 频 率 "(2s' +1)m7 的 傅 
里 叶 级 数 . 因而 由 (96. 13 ) 得 出 “频率 ”:, 取 值 
(2 1 -sm 
函数 9 和 大 (是 ( 见 第 九 卷 (42.7) ,(42.8) ) 





1Z 十 
GCC ,PP)= 一 4 

6 TS 
(96. 14) 

大 (0) 4 一 -> 7 

(£,,p) pa 

其 中 
2 

n=7— -pve(p -pr), ae =A + (96. 15) 


(常量 A 假定 为 实 值 ). 通过 应 用 这 些 公 式 , 我 们 可 以 很 容易 地 使 方程 组 
(96. 13 ) 的 解 具有 形式 


g(t ,p) = Ep" A(Gp) NGN (PG (P.) +FVP,) FOP ), 


(96. 16) 
其 中 


P. =|{ 纪 * 呈 ,pz 二 (96. 17) 
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应 用 (96.7) ,(96. 11) 和 (96. 12) ,我 们 得 到 电流 密度 为 
2e7 ~ Ne 
1 = -5 |pelt, DE me (bk) 
其 中 函数 & 由 (96. 16) 给 出 . 考虑 到 矢量 j 和 4 对 k 是 横向 的 ,我 们 将 被 积 表 达 
式 在 垂直 于 大 的 平面 内 对 矢量 p ,的 方向 求 平均 . (96. 16) 中 函数 9 和 天 (0 并 


不 依赖 于 p ,的 方向 ,因数 p,(p，* 4) 的 求 平均 将 它 转变 为 hpzsin ,其 中 
是 p 和 之 间 的 夹 角 .从 而 我 们 求 得 对 于 松原 响应 率 的 下 列 最 后 表达 式 ， 
Qu (lt,,k) 2 p’ sin’0 x 


x[Gu(P, GO ) +FO(P, )FVP. ) 1 ) (96. 18) 


现在 让 我 们 将 这 个 图 数 从 一 系列 离散 点 &. =2sT7T 问 整 个 右 半 复 上 平面 作 
解析 延 拓 , 即 , 问 上 半 o 平面 (o = 这 ) 作 解析 延 拓 . 这 相当 于 (96. 18 ) 中 被 积 表 
达 式 的 解析 延 拓 ;让 我 们 考虑 其 中 第 一 项 ,例如 : 


= ， a 
地 Re 
=7 了 7 > 9,((2s’ +1)T7)9-((2s +1)nT-¢,) (96. 19) 


(为 简洁 起 见 ,我 们 略 去 指标 (0) ,并 用 下 标 + 来 代替 自 变量 p=p + 广 k)， 这 
个 吉 达 式 可 以 写成 丙 分 形式 
Ju (6,) = 249, (z)G_(z-— ttan(¥ 未 )d， (96. 20) 


沿 图 32 中 三 个 财 国道 本 和 C; 取 积 分 ,它们 一 起 围 住 因数 tan(z/27) 在 点 = 
=(2s' +1)T7 处 (图 中 用 短 划 标志 ) 极 点 
的 无 穷 集 . 被 积 函 数 在 每 个 极点 处 的 残 数 
给 出 (96. 19) 求 和 中 的 对 应 项 (在 无 穷 处 ,9 
(z) cl1xz, 因 而 积分 收敛 ). 在 选择 围 道 时 ， 
我 们 曾 应 用 下 列 事实 :6(z) 在 两 个 半 平 面 
的 每 一 个 中 都 是 解析 的 : 
CG (iz), Rez >0, 图 32 

9(z) | bh. 
G (iz), Rez <0, 
其 中 6 和 C 是 解析 函数 (推迟 和 超前 格林 范 数 , 见 第 九 卷 ,837); 虚 z 轴 一 般 
是 对 函数 9(z) 的 割 线 . 

现在 我 们 展开 围 道 使 得 它们 竖 直 通过 割 线 Rez =0 和 Rez =Y,( 图 33, 使 转 
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道 闭 合 的 无 穷 远 处 部 分 未 显示 出 ). 在 一 对 线 C, ,C, 上 ,我 们 通过 令 z = iow' ,而 
在 C:,C 上 令 z- 纪 =iw', 这 样 来 进行 积分 变量 变换 . 于 是 , 当 :, >0 时 ,我 们 有 


CC CG 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


图 33 


J (KZ ) = E fan 获 5cs (6) -GG (w) OG (oo -这 )+ 


f 


SG (0) -6 (w')] GN (w+ig,)]do. (96.21) 


1 





+ tan 





2 
在 这 个 表达 式 的 推导 中 ,t, 仍 被 固定 为 27wsT. 然而 ,对 于 这 组 值 ， 
an Lt = tan 区 =ith 2 


经 过 这 样 的 变换 后 ,很 显然 ,表达 式 (96. 21) 对 所 有 ,>0 是 解析 的 ,这 是 由 于 函 
数 G* 和 G 在 相应 半 平 面 是 解析 的 . 现在 令 这 =w, 对 解析 延 拓 后 的 表达 式 ,我 
们 有 中 
J(w)==( -iw) = 

- 挛 | 由 入 | el ed ON 
+[G (ww) -6G (w) 0 (w+w)} dw. (96. 22) 
(96. 18 ) 被 积 表达 式 中 的 第 二 项 以 类 似 方式 进行 解析 延 拓 ,结果 与 (96. 22) 
的 差别 仅 在 于 用 下 ”和 下 人 代替 6 和 G*@. 所 有 这 些 函 数 给 出 为 下 列表 达 式 
Ce 


~£+i0 +Ee+i0" 
0 £ 1 0 2 1 (96. 23) 





Pr(w,p) = 人 [| 


w+se+i0 ww-£+10 


Q@ ”所 曾 述 的 这 个 解析 延 拓 方 法 应 归于 厄 立 希 伯 格 (TM. 3xxam6epr(1962)). 
@ 第 九 卷 ,$41 中 给 出 (对 应 于 温度 格林 函数 三 的 ) 格 林 函 数 户 ! 的 定义 .'* 和 +^ 的 定义 与 F* 
的 定义 的 差别 在 于 编 时 序 积 (T 积 ) 要 用 对 易 式 代替 ,与 CG* .G* 和 6G 之 间 的 关系 相似 . 
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其 中 


2 
u 
和 = 子 (: = 二 
v2 2 已 


函数 C 和 下 有 与 之 相同 的 结果 ,但 i0 前 面 要 变 号 . 因此 
G6" -6*=2ImG" = -Tlud(w~e) + d(w +e) |], 


Eg = ATS(w -6) -6(w+e)], 


而 (96. 22) 中 的 积分 归结 于 除去 其 6 函数 . 
经 过 简易 但 票 元 的 代数 运算 后 ,我 们 达到 下 列 最 后 的 表达 式 了 中: 


有 2 J 上 
二 1 一 
0O(w,k) 0 二 | sin 96th 3 X 





2 
717- + 人 1 1 
PP 2 生 人 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 
x{[1+ SE | 去 -ee.-w_~—-i0 EE, EE. a 


I | dp 


2+2- Ee, tte. -wii e， +E_ +@w+i0 Tom 
(96. 24) 
其 中 
1 ky 
Nn: = (P+ -人 ， Ge =A +,. (96. 25) 


(96. 24) 大 括号 中 的 两 项 在 起 源 和 意义 上 有 本 质 区 别 . 第 一 项 是 p 的 奇 函 
数 , 因 而 对 T=0(th(e,/27) =1 时 ) ,其 积分 为 零 . 0 的 这 部 分 与 元 激发 的 无 碰 
撞 动 力学 有 关 . 它 的 虚 部 ,对 所 有 w 和 大 下 存在 ,与 无 碰撞 朗 道 阻 尼 相 联系 . 

第 二 项 的 积分 即使 当 了 =0 时 也 不 为 零 .0 的 这 部 分 与 库 珀 对 的 形成 或 分 
裂 相 联系 . 这 部 分 中 被 积 表达 式 的 极点 位 于 e, +s- = +w 处 .为 使 它们 存在 
(因而 为 了 发 生 耗 散 ,@ 的 虚 部 ) ,频率 必须 超过 24 , 库 珀 对 结合 能 . 
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现在 让 我 们 考察 一 般 公 式 (96. 24). 由 于 出 现 四 个 独立 参量 fiw, hkvt ,A 和 
7 了 ,它们 可 以 有 各 种 相互 关系 ,因而 可 以 有 大 量 极限 情况 . 这 里 将 只 考虑 几 种 极 
限 情 况 . 

当 jw >> 4 时 ,超导体 谱 中 的 能 际 不 重要 . 一 级 近似 中 令 A =0 ,我们 会 得 到 


QD 曾经 指出 过 (第 九 卷 , $ 51 ) ,由 于 被 积 表 达 式 减 小 的 缓慢 性 ,在 计算 (96. 18) 形 式 的 求 和 与 积分 
时 必须 小 心 . 按 这 里 的 运算 次 序 避 兔 了 这 个 困难 ,如 由 下 列 事实 所 肯定 的 ,最 后 表达 式 (96. 24) 满足 必要 
条 件 : 当 A4=0 和 w=0 时 ,8 =0( 静 态 场 中 的 正常 金属 ) ; 见 387 页 的 脚注 @@. 


$97 超导体 的 高 频 性 质 ”极限 情况 387 . 


正常 电子 费 米 气 的 横向 电容 率 的 公式 ;我 们 将 不 停 下 来 去 给 出 有 关 计 算 包 

伦敦 情况 

让 我 们 首先 研究 伦敦 极限 情况 

jio << A,, (97.1) 

其 中 4。 是 当 7T=0 时 4A(7T) 的 值 . 我 们 将 假设 A<7, 从 而 排除 了 极 低温 范围 .我 
们 将 认为 在 ww 三 hv; 的 意义 上 频率 很 小 . 

当 8 一 0 时 ， 

ni1n- 十 人 

ee 
(96. 24) 大 括号 中 第 二 项 因而 很 小 ,可 予 忽 略 . 在 第 一 项 中 ,第 一 个 方 括号 等 于 
2; 因 为 第 二 个 方 括号 是 p 的 奇 函 数 , 于 是 可 以 写 出 


1 有 








人 
注意 到 由 (sz27) =1 -2no(e), 共 中 
no(e)=[e” +1] (97.2) 
是 超 导 费 米 气 体 中 元 激发 的 分 布 函数 ( 带 有 化 学 势 为 零 的 费 米 分 布 ) ,从 而 令 
中 5 六- 也 5 = -2[Ln(e,)-n(e_ )]| = -2 下 ， 9 

其 中 

-de ?了 

op me 

于 是 


e” fono kvp sin 0 dp 
mc Ge Kk-v-w-i0 (27h) 
当 w =0 时 ,这 个 表达 式 与 伦敦 值 Ne /mc 一致 ,这 正 该 如 此 ,其 中 N,(7T) 是 
超 导 电 子 密度 名 . 因此 我 们 可 以 将 (97.3) 重 写成 下 列 等 效 形式 : 
Ne we’ Ono ”Psin 0 d- 


se 吧 p 
mc mc de krv -wow-i0 (2n)” 








Q(w,Kk) js (97.3) 





Ql(w,k) = (97.4) 


QD Qlw,k) 与 横向 电容 率 a,.(w,k) 之 间 的 关系 予以 阐明 如 下 . 将 电流 密度 通过 极 化 强度 矢量 由 
-iwP =j 来 表达 ,并 引进 电场 强度 巨 =iwA/c 以 代替 矢 势 4 ,我 们 可 以 将 (96.4) 写 成 P= -cw OBE. 这 表 
明 

-cO《[@o = (ee, -1)/4n. 

@ 通过 第 九 卷 ,§ 40 给 出 的 关于 计算 p, = mN, 的 公式 ,这 个 很 容易 予以 证 明 . 注意 到 函数 0(0,K) 

7 7. 时 (与 N, 一 起 ) 趋 于 零 ,如 在 386 页 的 脚注 中 早已 提 到 的 
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这 个 表达 式 中 的 第 二 项 描述 费 米 气体 中 元 激发 对 电容 率 的 贡献 中. 
当 w << fv 时 ,我 们 可 以 忽略 (97.4) 被 积 表达 式 分 母 中 的 w: 
Ye we’ sin’0 dcos0 
0 mc 1 cos@ -i0 | 
相对 于 cos 6 的 积分 按 极点 cos 9 =i0 处 的 残 数 计算 ,并 且 等 于 imr. 相对 于 p 的 积 
分 , 重 写成 下 列 形式 





Ono p” 
一 一 -一 -d. 7 
05 mv n (03 


on, p” 
2 CEqn ， 
06 7 


当 1w1 <<4 时 是 对 数 发 散 的 . 在 1n1 ~ whA(hovi) 处 截断 (此 处 tp ~w) ,我 们 在 
对 数 精确 度 下 求 得 





aA 
0 
DTA 二 | dn 
02 2=4 wA/kvF 7 
从 而 
Ne .| epiAwln( kvs/w) 


We wlth hod sia iis 97.6 
CT 2mcls Th(es +1)(e sr +1) 8 


0 的 虚 部 确定 耗 散 ; 这 部 分 的 负 号 对 应 于 电容 率 的 正 虚 部 . 
当 TT 和 AN. 与 4 趋 于 零 时 ,表达 式 (97.6) 变 得 不 适用 . 这 里 (97.5) 中 
相对 于 p 的 积分 ,主要 贡献 来 自 7 ~7T>>4 范 围 ,在 其 中 我 们 可 令 4A =0. 结果 是 


人 


4 mc kve” 
其 中 N=psA(3m 下 ) 是 电子 密度 . 这 个 表达 式 简 单 地 描述 正常 金属 中 的 反常 趋 
肤 效应 (具有 色散 关系 e =p /2m)&. 


皮 帕 德 情况 
在 静 磁 场 中 , 皮 帕 德 极限 情况 对 应 于 不 等 式 
fikv, >> A， ~ 了. (97.7) 
为 了 考虑 交 变 电磁 场 , 这 里 我 们 再 增加 一 个 条 件 
Ko >> w. (97.8) 


这 个 情况 下 的 计算 ,如果 首先 从 Q(w,k) (96.24) 中 减 去 其 静态 值 0(0,) 
会 得 到 显著 简化 ;这 归结 于 丢掉 常量 项 Ne /(mc) 并 从 被 积 表达 式 每 一 项 (& ,+ 


@ 通过 将 (97.4) 与 $31 习题 2 中 关于 无 碰撞 电子 等 离 体 的 横向 电容 率 的 公式 (2) 进 行 比较 可 以 
确认 这 点 .在 作 比较 时 ,必须 注意 到 伦敦 情况 对 应 于 准 经 典 极限 ,所 以 对 简 并 性 气体 的 公式 与 对 麦克 斯 韦 
等 离 体 的 公式 的 差别 仅 在 于 分 布 函数 和 色散 关系 e(p) 的 形式 上 

加 见 公式 (86.16). 在 作 比 较 时 ,重要 的 是 这 个 情况 下 不 依赖 于 9, 而 0 将 j 与 4 相 联系 ,而 不 是 
如 (86. 16) 中 oo 那样 将 j 与 相 联 系 . 
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。 +ju) “中 碱 去 具有 w =0 的 类 似 项 . 结果 发 现 差 值 0(w,k) - 0(0,k) 正 比 
于 1/ 皮 帕 德 情 况 的 0(0,k) 具 有 对 的 类 似 依存 性 ; 
0(0,h) = 站 ，B = A 由 分 (97.9) 


( 见 第 九 卷 (51.21) ). 因此 我 们 可 以 将 Q(w,) 写 成 下 列 形式 
Q(w,k) = iitB + yw)], (97. 10) 


其 中 y(w) 是 应 当 子 以 计算 的 一 et w =0 时 为 零 . 注意 到 由 于 对 大 

的 这 个 依存 关系 ,第 九 卷 关 于 穿 透 深度 6 的 公式 (52.6 ) 仍 保持 有 效 ,只 是 应 该 
在 其 中 用 8+y(wo) 代 替 B. 然而 ,由 于 y(w) 是 复 量 ( 见 下 面 ) ,很 自然 的 是 这 里 
不 用 6 本 身 ,而 是 应 用 与 之 相关 的 面 阻抗 iw) = - iow6vc. 

在 确定 差 值 0(w,k) -0(0,k) 的 积分 中 ,重要 的 是 cos 9 的 小 值 范围 (如 第 
九 卷 $51 中 0(0,k) 的 计算 中 那样 ) ,而 当 cos 9 增加 时 积分 迅速 收敛 ;因而 我 们 
可 以 令 sin 0=1 ,并 将 对 cos 0 的 积分 扩展 到 从 -co 至 oo. 

将 积分 利用 





dp=2Tpdpdcos 6 一 2Tprmdydcos 0 

(7 =p A(2m) -4A) 进 行 变换 ,并 应 用 新 积分 变量 : 
ws A NIE 

我 们 有 

ND, +n_ 2n, 7, -7n. 守 hkvecos 0. 
对 dmdcos 9 的 积分 因而 可 以 用 对 dn ,dn _ 人 (hvr) 的 积分 代替 ,对 每 个 变量 m, 和 
n _ 都 是 从 - % 至 %w. 同时 丢掉 被 积 表达 式 中 包含 乘积 六 ,7 -的 所 有 项 ,它们 因 
此 是 这 些 变量 的 奇 函 数 ,积分 时 给 出 结果 为 零 . 于 是 我 们 可 以 相对 于 每 个 变量 
xx 和 >x, 从 1 至 o 积分 , 令 
4A’x,x, dx dx, 


dndeos O74 一 一 一 de ,de = 一 一 一 一 一 一 i 
on hvel (1) (e111 
这 些 变 换 导致 结 采 
Ne” A 
VOU 


J 2 dx dx, a 
a -全 -Du 








1 2 
(a a | 过 
Xi 一 和 一 从 -iD 2 一 2% 十 个 + 人 
] 1 2 
1 | 。 97.11 
i re Xi +X,+ 人 +i0 S| ( ) 
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其 中 全 = iw/A. 我 们 将 仅 考 虑 这 个 表达 式 的 虚 部 , 它 确定 对 场 能 的 吸收 . 

(97. 11) 中 被 积 表达 式 的 虚 部 , 按 规则 (29. 8) 了 予以 分 开 , 此 后 通过 对 一 个 变 
量 x, 或 x*, 的 积分 而 消去 5 函数 ;同时 必须 注意 使 8 孙 数 自 变量 为 零 的 点 事实 上 
的 确 位 于 此 积分 范围 内 . 简单 计算 给 出 , 当 w>0 时 ， 


| 方 ) +1 9 和 
IJ xxt+rol+l hxz+ro4Aa_ 过 
全 -1 
X( 人 -YXY) 一 1 XA 
十 机 一 一 一 一 一 一 一 一 th 一 一 dx ; (97. 12) 
| (Re 2T 


第 二 项 仪 当 分 >2 时 才 存 在 . 类 似 地 ,很 容易 证 实 "( -全 ) = (全 ). 积分 
(97. 12 ) 依赖 于 两 个 参量 A/T 和 iw/Ah, 它 们 相互 之 间 以 及 与 1 还 可 有 各 种 关 
系 . 这 里 让 我 们 考虑 几 个 可 能 的 极限 情况 . 

设 T=0. 于 是 (97. 12) 中 第 一 个 积分 为 零 ,第 二 个 积分 当 fiw > 24。 时 不 为 
零 ,这 就 是 ,在 库 珀 对 的 “结合 能 ”处 有 一 个 吸收 立 . 这 个 阅 值 的 存在 , 它 是 谱 中 
能 隙 的 直接 结果 ,是 超导体 的 一 个 特定 性 质 . 

邻近 阔 值 , 当 念 -2 <<1 时 ,在 积分 的 整个 范围 x 接近 于 1. 令 人 -2 =56， 
x 一 1 =z6 ,我们 求 得 





,8 | dz TS _ 2 OO 
0 
集合 上 述 公式 ,这 样 我 们 求 得 7=0 时 邻近 吸收 阔 对 于 8 虚 部 的 下 列表 达 式 : 
， 3m Ne Ao /fo 
和 4mc J 
如 果 温 度 不 为 零 ,让 我 们 考虑 低频 jiw << 4 的 情况 ,并 假设 A(T) ~7T( 从 而 
排除 了 邻近 零 温 和 邻近 了 . 的 温度 ). (97. 12) 中 第 二 个 积分 于 是 不 存在 . 在 第 
一 个 积分 中 ,重要 范围 是 x -1 ~ <<1. 将 被 积 函 数 中 两 双 曲 正切 郴 数 的 差 展 
开 成 位 的 寡 , 并 应 用 变量 x -1=w, 在 对 数 精确 度 下 我 们 求 得 
_Thw -4 4 


~1 
om 一 全 一 je 
27 2 了 | Ce 21 2T fiw 








(97. 13 ) 


"过 Thew 


Ene 





于 是 结果 得 到 
0 全 ch 一 全 ln 一 (97. 14 ) 


$98 超导体 的 热 导 率 
超导体 中 电子 热传导 的 物理 本 性 类 似 于 玻 色 超 流体 中 热传导 或 黏 性 的 物理 
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本 性 . 两 种 情况 下 我 们 所 说 的 是 量子 液体 正常 组 分 ( 即 量 子 液体 中 形成 的 元 激 
发 总 体 ) 的 动 理 系数 ,这 里 我 们 也 将 在 BCS 模型 框架 下 来 考虑 这 个 论题 (65.T. 
TeitnukMan ,1958 ). 
对 于 存在 温度 梯度 的 超导体 ,我 们 从 准 粒 子 分 布 函 数 的 动 理 方 程 出 发 : 
on 0é€ 07 


2 .=C(n), (98.1) 
or or 0P 
其 中 = 39s/9p 是 准 粒子 速度 . 准 粒子 的 能 量 是 
e=[vi(p-p:) +A (7T)]”, (98. 2) 


它 本 身 通过 能 际 A(7T) 而 依赖 于 温度 . 因此 , 当 存 在 温度 梯度 时 ,能 量 e 也 变 成 
坐标 的 函数 ,而 导数 - 9e/9r 代表 作用 于 准 粒子 的 力 . 这 是 方程 (98. 1 ) 左边 第 
二 项 的 起 源 . 
照例 ,我 们 令 n=no(e) +5n(r,p), 其 中 
ni(e)=(e” +1)™ (98.3) 
是 平衡 分 布 函数 . 在 左边 仅 保留 no 的 项 ,我 们 得 到 关于 m 的 方程 
Ono ano ono 9no 
| 
方 括 号 中 含 4 的 导数 的 项 之 差 为 零 , 剩 下 
GE Ono vvVT £ 
0 (es +1)(e ”+1) 
碰撞 积分 依赖 于 准 粒 子 散 射 机 理 . 我 们 将 考虑 下 列 这 样 的 情况 :主要 机 理 
是 静止 杂质 原子 上 的 弹性 散射 ,并 假设 这 个 散射 为 各 回 同性 的 . 于 是 碰撞 积分 
归结 为 下 列表 达 式 (比较 (11. 3)): 
C(n) = -v8n, 
其 中 v=vNi,,o, 是 有 效 碰撞 频率 ,Ni。, 是 杂质 原子 数 密 度 ,而 o, 是 准 粒 子 被 一 个 
杂质 原子 散射 的 输 运 截面 . 输 运 截面 o, 是 原子 尺度 量 级 的 常量 . 
于 是 动 理 方 程 采 取 下 列 形式 


vv VTS dn 8r 





v T ae 1 0804) 
其 中 1=1Z(Nc) 是 常量 平均 自由 程 . 
-热流 由 下 列 积分 
2dp_ 
4 = | ev on Tn (98.5) 


计算 (其 中 因数 2 来 自 准 粒子 自 旋 的 两 个 方向 ). 但 分 布 函数 nm + 5n 也 同样 与 
超导体 中 正常 电流 相 联 系 ,正常 电流 密度 是 


d 


= e 2dP 
和 二 
jE | pn oy el )v, 
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(在 所 研究 模型 中 ,j= -ei/m ,用 公式 (77.7) 所 给 出 的 让 . 

但 热 导 率 是 在 j=0 下 通过 热流 来 定义 的 . 然而 ,在 目前 情况 ,这 个 条 件 并 
不 要 求 方程 (98.4) 中 有 任何 改变 . 理由 是 超导体 中 总 电流 密度 是 正常 电流 与 
超 叶 电流 之 和 :7 =j, +j.. 存在 温度 梯度 时 出 现 的 电流 j.( 在 开路 中 ) 被 超 导 电 流 
目 动 地 补偿 :j. = -六 同时 重要 的 是 , 超 导 电 子 的 运动 并 不 涉及 任何 热量 传递 . 
以 具有 速度 v ,= -j.A(eN.) 的 超 流 体 流 动 为 “背景 "的 准 粒子 的 平衡 分 布 函 数 ， 
与 (98.3) 的 差别 在 于 用 e+Pp .yy .代替 e( 比 较 $77) ,在 动 理 方 程 (98. 1 ) 中 也 
必须 作 这 种 改变 . 但 速度 v .正比 于 j,, 从 而 正比 于 小 梯度 VT; 因此 上 述 改 变 仅 
会 在 动 理 方 程 左边 给 出 二 阶 小 量 的 项 ,这些 无 论 如 何在 得 出 (98.4) 时 将 必须 予 
以 略 去 . 

将 (98.4) 的 5n 代 和 人 (98.5), 对 p 的 方向 求 平均 后 ,我 们 求 得 热 导 率 的 表达 
式 为 

2 O70 2 ， 2 .4Tp dp dp 
= -于 oce (27h)’ |) 

或 者 ,用 vdp = de ,p ~~pr ,我 们 有 





jp: 一 
se 7 2 2 (98.6) 
最 后 ,经 过 若干 明显 替换 ,我 们 得 到 
2lprA udu 
ee (98.7) 


当 7 一 0 ,4 一 A。, 时 , 热 导 率 按 以 下 规律 : 
2jpr4- @ -A/T 





= 一 一 一 (98. 8) 
3 下 下 了 了 
趋 于 零 . 当 7 一 了 .,4 一 0 时 ,( 由 (98.6) 容 易 看 出 ) 热 导 率 趋 于 极限 
41p27 , piT 
| 


对 应 于 正常 金属 的 情况 . 


直下 一 项 
相 变 动 理学 


$99 一 级 相 变 的 动 理学 ”成 核 


我 们 注意 到 , 相 变 成 核 的 热力 学 理论 ,其 基本 原理 如 下 ( 见 第 五 卷 ,8$ 162). 

从 亚 稳 相向 稳定 相 的 转变 ,是 通过 涨 落 在 均匀 介质 中 发 生 新 相 的 小 量 聚 
积 一 一 成 核 而 实现 的 . 然而 ,对 界面 的 形成 ,能 量 上 不 利 的 效应 会 有 下 述 结果 : 
当 核 小 于 某 个 大 小 时 , 它 是 不 稳定 的 并 再 次 消失 . 仅 当 核 的 大 小 a( 对 亚 稳 相 的 
给 定 态 ) 开 始 具 有 某 个 确定 值 a 时 才 是 稳定 的 ;这 个 值 称 为 临界 大 小 ,这 个 大 小 
的 核 将 称 为 临界 核 山 . 假定 它们 为 包含 大 量 分子 的 宏观 物 . 因而 整个 理论 仅 对 
不 太 接 近 相 的 绝对 不 稳定 性 极限 的 亚 稳 态 才 适 用 ( 当 通 近 这 个 极限 时 ,临界 大 
小 降 至 分 子 尺度 量 级 的 值 ). 

采用 纯 热力 学 方法 ,认为 介质 处 于 平衡 ,人 们 只 能 处 理 介 质 中 各 种 大 小 的 涨 
落 核 出 现 的 概率 的 问题 . 这 点 十 分 重要 . 因为 亚 稳 相 态 实际 并 不 对 应 于 完全 统 
计 平 衡 , 这 个 处 理 只 能 应 用 于 这 样 的 时 间 尺 度 , 它 远 小 于 临界 核 形成 时 间 ( 每 单 
位 时 间 概 率 的 倒数 ) ,在 此 时 间 后 ,实际 上 出 现 过 渡 到 新 相 的 变化 , 即 亚 稳 态 不 
再 存在 . 根据 同样 理由 , 仅 当 核 具有 大 小 a < a. 时 , 核 形 成 概率 的 热力 学 计算 才 
是 适宜 的 ; 较 大 核发 展 成 新 相 . 换 名 话说, 这么 大 的 涨 落 一 般 不 属于 这 和 群 与 所 考 
虑 ( 亚 稳 ) 的 宏观 态 相 对 应 的 微观 态 . 

对 于 成 核 的 热力 学 概率 ,现在 我 们 将 用 一 个 与 之 成 正比 的 量 , 即 介质 中 现 有 
的 各 种 大 小 的 核 的 “平衡 (上述 意义 上 的 ) 分 布 函数 来 代替 ,这 个 量 用 ja) 表示 
(foda 是 单位 体积 介质 中 具有 大 小 在 da 范围 的 核 数 ). 根据 涨 落 的 热力 学 理论 


fla) <exp| |， (99. 1 ) 


中 在 第 五 卷 $ 162 中 所 考虑 的 核 只 是 新 相 的 聚积 正好 具有 这 个 临界 大 小 的 情况 . 
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其 中 Ri 是 形成 给 定 大 小 的 核 所 需 最 小 功 . 最 小 功 由 体积 和 面积 两 部 分 组 成 
(对 具有 半径 a 的 球形 核 ) ,具有 形式 


87a a 
R 一 三 +47a a, 


其 中 a 是 表面 张力 系数 ,临界 半径 a 用 两 相 的 热力 学 量 来 表达 ( 见 第 五 卷 ， 
$ 162 ,习题 2), 值 a =a 对 应 于 Ri,(a) 的 最 大 值 ,临近 a. 有 


中 = Toa, -4ma(a as) (99.2) 


mn 


RR;, 的 最 大 值 对 应 于 分 布 函数 的 按 指数 律 的 锐 最 小 值 . 忽略 指数 前 系数 随 a 的 
远 慢 得 多 的 变化 ,我 们 有 


f(a) =hlan) erp{ F(a 0.)), (99. 3 ) 


min 


其 中 中 





fo(a..) =const ， exp| | 

根据 上 述 讨论 , 值 a = ce.- 对 应 于 这 样 的 极限 ,超过 此 值 后 大 量 新 相 开 始 形 
成 . 更 确切 地 说 ,我 们 不 应 指 一 个 极限 点 a = au 而 是 应 指 邻近 该 点 & 值 的 一 个 临 
界 范 围 , 具 有 宽度 ic ~ (7T/4mra)“. 这 种 大 小 范围 的 核 的 涨 落 发 展 仍 能 以 可 观 
概率 使 它们 回 到 次 临界 范围 ,但 超过 这 个 临界 范围 的 核 不 可 避免 地 发 展 成 新 相 . 

因为 热力 学 理论 仅 限于 实际 相 变 前 的 阶段 , 它 不 能 提供 关于 这 个 过 程 进程 
的 信息 ,例如 过 程 速 率 的 信息 . 那 会 需要 核 的 发 展 的 动 理学 分 析 ,这 个 核 最 终 会 
并 人 新 相 包 . 

令 f(i,a) 为 所 求 的 核 按 其 大 小 的 “ 动 理学 ”分布 函数 . 改变 核 的 大 小 的 “元 
过 程 ”是 一 个 分 子 附 着 于 它 或 从 它 上 面 丢 失 的 过 程 ,这 可 认为 是 小 变化 ,因为 在 
目前 理论 中 核 是 宏观 物 . 因而 我 们 可 以 用 福 克 尔 - 普 明 克 方 程 类 型 的 动 理 方程 


oy 0 (99. 4) 
ot oa 
来 描述 核 的 生长 过 程 , 其 中 * 是 “大 小 空间 ”中 的 流 密度 ,具有 形式 : 
:= -BYU+AF (99. 5) 


量 B 是 “ 核 大 小 扩散 系数 ”; 系 数 4 与 8 通过 一 个 关系 相 联 系 , 这 个 关系 是 由 对 


@ f(a ) 中 的 指数 前 因数 不 能 仅仅 通过 相 的 宏观 性 质 来 表达 . 对 于 定性 估计 ,我 们 可 认为 这 个 因数 
正比 于 基 相 (1) 中 粒子 数 密度 W 和 正比 于 导数 dN/da, 其 中 入 是 新 相 (2) 的 核 中 粒子 数 . 令 Ni ~ 1/n， 
N ~a3,/v; ,其 中 wv 和 vw 是 两 个 相 中 每 个 分 子 的 体积 ,我 们 得 到 作为 常量 的 估计 值 const ~ a2./(viv,). 

人 @ 下 面 给 出 的 理论 应 归于 泽 利多 维 何 (和 B.， 3emprKoBIHSC1942) ). 
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平衡 分 布 :为 零 这 个 事实 得 出 的 . 后 者 取 (99. 1) 的 形式 ,并 忽略 指数 前 系数 的 
缓慢 变化 ,我 们 求 得 
EE -4R',, (0). (99. 6) 
现在 让 我 们 来 求 对 应 于 连续 相 变 过 程 的 动 理 方程 的 定 态 解 . 这 个 解 中 * = 
const, 并 且 统 ( 沿 增加 核 大 小 的 方向 ) 的 这 个 恒定 值 正好 是 介质 每 单位 体积 内 每 
单位 时 间 通 过 这 个 临界 范围 的 核 数 , 即 , 它 确定 过 程 的 速率 . 
我 们 可 以 将 流 的 表达 式 (99. 5 ) 重 写 ( 应 用 (99.6)), 通 过 比值 f/f 而 不 是 图 
数 f 本 身 来 表达 . 于 是 恒定 流 的 条 件 变 成 


二 
-BA 人 (99.7) 
因 而 
一 0 
fo Bf 


这 里 的 常量 s 和 const 是 由 对 小 a 和 对 大 a 的 边界 条 件 子 以 确定 的 . 随 着 核 的 
减 小 , 涨 落 概率 迅速 增 大 ;因而 小 核 以 高 概率 出 现 . 可 以 认为 这 种 核 的 贮存 量 补 
充 得 如 此 快 ,尽管 由 于 流 s 导致 恒定 耗 失 , 仍 使 得 它们 的 数目 继续 具有 其 平衡 
值 . 这 个 情况 用 边界 条 件 当 a 一 0 时 f/fh ~1 来 表达 . 对 于 大 a 的 边界 条 件 ,可 以 
这 样 确立 :注意 到 超过 临界 范围 时 , 按 (99. 1) 定 义 的 函数 有 ( 它 在 那里 实际 上 不 
适用 ) 无 限制 地 增长 ,而 真 分 布 函数 f(a) 当然 仍 保持 有 限 . 这 个 情况 由 条 件 
f/h =0 表 达 , 强 加 于 超出 临界 范围 的 某 处 ;确切 在 何 处 不 重要 ( 见 下面 ) ,我 们 将 
任意 地 认为 它 是 a 一 % 岂 . 


满足 上 述 两 个 条 件 的 解 是 
ff -fda 
三 -| et (99. 8 ) 
而 常量 s 由 等 式 _ 
] da 
一 = (99. 9) 


确定 . 被 积 函数 在 c = a.. 具 有 锐 最 大 . 邻近 该 点 应 用 表达 式 (99.3) ,我 们 可 以 
将 (99.9) 中 对 (a -au) 的 积分 扩展 到 从 - % 至 % ,而 不 管 (99.8) 和 (99.9) 中 积 
分 上 限 究 竟 取 在 (临界 范围 外 ) 何 处 , 即 ,边界 条 件 究 竞 强加 于 何 处 . 结果 是 


s =2 FBC) ples), (99. 10) 
这 个 公式 表达 的 是 定 态 条 件 下 亚 稳 相 每 单位 时 间 每 单位 体积 形成 的 “能 生存 ” 


中 在 解 一 个 不 同 的 问题 时 ($24) 曾 经 应 用 过 类 似 论据 . 
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核 数 ( 即 ,已 通过 临界 范围 的 那些 ) ,用 热力 学 理论 所 给 出 的 临界 核 的 平衡 数 来 
表达 . 

对 于 分 布 函 数 f(a) 本 喘 , 次 临界 范围 的 公式 (99. 8) 简 单 给 出 f(a) 二 f(a). 
超过 临界 范围 , (99. 8) 仅 告诉 我 们 f<<h ,与 所 述 边界 条 件 一 致 . 按照 过 程 的 物 
理 图 像 很 显然 ,在 这 个 范围 ,分布 函数 是 常量 :达到 该 点 后 , 核 单调 地 变 大 ,实际 
上 没有 任何 反 向 的 变化 . 从 而 ,这 里 我 们 可 以 忽略 流 的 表达 式 (99.5) 中 含 导 数 
3f/9a 的 项 , 妈 , 写 成 s=Af' 按照 流 : 的 意义 ,系数 4 同时 起 大 小 空间 的 速度 da/ 
dt 的 作用 . 然而 ,超过 临界 范围 后 核 的 生长 ,按照 宏观 方程 发 生 ,利用 该 方程 可 
以 独立 地 确定 导数 da/di; 


da 
I ee 
下 标 指出 这 种 计算 的 结果 中. 
于 是 按照 (99. 6) ,我 们 求 得 
T da 人 da 
Ds 


严格 地 说 ,这 样 所 计算 的 函数 B(a) 属 于 范围 a > a.,, 然 而 我 们 感 兴趣 的 是 (要 代 
和 信 (99.10) 中 的 )B(a,) 的 值 . 然而 ,由 于 函数 B(a) 存 a =a. 没 有 奇异 性 , 刚 求 
得 的 函数 在 该 点 也 可 应 用 . 当 a 一 ac.. 时 ,导数 (da/di) so 趋 于 零 ( 核 处 于 不 稳定 
平衡 ); 除 以 (a - ae) 给 出 有 限 结果 . 
公式 (99. 12 ) 使 得 原则 上 有 可 能 去 计算 系数 B(a.,) ,从 而 计算 核 形 成 速率 ， 
无 需 应 用 微观 处 理 . 例如 ,对 于 沸腾 过 程 ,我 们 必须 借助 于 流体 力学 方程 来 分 析 
液体 中 气泡 的 生长 ;对 于 过 饱和 溶液 中 洲 质 的 脱 溶 过 程 ,我 们 必须 分 析 脱 溶 颗粒 
的 生长 ,作为 物质 从 周围 溶液 向 它 扩散 的 结果 . 
习 题 
对 于 过 饱和 (但 仍然 是 弱 ) 溶 液 ,确定 物质 脱 溶 的 “ 核 大 小 扩散 系数 ;假定 
核 为 球形 . 
解 : 注意 到 热力 学 公式 如 下 . 从 过 饱和 溶液 脱 溶 的 核 的 临界 半径 是 
2av 
”有 一 有 
( 见 第 五 卷 ,8 162 ,习题 2). 在 给 定 情 况 下 ,了 和 ?是 核 中 物质 的 化 学 势 和 分 





@ 可 能 出 现 公式 (99. 11) 与 “微观 "定义 (21.4) 之 间 的 对 应 关系 问题 ,根据 它 , 速 率 38a/8t( 对 元 生 
长 事件 求 和 ) 不 是 4 本身 . 而 是 和 式 人 4=A4+8B8'(a). 但 是 导数 8'(a) 与 值 (99.6) 比 较 起 来 很 小 (在 临界 范 
围 以 外 ) ,后 者 包括 大 因数 R',,,/T， 因而 8'(a) 可 以 忽略 . 这 个 量 级 的 量 在 推导 (99.6) 时 早已 忽略 掉 , 当 
(99.1) 中 指数 函数 前 系数 被 认为 是 常量 时 . 





$100 ”一 级 相 变 的 动 理 学 ” 聚 结 .397 . 


子 体积 ,而 是 溶液 中 溶质 的 化 学 势 :p' = Tin c+W(P,T) ,其 中 c 是 浓度 . 对 溶 
质 平 表面 上 的 饱和 溶液 ,浓度 取 为 cow :了 ln eco, + = 有 ,我们 有 


c _T(c— co ) 





内 人 Te 
后 一 等 式 适 用 于 弱 溶 液 . 因而 临界 半径 是 
20Q2 ' co 
1 
Wer T(c ~ co.) 0 
公式 
2a2z Cor 
co 人 1+ | = oo。 + 一 (ccoo) (2) 


确定 对 (具有 半径 a 的) 球形 溶质 表面 上 的 饱和 浓度 co,. 
当 核 超过 临界 范围 生长 时 ,物质 通过 从 周围 溶液 的 扩散 而 到 达 核 . 定 态 下 ， 
在 半径 为 a 的 核 周 围 , 球 对 称 浓度 分 布 c(r) 由 扩散 方程 
DAc(r) =D 7 sre(r)] = 2 六 =0 
的 解 确定 . 带 有 边界 条 件 c(m ) =c( 过 饱和 溶液 浓度 的 给 定 值 ) 和 cc(a) = co,. 
因而 


c(r) =e-— (Co 
向 核 的 扩散 流量 


a = C0 =47D(c = Ja ge 


dr 
在 最 后 一 个 等 式 中 曾 应 用 公式 (2). 
如 果 浓 度 定义 为 每 单位 体积 中 所 溶解 分 子 数 , 则 了 是 每 单位 时 间 沉 积 在 核 
表面 的 分 子 数 . 于 是 
Dv 


da 1 
[如 (0) (ee ). 





而 按照 (99. 12), 有 
TDv'’(c-e,) Do ci。 


2 3 ” 
8Taa.， 4Ta。 


B(a.,) 
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上 节 中 关于 相 变 动 理学 的 处 理 , 仅 与 相 变 的 初始 阶段 有 关 : 新 相 所 有 核 的 总 
体积 必须 很 小 ,使 得 它们 的 形成 和 生长 对 基 相 “ 亚 稳 度 "没有 可 观 影 响 ,而 由 亚 
稳 度 所 确定 的 核 的 临界 大 小 可 认为 是 一 常量 . 在 这 个 阶段 ,有 新 相 的 核 的 涨 落 
形成 ,而 每 个 核 的 生长 不 依赖 于 其 它 核 的 行为 . 为 确定 起 见 , 下 面 我 们 将 指 的 是 
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过 饱和 溶液 中 溶质 脱 溶 过 程 的 特例 ;于 是 亚 稳 度 就 是 溶液 的 过 饱和 度 . 

在 较 后 阶段 , 当 溶 液 过 饱和 变 得 很 微弱 时 ,过 程 的 性 质 完全 不 同 . 新 核 的 涨 
落 形成 现在 实际 上 停止 了 ,因为 这 时 临界 大 小 变 得 很 大 . 临界 大 小 的 增 大 ,伴随 
着 过 饱和 度 的 稳步 减 小 ,结果 是 早已 形成 的 新 相 中 较 小 的 颗粒 落 到 临界 范围 以 
下 并 再 溶解 . 从 而 大 颗粒 “吞没 "小 颗粒 在 这 个 阶段 起 决定 性 作用 ,大 颗粒 生长 
作为 小 颗粒 溶解 的 结果 ( 聚 结 过 程 ). 这 个 阶段 将 在 本 节 中 讨论 . 假设 溶液 初始 
浓度 很 小 ,使 得 脱 溶 颗粒 互相 远离 ,因而 它们 的 直接 “相互 作用 "可 予以 忽略 下. 

我 们 将 考虑 一 个 固溶体 ,其 中 脱 溶 颗粒 处 于 静止 状态 ,并 且 仅 由 于 从 周围 海 
液 的 扩散 而 生长 . 为 了 阅 明 过 程 的 基本 定性 特色 和 处 理 方法 ,我 们 还 将 作 一 些 
其 它 简化 假设 ,忽略 环绕 脱 溶 颗粒 的 弹性 应 力 ,并 假设 这 些 颗粒 是 球形 的 . 

具有 半径 a 的 颗粒 表面 处 ,溶液 的 平衡 浓度 由 热力 学 公式 给 出 为 


十 ee (100. 1) 
其 中 co。 是 溶质 平 表面 上 方 饱 和 溶液 的 浓度 ,a 是 相 界 处 表面 张力 系数 ,v' 是 溶 
质 分 子 体积 ( 见 上 节 ,习题 ). 浓度 通过 单位 体积 溶液 中 所 溶解 物质 的 体积 来 定 


义 . 用 这 个 定义 ,颗粒 表面 处 的 扩散 流 i = D9c/9or 等 于 颗粒 半径 的 变 率 : 
da Oc 
D 





一 一 mm 一 一 一 


dt or 
(其 中 也 是 溶质 扩散 系数 ). 由 于 假设 浓度 很 小 ,这 个 变 率 也 很 小 ,使 得 环绕 颗 
粒 的 浓度 分 布 可 以 认为 每 个 瞬间 都 等 于 对 应 于 a 的 有 关 值 的 定 态 分 布 c(7); 





r=g 


c(r)=c~-(c i 


其 中 e 是 溶液 的 平均 浓度 . 从 而 扩散 流 i(r) = Da(c -co)/r ,并 注意 到 
(100. 1) ,我 们 有 

da D(e- ceo,) 3 | [ea 
i 


dt a a a 
其 中 参量 o =2ao'ce AT 和 量 A =c -cos 是 溶液 的 过 饱和 度 . 量 

a..(1) =o/A(i) (100. 2) 
是 临界 半径 : 当 au >a.. 时 ,颗粒 变 大 (da/di >0) ,而 当 a <a 时 它 溶解 (da/di < 
0). 在 下 列 分 析 中 ,直至 最 后 结果 ,我 们 将 用 a6.(0)/(Do ) 为 单位 来 量度 时 间 ， 
其 中 a.,(0) 是 聚 结 开始 时 的 临界 半径 . 从 而 我 们 有 方程 


3 
ed (100. 3) 


@ ”这 里 给 出 的 理论 应 归于 票 弗 席 兹 ,斯 列 佐 夫 (H. M. Jr 由 ma B. B. Cneso0s(1958)). 
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其 次 , 令 Aba) 为 颗粒 按 大 小 的 分 布 函数 ,这样 归 一 化 使 得 积分 
N(i) = | Kea)da 


是 单位 体积 中 的 颗粒 数 . 认为 v。= da/dt 是 鞭 粒 在 大 小 空间 中 的 运动 速率 ,我 
们 可 以 写 出 该 空间 中 的 连续 性 方程 为 


of 9 _ 
YF (fo.) =0. (100. 4) 
最 后 ,溶质 总 量 守 恒 表 达 为 下 列 方程 
A 10) = fap,a) do, (100. 5) 


其 中 0 是 初始 总 浓度 而 4 是 (单位 体积 溶液 中 ) 脱 溶 颗粒 的 体积 . 
方程 (100.3) 一 (100.5) 形 成 所 考虑 问题 的 完备 方程 组 . 它们 可 以 这 样 变 
换 ,使 得 所 涉及 的 变量 是 作 分 析 时 最 方便 的 . 
我 们 应 用 量 纲 为 1 的 量 
ee (100. 6) 
当 1->w 时 ,过 饱和 度 A(t) 趋 于 零 , 而 临界 半径 相应 地 趋 于 无 穷 . 因此 , 当 上 从 0 
变 至 % 时 , 量 


ee (100.7) 
也 单调 地 从 0 变 至 % ,我 们 将 采用 这 个 量 作 为 新 时 间 变 量 . 我 们 采用 比值 
u =a/a.,(t) (100.8) 
作为 (100.3) 中 的 未 知 函 数 . 于 是 方程 变 成 
yu 1) -ue, (100.9) 
其 中 
y=y(7) = >0. ( 100. 10 ) 


现在 接着 分 析 这 些 方程 ,我 们 首先 将 证 明 当 7 一 % 时 ,函数 y(r) 必 须 趋 于 
特定 有 限 极限 . 


方程 (100.9) 右边 在 2 = 十 y 处 有 一 最 大 值 为 y[ 人 (地 y] -1]. 从 而 变 


率 du /dr 作为 二 的 函数 可 具有 图 34 中 所 示 三 种 形式 的 任何 一 种 , 随 y 的 值 而 
定 . 当 y=yo=27/4 时 ,曲线 在 w=w6=3/2 处 与 横 坐 标 轴 相 切 . 

横 坐 标 轴 上 每 一 点 描述 一 个 颗粒 向 右 或 向 左 移 动 的 态 , 随 导 数 du /dr 的 正 
负 而 定 , 当 7y >y。 时 ,ui 左边 所 有 点 向 左边 移动 ,在 达到 原点 时 消失 . 而 具有 
4 > 的 点 向 点 us 移动 ,从 右边 或 从 左边 渐 近 地 逼近 w,. 这 意味 着 具有 >， 
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3 
dr > 为 Y<yo y=yo 


即 ,具有 半径 a>uwia。 的 所 有 颗粒 ,( 当 7 一 % 时 ) 将 浙 近 地 达到 大 小 a=aw, 它 
随 a 趋向 无 穷 ; 脱 溶 颗粒 的 总 体积 9 从 而 也 会 趋 于 无 穷 ,所 以 物质 守恒 方程 
(100.5) 不 能 满足 . 当 y <yo 时 ,所 有 点 向 左 移动 ,在 经 过 有 限时 间 后 达到 原点 
时 消失 ;在 这 个 情况 ,9(7) 一 0, 而 方程 (100. 5) 又 不 能 满足 . 

从 而 函数 y(1) 必 须 趋 于 极限 y。 并 且 必 须 从 下 面 趋 近 这 个 值 :如 果 从 上 面 
趋 近 极 限 值 (或 者 如 果 精 确 地 有 等 式 y = yo) ,具有 uw>u 的 所 有 点 向 左 移动 , 反 
正 会 变 成 “堵塞 "在 w=w 点 (该 点 变 率 du*/dr =0) ,而 方程 (100. 5) 不 能 得 到 满 
足 , 如 在 y(w ) >y。 的 情况 那样 . 因此 ,我 们 必须 有 


y(T) = [1 ~- e?(7)]， (100.11) 


其 中 当 7 一 % 时 es 一 0. 同时 ,从 右边 逼近 的 点 人 鳃 来 愈 慢 地 渗透 “堵塞 点 ”uw = uw. 
这 个 渗透 速率 由 图 数 se(7) 文 配 ,而 se(T) 又 必须 由 运动 方程 (100.9) 和 物质 守恒 
方程 (100. 5) 确定 . 

邻近 点 w=wo, 方 程 (100.9), 用 (100. 11) 的 7y, 变 成 


2 


dar 3\ 
采用 新 未 知 函 数 ,两 个 小 量 的 比值 > = (w- 过 )/e, 我 们 可 以 将 这 个 方程 写成 下 
列 形式 


2 


du 2 3\” ee 
[二 到 


3dz__ > 3 3 _d(l/e) 

Dae oS Td Dy MT 

这 个 分 析 , 类 似 于 上 面 对 (100.9) 的 分 析 , 导 致 结论 ; 当 7 一 w 时 ,函数 n(7) 
必须 渐 近 地 趋 于 有 限 极限 n。= 2/VY3( 该 值 是 方程 (100. 12) 右 边 作 为 z 的 函数 在 


堵塞 点 4 = 坚 与 横 坐 标 轴 相 切 的 了 的 值 ) 由 渐 近 等 式 = 得 出 函数 e(7) 的 
极限 形式 


( 100. 12) 


es(T) =V3727. (100. 13 ) 
当 7? >>1 时 ,(100.11) 中 校正 项 可 予以 忽略 . 于 是 由 方程 1/y =x dx/dt = 
4/27 求 得 临界 半径 对 时 间 的 依存 关系 的 极限 形式 : 
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(100. 14 ) 


因为 7r=lnx ,于 是 结果 (100.14) 的 适用 性 条 件 用 实际 时 间 上 表达 是 
int >> 1. 值得 注意 的 是 ,虽然 对 y。 的 校正 的 相对 大 小 随 7 的 增加 而 迅速 
减 小 ,而 一 级 近似 (100. 14 ) 变 成 愈 来 愈 接 近 精 确 , 邻 近 墙 塞 点 解 的 行为 正 
好 由 这 些 校正 予以 确定 . 

现在 让 我 们 转 到 计算 颗粒 按 大 小 的 分 布 函 数 . 按 变 量 和 的 分 布 阻 数 与 
按 上 和 ae 的 分 布 函 数 由 关系 式 


p(T,u)du=f(t,a)da, f= w/a., ( 100. 15) 
相 联 系 . 对 于 这 个 函数 的 连续 性 方程 是 
5 四 _du 
an (100. 16) 
速率 v, 由 (100.9) 给 出 , 带 有 Y=27/4, 除 在 z 的 邻近 ( ~e) 外 ,处 处 有 
-于 = -了 (天 Cea: (100. 17) 
方程 (100. 16 ) 的 解 具 有 形式 
p(T) -Te 7) = [oe, (100. 18) 


其 中 x 是 待 确定 函数 . 

我 们 看 出 ,描述 颗粒 在 二 轴 上 从 右 向 左 运动 的 所 有 点 ,都 从 堵塞 点 邻 域 通 
过 ,并 且 如 果 到 达 较 晚 则 在 那里 花 较 长 时 间 . 从 而 这 个 邻 域 对 具有 > z 的 点 
起 汇 的 作用 ,而 对 处 于 范围 <w 的 点 则 起 源 的 作用 . 

当 7 一 % 时 ,点 右边 的 分 布 消 数 由 从 无 穷 远 区 域 到 达 这 里 的 那些 点 确 
定 ,它们 对 应 于 初始 (7 =0) 分 布 “ 尾 部 "的 颗粒 . 因为 该 分 布 中 的 颗粒 数 当 然 随 
颗粒 增 大 而 (实际 上 按 指数 律 ) 迅 速 减 小 , 则 在 w >w 范围 (zx 直接 邻 域 以 外 ) 的 
分 布 函 数 当 7 一 w 时 趋 于 零 . 

在 物质 守恒 方程 (100.5) 中 , 当 7 一 % 时 项 A(7) 一 0. 将 积分 gq 通过 变量 7 
和 表达 (并 记 住 a =wx ai,(0) =we'a。.(0)) ,我 们 求 得 方程 

| an «=; ( 100. 19) 

这 里 要 用 (100. 18) 的 og 代入 ,其 中 vw, 来 自 (100.17)D. 立即 很 显然 的 是 ,等 式 
(100. 19 ) 左 边 的 表达 式 仅 当 果 数 xy 具有 形式 





GD 我们 不 打算 停 下 来 证 明 点 wo 邻 域 (那里 表达 式 (100. 17) 不 适用 ) 对 积分 的 相对 贡献 当 7 一 w 时 
起 于 零 ， 
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人 


时 才 与 量 7 无 关 . 
疯 数 r(x) 通 过 初等 积分 子 以 计算 ,结果 
p(T,U) =4e- 本 (100. 20 ) 
其 中 
3 e zexpl -1/(1 -2u/3 
P(u) -2 “< 本， (100. 21) 
P(u) =0, u > 3/2. 


常量 4 通过 将 (100. 20) 代 回 方程 (100. 19 ) 而 确定 ;对 结果 所 得 积分 的 数值 计算 
给 出 4=0.9/xk. 函数 P(uz) 自然 归 一 化 为 1: 


37Z2 —% 


[Pm [i 一 | erdr=1. 
从 而 每 单位 体积 的 颗粒 数 是 
94 


人 三 | (100. 22 ) 


还 很 容易 求 得 (对 分 布 (100.21) ) 求 平均 后 的 值 元 为 此 ,我 们 考虑 积分 


uo 0 


fr da fe 二 人 | elu(r) -1]dr 
用 (100.9) 的 u(r) -1 代入 后 给 出 





0 


=0. 





总 | e| (7) + TD]ar = Sw (7)er 
从 而 | 
有 ， 
即 ,&=a,(t) ,平均 大 小 等 于 临界 大 小 . 
我 们 可 以 把 上 述 各 公式 归 到 一 起 ,并 用 原 变 


量 ( 颗粒 半径 c 和 有 量 纲 时 间 幻 将 结果 重新 写 出 . 
颗粒 平均 半径 按 


a= (9 (100. 23) 


随时 间 渐 近 增 大 . 颗粒 按 大 小 的 分 布 任何 时 刻 由 
函数 (100. 21) 给 出 :半径 在 da 范围 的 颗粒 数 是 


P(a/ 3)da/ 5 函数 P(z) 仅 当 ， < 二 时 才 不 为 
零 ,图 示 于 图 35. 
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我 们 注意 到 , 渐 近 分 布 与 聚 结 开 始 时 的 初始 分 布 无 关 . (每 单位 体积 的 ) 颗 粒 总 
数 按照 


N(i1) =0.50/(Dot) ( 100. 24) 
随时 间 减 少 . 浴 液 过 饱和 度 按 
A(i1) =(90°/(Di))” ( 100. 25) 


趋 于 零 

为 了 理解 这 些 关系 的 意义 ,我 们 注意 到 上 述 讨论 中 认为 溶液 总 体积 为 无 限 ， 
从 而 溶质 的 总 量 也 是 无 限 . 在 有 限 体积 中 ,过 程 当然 会 在 有 限时 间 后 完成 , 即 当 
整个 溶质 已 经 脱 溶 洪 成 一 个 团 块 时 完成 ， 


$101 二 级 相 变 点 邻近 序 参 量 的 弛 了 驳 


众所周知 ,二 级 相 变 中 的 物 态 变化 由 序 参 量 7 描述 , 量 7 在 相 变 点 一 边 
(“不 对 称 ” 相 中 ) 不 为 零 而 在 另 一 边 (“ 对 称 " 相 中 ) 为 零 . 第 五 卷 第 十 四 章 中 讨 
论 的 问题 是 ,邻近 相 变 点 物体 的 热力 学 平衡 性 质 . 现在 让 我 们 来 考虑 非 平衡 系 
统 中 序 参量 的 弛 豫 过 程 

序 参 量 的 平衡 值 ( 这 里 用 了 表示 ) ,由 相应 热力 学 势 为 最 小 确定 . 考虑 到 对 
于 空间 均匀 和 空间 不 均匀 情况 都 予以 研究 ,我 们 将 应 用 势 2, (对 物体 的 给 定 总 
体积 ) 它 是 温度 7 和 化 学 势 凡 的 函数 ;比较 第 五 卷 ,$ 146. 

在 空间 均匀 物体 中 ,”n 的 值 由 2(7,p,n) (每 单位 体积 的 热力 学 势 ) 在 给 定 
T 和 jy 下 作为 nm 的 函数 为 最 小 来 确定 : 

9 

ee 
如 果 这 个 条 件 不 满足 , 则 出 现 弛 豫 过 程 , 参 量 7 随时 间 变 化 并 趋 于 5. 在 并 不 远 
离 平 衡 的 状态 , 即 , 当 导 数 042《/em 的 值 很 小 但 不 为 零 时 , 弛 豫 率 (导数 dm/di) 也 
很 小 . 在 朗 道理 论 中 , 序 参 量 的 涨 落 是 忽略 的 ,我们 必须 假定 这 两 个 导数 之 间 有 
简单 正比 关系 : 


(101.1) 


et doe 101. 2 
了 7 一 ， ( ) 


具有 恒定 比例 系数 y(J. IH. JIannay, H. M. XanarHnKkoB ,1954). 

在 朗 道 理论 中 ,邻近 相 变 点 的 热力 学 势 具 有 形式 为 | 

QO=0(T,n) +(T-T)any +by, (101. 3) 

带 有 正 系 数 b 如 果 不 对 称 相 对 应 于 了 < 7T., 于 是 也 有 a >0( 见 第 五 卷 
(146.3) ). 不 对 称 相 中 序 参 量 的 平衡 值 , 即 方程 (101. 1) 的 解 是 

6 1/2 

wl 


101.4 
( ) 
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弛 豫 方 程 (101.2) 变 成 


= -2 (TT ) an +200]， 


或 者 按 小 差 值 ip =7 -7 线性 化 


don_ 67 
dt To (101.5) 
其 中 
To=1/[4ya(T. -7)], T<LT.. (101. 6) 


当 1 一 %w 时 , 差 值 87 必须 趋 于 零 ,因此 我 们 必须 有 re >0, 从 而 y >0. 
在 范围 了 > 了 7. 的 弛 豫 可 以 类 似 地 讨论 . 这 里 =0, 对 于 导数 的 线性 化 表达 
式 是 


Pe i 
977 
相应 地 ,(101.6) 由 
T, =1/[2ya(T-7T)], 7T>T. (101.7) 

所 代替 . 

量 r, 是 序 参 量 的 弛 耶 时 间 . 我 们 看 到 当 7 一 T. 时 它 趋 于 无 穷 . 这 种 情况 
对 整个 相 变 理论 具有 非常 重要 的 意义 . 如 第 五 卷 , $ 143 中 早已 注意 到 的 ,对 7 
的 给 定 非 平 衡 值 , 它 保证 了 对 应 于 不 完全 平衡 的 宏观 态 的 存在 . 本 节 和 下 节 中 
给 出 的 理论 ,对 序 参 量 弛 豫 的 处 理 , 认 为 不 取决 于 物体 其 它 宏 观 特征 的 弛 和 豫 , 理 
论 之 所 以 有 意义 , 正 是 由 于 上 述 这 种 情况 . 

在 空间 不 均匀 系统 中 ,我们 必须 考虑 由 下 列 积分 


0.= {10 ra(T-T)m +hy +e( Vn) dy (101. 8) 


给 出 的 总 热力 学 势 ( 见 第 五 卷 (146.5)). 相应 平衡 条 件 通 过 将 积分 对 wn 作 变 分 
并 令 变 分 为 零 而 求 得 . 对 含 梯 度 项 作 分 部 积分 ,我 们 得 到 平衡 条 件 为 下 列 方程 
的 形式 


2a(T-T) +4b7 -28An ~ -2gA5n =0. 
0 


(为 明确 起 见 ,我们 认为 不 对 称 相对 应 于 7 < 了 7 的 区 域 ). 相应 地 , 弛 殉 方 程 


a6n7 _ _ fn 
> 2ygA8n| (101.9) 
中 出 现 补充 项 . 
对 于 函数 5n(t,r) 的 每 个 空间 傅 里 叶 分 量 ,由 此 求 得 下 列 方程 
人 ER (101. 10) 


dt a se 


$102 动 理学 标 度 不 变性 . 405. 


我 们 看 到 对 大 关 0 分 量 的 弛 汪 时 间 当 7 一 7 时 仍 保 持 有 限 , 但 随 天 的 减 小 而 增 
大 . 

最 后 ,如 果 我 们 在 2 中 包括 -nh 项 , 它 描述 外 场 对 相 变 的 影响 ( 见 第 五 卷 
(146.5) ) , 则 弛 豫 方 程 变 成 





2 - -7 +2yeAdn + yh. (101. 11) 
如 果 假 设 外 场 是 周期 性 的 
hoce -eo) 
于 是 我 们 得 到 下 列 关系 式 
Sn. =x(w,k)h 
其 中 响应 率 是 
XY(wk) = 一 一 (101. 12 ) 
T: 一 10 


这 个 表达 式 在 w= -irr 有 一 极点 ,与 $91 末尾 所 作 一 般 论点 一 致 . 当 w=0 
和 =0 时 , 它 简化 为 X(0,0) =1/[4a(7T。 -7 了)] ,与 第 五 眷 (144.8 ) 一致 . 
根据 涨 落 耗 散 定理 ,响应 率 (101. 12) (在 经 典 极限 hw <<7T 下 ) 通 过 公式 


2 T 
(57 ) =Inw(o, k) = -一 
十 


确定 序 参 量 涨 落 的 谱 关 联 函 数 . We 0)5n(t,r) ) 的 时 空 侍 里 
叶 分 量 ; 涨 落 的 健 里 叶 分 量 的 乘积 的 平均 值 与 消 数 (8m ) ,由 关系 式 

《387 837》=(2T) (ww +o Sk tk ) (67 ) 
相 联 系 . (101. 13) 对 dw/(2"7) 的 积分 给 出 同时 关联 函数 (8m(0,0)8n(0,r)) 的 
空间 傅 里 叶 分 量 、 


(37 ), = { ss 





(101. 13) 


T 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 101. 14 
ok 2gk’ +4a(T. -Ty ( ) 
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上 节 中 所 阐述 的 理论 并 没有 考虑 到 序 参量 的 涨 落 . 因此 它 的 适用 性 像 明 道 
的 相 变 热力 学 理论 那样 ,受到 相同 条 件 的 限制 . 这 些 条 件 在 相 变 点 邻 域 ,“ 涨 
落 " 区 域 ,不 能 满足 . 

在 这 个 区 域 ,物体 的 动 理学 性 质 ( 像 纯 热 力学 性 质 那 样 ,第 五 卷 , $ 148 ) ,可 
用 一 组 “ 临界 指数 "描述 ,它们 明确 规定 逼近 相 变 点 时 一 些 量 的 变化 方式 . 可 证 
明 ,通过 将 第 五 卷 $ 149 中 对 热力 学 性 质 所 表述 的 标 度 不 变性 假设 扩展 到 包括 


Q@ 在 将 (101. 14) 与 第 五 卷 中 公式 (146.8) 比 较 时 ,必须 记 住 后 一 公式 与 有 限 空 间 了 中 展 成 传 里 时 
级 数 中 的 分 量 有 关 ,而 不 是 展 成 傅 里 叶 积分 . 
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动 理 效应 以 推导 出 这 些 指数 间 的 某 些 关 系 是 可 能 的 ,这 个 推广 称 为 动 理学 标 度 
不 变性 . 

热力 学 量 在 相 变 点 具有 的 奇异 性 质 依 赖 于 描述 相 变 的 序 参 量 分 量 数 , 以 及 
依赖 于 由 它们 所 形成 的 有 效 哈 密 顿 算 符 的 结构 ( 见 第 五 卷 , $147). 对 于 动 理学 
量 , 由 于 描述 弛 殉 的 “运动 方程 ”的 各 种 可 能 形式 ,可 能 情况 的 范围 变 得 更 加 多 
种 多 样 . 让 我 们 首先 考虑 序 参 量 只 有 一 个 分 量 的 最 简单 情况 (B. I Halperin， 
P. C. Hohenberg, 1969)%. 

原则 上 可 能 (尽管 实际 上 难以 实现 ) 确 定 弛 殉 行 为 的 一 种 方式 ,是 计算 外 场 
作用 下 序 参 量 7 的 精确 的 (考虑 到 涨 落 的 ) 响 应 率 X(w,k;T)， 弛 瑰 期 间 7 随时 
间 的 变化 由 x 作为 复 变 量 w 的 函数 的 奇 点 予以 确定 (如 在 $91 中 阐释 过 的 ). 
如 果 最 邻近 实 轴 的 奇 点 是 虚 轴 上 w = -ir (k;T) 处 的 单 极点 , 则 序 参量 的 每 个 
健 里 叶 分 量 按 指数 律 衰减 , 弛 开 时 间 为 r(%;7). 除 确定 热力 学 量 行为 的 临界 指 
数 之 外 ,我 们 还 引进 表征 函数 xX(w,k;7) 的 两 个 指数 y 和 z: 


Tc | 了 -7 | ， 当 上 =0， (102. 1 ) 
Teck-， 当 了 T=7， (102. 2) 


并 有 y>0,z>0, 因 为 对 k=0,7=7,, 弛 丈 时 间 变 成 无 限 大 . 
似乎 很 合理 的 是 假设 ,邻近 二 级 相 变 点 (在 涨 落 区 域 ) ,如果 时 间 以 ro = 


“7(0;7T) 为 单位 量度 ,而 长 度 1/% 以 r.(7) 为 单位 量度 , 则 弛 隔 时 间 不 依赖 于 温 


度 ,这 里 r. 是 序 参 量 涨 落 的 关联 半径 . 换 句 话说, 兄 数 7T(k;T) 必 须 取 下 列 形式 
Tr(k;T) =1T-T | ?hr,), ( 102. 3) 
其 路 仅 以 乘积 好。 通过 7r.(7) 依 赖 于 温度 ,而 f(0) = const. 
因为 当 7 一 人 时 一 o , 则 与 临界 指数 z 的 定义 一 致 ,我 们 必须 有 当 t 一 % 
时 f(E)xt 于 是 r 对 温度 的 依存 关系 可 以 分 成 乘积 形式 
ES 
其 中 v 是 对 于 关联 半径 的 临界 指数 包 ; 


rx | 了 -了 | (102. 4) 
但 是 当 7 一 7. 时 (以 及 kz0)r 必须 保持 有 限 . 由 此 得 出 ,我 们 必须 有 
y = zy. ( 102.5) 


从 而 标 度 不 变性 的 假设 使 我 们 能 将 (102. 1) 和 (102.2) 中 的 两 个 指数 联系 起 来 . 
如 静态 情况 中 那样 ,有 很 好 理由 假定 临界 指数 在 相 变 点 两 边 相 同 . 问题 在 
于 空间 不 均匀 性 (0) 消除 了 7 了 =7, 处 所 有 量 的 奇异 性 ,在 这 个 意义 上 , 它 把 


@ 例如 ,邻近 其 居 里 点 的 铁 磁体 中 ,磁化 强度 矢量 绝对 值 的 弛 列 就 是 这 种 情况 ,其 中 相对 论 性 强 相 
瑟 作 用 固定 了 这 个 矢量 的 品 体 学 方 问 . 
@ 四 ”这 里 和 下 面 关 于 热力 学 量 的 临界 指数 的 记号 与 第 五 卷 , 8 148 中 的 相同 . 
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相 变 弄 得 模糊 不 清 ( 在 这 方面 ,不 均匀 性 像 外 场 那 样 影响 相 变 ). 换 名 话说 ,点 


7=T. 不 再 是 有 区 别 性 的 ,所 以 没有 任何 理由 预期 当 了 从 上 面 和 从 下 面 趋 近 7 
时 ,z 的 值 之 间 会 有 差别 . 根据 关系 式 (102.5) ,于 是 对 指数 y 同样 也 是 正确 的 . 

我 们 可 以 类 似 地 把 z 与 其 它 临界 指数 联系 起 来 . 例如 ,让 我 们 考虑 当 大 =0 
时 在 T=7, 点 响应 率 X 对 w 的 依存 关系 . : 

根据 标 度 不 变性 ,函数 xX(w,k;T,) 可 以 表述 成 下 列 形式 

X= |T-T | Yowr, kr), f(0,0) = const， 
其 中 YY 是 当 k 和 =0 和 w=0 时 对 于 响应 率 的 临界 指数 . 当 上 =0 和 7 一 7 时 响应 
率 必 须 趋 于 有 限 极 限 ( 如 果 w 关 0). 因为 roc | 了 -了 .| ,我 们 发 现 这 意味 着 
f(E0) rE BE vm. 
因此 所 求 的 X 对 w 依存 关系 是 
0 TT. (102. 6) 

于 是 ,在 所 考虑 的 情况 下 , 标 度 不 变性 的 要 求 使 我 们 能 确立 动 理 学 和 热力 学 

临界 指数 之 间 的 一 定 关系 ,但 是 不 足以 由 后 者 完全 确定 前 者 . 


$ 103 ” 液 所 中 邻近 点 的 弛 邓 


现在 让 我 们 考虑 “ 简 并 性 "系统 ,其 中 序 参量 具有 若干 (ma 个) 分 量 w,, 但 有 
效 哈 密 顿 算 符 (在 均匀 系统 中 ) 仅 依赖 于 这 些 分量 的 平方 和 :. 换 句 话说 ,如 果 将 
这 组 量 nm, 认为 是 一 个 n 维 矢量 , 则 有 效 蛤 密 顿 算 符 不 依赖 于 矢量 的 方向 . 

一 个 典型 例子 是 纯 交 换 铁 磁体 , 它 的 能 量 不 依赖 于 磁化 强度 矢量 的 方向 . 
另 一 个 例子 是 超 流体 ( 液 氨 ) ,其 中 序 参量 由 凝聚 相 的 波 函 数 

各 = /ne (103.1) 
表达 ( 见 第 九 卷 , $26 和 8§27). 这 个 复 量 是 一 组 两 个 独立 量 ,但 均匀 液体 的 能 
量 仅 依 赖 于 模 平 方 | 与 | =m ,凝聚 相 的 密度 . 

“ 简 并 性 ”系统 的 独特 性 质 归 因 于 在 其 振动 谱 中 存在 正 是 与 ^ 序 参量 矢量 ” 
方向 的 振动 相 联 系 的 一 个 分 文 ( 软 模 ) ;这 些 振动 的 频率 在 相 变 点 变 为 零 . 它们 
的 色散 关系 一 方面 可 以 根据 宏观 运动 方程 求 出 ,而 另 一 方面 必须 满足 标 度 不 变 
性 的 必要 条 件 . 如 果 这 个 假定 正确 ,这 允许 将 动 理学 临界 指数 完全 通过 热力 学 
临界 指数 子 以 表达 . 我 们 将 就 液 复 的 情况 来 这 样 做 (R.A. Ferrell, N. 
Menyhérd, H. Schmidt, F. Schwabl, P. Szépfalusy, 1967). 

在 这 个 情况 ,“ 软 模 ”" 是 第 二 声 . 邻近 相 变 点 , 它 由 超 流 速度 v , 和 业 的 联合 
振荡 组 成 ;第 二 声 中 正常 速度 振荡 振幅 是 v, ~ vp,/p, ,邻近 相 变 点 (A 点 ) 它 像 p， 
那样 很 小 . 注意 到 超 流速 度 与 凝聚 相 波 函数 的 相位 相 联 系 ,? = 所 V BALm, 所 以 
v .的 振荡 含有 相位 振荡 , 即 ,“ 序 参量 和 拓 量 ”的 方向 的 振荡 的 意思 . 对 于 这 些 振 
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荡 的 色散 关系 是 
w = uk, (103.2) 
其 中 
TS'p, /全 Sp, 
&2 = Cp 一 本 (103. 3 ) 


是 第 二 声 的 速率 (5 为 炉 而 C, 为 单位 质量 液体 的 比 热 ) ;邻近 相 变 点 ,T 和 5 可 
用 它们 在 A 点 的 值 7, 和 5, 代替 ,而 p, (液体 正常 组 分 的 密度 ) 用 总 密度 p 代 
蔡 @. 

当 7_,7, 时 ,密度 。 按 


(T= TT) (103. 4) 
趋 于 零 ,其 中 a 是 关于 比 热 的 临界 指数 : 
人 (103. 5) 


( 见 第 九 卷 (28.4) ). za 趋 于 零 的 方式 依赖 于 a 的 正 负 . 如 果 a >0, 因 而 C, 一 
% , 则 我 们 有 

ux (TT -7T) 2，a>0. 
如 果 a <0, 则 C, 趋 于 有 限 极 限 (注意 到 临界 指数 仅 定 义 邻 近 相 变 点 比 热 的 奇 腊 
部 分 的 行为 !) ;于 是 

wrx (了 -7T)"%, <O0. (103.6) 
下 面 我 们 将 假定 a <0( 事 实 上 看 来 对 液 氨 是 正确 的 wa= -0.02). 

第 二 声 的 阻尼 由 频率 的 虚 部 予以 描述 . 远 在 入 点 以 下 时 ,这 个 虚 部 很 小 ,但 
当 向 点 通 近 时 虚 部 增 大 ,而 在 和 点 紧邻 域 ( 杂 .~1) 变 成 1 的 量 级 (Imw ~ 
lw1). 在 入 点 以 上 充分 远 距 离 处 ,我 们 有 寻常 阻尼 热 波 ( 热 传导 方程 的 解 ) ,具有 
色散 关系 





k”, (103.7) 


其 中 k 是 热 导 率 . 
现在 我 们 应 用 标 度 不 变性 假设 ,根据 这 个 假设 ,色散 关系 在 邻近 入 点 必须 
具有 形式 
w = kf( kr ), 


@ ”注意 到 液 氮 中 第 一 声 和 第 二 声 的 速率 作为 色散 方程 
Pe pp.7S21 pTS’ PY _ 
[( I "cl 中 和 
的 根 进 行 计算 ( 匈 第 六 卷 , 8 130). 在 入 点 紧邻 域 以 外 ,热膨胀 系数 很 小 ,因而 差 C,。，- C, 也 很 小 ,所 以 我 
们 可 以 令 C,~C,, 当 TT 时,C, 变 得 与 C, 显著 不 间 . 但 p, 一 0, 于 是 我 们 得 到 (103. 3). 
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这 个 还 可 写成 @ 
w -xf{ | (103. 8) 
(有 不 同 的 函数 有 ,其 中 vb 为 对 于 关联 半径 的 临界 指数 . 
色散 关系 (103.2) 和 (103.7) 的 正确 性 并 不 受 关 于 离 A 点 远 度 的 任何 条 件 
的 限制 ,而 是 在 给 定 温度 下 , 受 条 件 妇 . <<1 所 限制 :波长 必须 远大 于 关联 半径 ， 
因 为 否则 的 话 ,作为 这 些 关系 基础 的 宏观 方程 不 再 适用 . 
让 我 们 首先 考虑 低 于 相 变 点 的 温度 范围 . 当 kr. <<1 时 ,色散 关系 对 上 为 线 
性 的 这 个 必要 条 件 ,确定 (103.8) 中 f(é) 的 极限 形式 : 
fl(E) (2) , YE -ow%. 
类 似 地 求 得 色散 关系 对 温度 的 依存 关系 为 : 


Ww cc 天 (了 - T)”™ . (103.9) 
将 这 个 结果 与 (103.6) 比较 求 得 
v(z—1) = 
临界 指数 > 和 waw 由 3z=2-a 相 联系 ( 见 第 五 卷 (149.2) ) ;由 此 包 
z =372. (103. 10 ) 


当 7 一 7T, 时 ,频率 必须 趋 于 有 限 极 限 ,因而 f(0) = const 从 而 在 入 点 本 身 
对 于 第 二 声 的 色散 关系 是 
wk. (103.11) 
并 且 w 的 虚 部 与 实 部 具有 相同 数量 级 . 当 7 了 7 时 ,对 满足 条 件 hr。 >> 1 的 短 
波 ,色散 关系 (103. 11) 是 正确 的 . 
最 后 ,让 我 们 考虑 温度 范围 7 了 >7,. 这 里 , 当 kr, <<1 时 ,w 必须 是 天 的 二 次 
函数 . 这 个 意味 着 
HE) rE E+%. 
于 是 
PD 
与 (103.7) 比 较 , 将 v 用 a 表示 ,给 出 热 导 率 的 温度 依存 关系 : 
kx(T-T,) 0 0.. (103. 12) 
这 个 当 7 一 7 时 近似 地 按 (7 -7) “ 趋 于 无 穷 . 
第 二 声 涉 及 凝聚 相 波 函数 相位 B 的 振荡 . 因此 量 1A(Imw) 也 代表 相位 弛 


(DD 这 些 关系 在 涨 落 区 域 必须 是 正确 的 . 它 意味 着 不 等 式 17 - 71 <<7T 必须 总 是 满足 的 . 然而 ， 
有 迹象 表明 在 液 氮 中 这 个 不 等 式 实 际 必须 很 宽裕 地 满足 ,意味 着 理论 应 会 有 某 个 小 数值 参量 . 
人 如 果 a>0, 则 z=3/(2 -ca). 
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隐 时 间 . 当 kh 一 0 时 它 当 然 趋 于 无 穷 ;在 均匀 液体 中 ,相位 变化 并 不 导致 能 量变 
化 ,因而 相位 弛 豫 是 不 可 能 的 . 

对 | 祁 | = Vno, 凝 聚 相 密度 的 弛 豫 时 间 一 般 与 相位 弛 驳 时 间 是 不 同样 的 . 
然而 , 按 标 度 不 变性 的 意义 来 说 ,我 们 可 以 断言 , 当 kr。 ~ 1 时 两 个 时 间 在 数量 级 
上 是 一 致 的 . 根据 (103.9) ,这 个 时 间 是 


7 rT (TT) 


Eh 
w(1/r.) 
用 (103. 10) 的 z, 我 们 求 得 
Ry ee. (103. 13) 
对 凝聚 相 密 度 的 弛 豫 时 间 当 三 >*0 时 仍 保持 有 限 , 绝 对 不 像 相 位 弛 隔 时 间 那 样 趋 
于 无 穷 . 因此 ,凝聚 相 密度 弛 驳 时 间 的 温度 依存 关系 (103.13) , 当 丰 =0 时 仍 保 
持 有 效 (B. /I. Tlokposcknit,H. M. XamaTHHKoB ,1969 ) 中. 


Q@ 如果 a >0, 我 们 会 得 到 +x (Ti -7) ,与 朗 道 理论 的 结果 (101.6) 精 确 一 致 . 然而 ,这 个 一 致 
在 某 种 意义 上 是 偶然 的 . 


单 侧 傅 里 叶 变换 128 


和 倒 逆 过 程 266,272,277 一 279 ,317 一 
阿尔 文 波 219 320 
阿尔 文 速度 ”219 德 拜 半径 ”98 ,106,118 ,137 
B 等 离 体 波 
~ 的 碰撞 阻尼 ”166 
们 内 特 项 ”44 简 并 性 等 离 体 中 的 ~ 153 
补偿 金属 320 ,338 ,351 相对 论 性 等 离 体 中 的 ~ 125 
不 稳定 性 等 离 体 磁化 ”242 
磁场 中 束 ~ 249 等 离 体 共振 217 
离子 声波 ~ 250 等 离 体 频率 119 
速度 具有 扩展 时 的 束 ~ 250 等 离 体 电导 率 162 ,165 ,229 
整体 ~ 264 相对 论 性 ~ 193 
Cc 等 离 体 热 导 率 162 ,232 一 235 
低频 振荡 217n 
磁场 被 排出 等 离 体 238 电流 密度 关联 函数 89 
磁场 中 的 空间 色散 ”204 电 漂 移 239 
磁 声 波 219 ,353 电容 率 
磁 旋 等 离 体 213 横向 ~ 110 
相对 论 性 ~ 213 相对 论 性 等 离 体 的 ~ 121 
穿 透 深度 340,345 ,348 ,389 纵向 ~ 120 
电子 等 离 体 111 ,121 ,122 
电子 镜面 反射 346 
大 气 哨 声 220n 电子 与 离子 间 的 能 量 交 换 160 


QD “这 个 索引 不 重复 目录 ,而 是 其 补充 . 索引 包括 目录 中 未 直接 反映 出 来 的 术语 和 概念 . 


“ 412 ， 索 


非 对 数 准 确 度 下 ~ 177 
相对 论 性 等 离 体 中 ~ 192 

动 理 方程 的 变 分 原理 ”30 

动 理 系数 的 气体 动 理论 公式 ”21 ,23， 
36 

动态 屏蔽 ”172 

堵塞 点 400 

对 信号 的 响应 ”255 


F 


费 米面 曲率 342 
弗 拉 索 夫 方程 ”108 


G 


改进 的 对 数 准 确 度 ”175 一 177 
高 频 振 荡 217n 

区 里 可 夫 方 程 382 

格林 函数 

超前 ~ 366 

声 子 气体 ~ 368 

松原 ~ 363 ,382 


推迟 ~ 366 
温度 ~ 363n 
虚 时 ~ 363n 


各 向 同性 等 离 体 的 稳定 性 117 
共振 粒子 184 

管 中 自 由 分 子 流动 ”59 
轨道 的 导 心 239 


H 


耗 散 函数 285 ,287 

回旋 共振 ”206 ,210 ,223 
相对 论 性 等 离 体 的 ~ 214 
回旋 频率 203n 

霍 尔 效应 ”227 ,335 


引 


J 


积分 围 道 被 紧 夹 ”114 ,253 

极端 相对 论 性 气体 的 第 二 黏度 24 
寄生 解 17 ,314 ,320 

角 动 量 守 恒 15 

漫 渐 陷 俘 情况 下 的 孤子 141] 

局 域 平衡 ”14 


K 


KdyV 方程 ”143 
离子 声波 的 ~ 148 
科恩 奇 点 ”152 
克 努 森 数 ”43 
克 努 森 效 应 55 
空间 色散 可 忽略 的 条 件 111,207 
库仑 对 数 158 
扩散 
动量 空间 中 的 ~ 84,155 ,324 ,327 
核 大 小 ~ 394 ,396 
横向 ~ 246 
能 量 ~ 95 


L 


拉 莫 尔 半 径 204 
拉 莫 尔 频率 203 

朗 道 围 道 定 则 113 ,206 
朗 织 尔 频 率 119 

简 并 性 等 离 体 的 ~ 153 
勒 迪 克 - 里 吉 效 应 ”227 
雷诺 数 44 
力 热效应 ”50 

临界 核 393 ,398 

临界 指数 ”405 ,408 一 409 
零 声 298 


索 引 . 413 . 


刘 维 尔 定理 7 ,63 


伦敦 情况 “387 
螺旋 波 220 ,348 森 夫 特 利 本 效应 41ln 
M 声 吸 收 
玻 色 液体 中 的 ~ 303 
麦克 斯 韦 黏 性 应 力 45n 声 子 对 电子 的 电 引 317n,331 
密度 关联 因数 74,77 声 子 谱 简 并 性 274 
密度 和 矩阵 149 ,376 适应 ”54 
面 阴 抗 。341 ,345 ,389 舒 布 尼 科 夫 - 德 哈 斯 效应 ”353 
N 各 向 同性 模型 中 的 ~ 359 
输 运 方程 8n 
能 斯 特效 应 ”227 输 运 截面 35 ,87 ,157 ,246 
p 输 运 系数 25n 
索 宁 多 项 式 28 
碰撞 积分 we 
巴 列 斯 库 - 莱 纳 尔 ~ 172,200 
玻 尔 北 曼 ~ 9 维 德 曼 - 弗 兰 效 定律 ”309 ,315 
皮 帕 德 情况 ”388 温差 电 系 数 165 ,232 ,306 ,316 ,324 ， 
屏蔽 ”121 ,153 326 
平均 自由 程 10 温度 间断 47 
等 离 体 中 的 ~ 161 无 碰撞 冲击 波 140 
费 米 液体 中 的 ~ 296 


介 电 体 中 的 ~ 273 ,280 
平均 自由 时 间 10 细致 平衡 
光子 发 射 的 ~ 182 一 183 


Q 器 壁 反 射 时 的 ~ 53 
迁移 率 
电子 ~ 89 Y 
气体 中 的 ~ 37 么 正 条 件 6,280 
硬 球 气体 32 ,38 ,72 
R 
Z 
热 分 子 压强 效应 ”49 
热 滑 移 47 涨 落 的 谱 郴 数 76 
热 扩 散 ”36 自由 分 子 流动 ” $7,59n ,61 


软 模 ”407 管 中 ~ 59 


外 国人 名 译名 对 照 表 





一 ”拉丁 字母 序 


Abramowitz，M. 阿布 拉 英 威 欧 
Alfyven，H. 阿尔 文 

Aono ,0， 奥 诺 

Appleton ,E. V. 阿 普尔 顿 
Balescu,R， 巴 列 斯 库 
Bardeen, J. 巴 丁 

Bessel,F. W. 见 塞 尔 

Bloch ,F. 布 洛 赫 

Bohm , D. J. 博 姆 

Bohr,N. H. D. 玻 尔 
Boltzmann, Ludwig, E. 玻 尔 兹 曼 ,路 德 维 希 
Born ，M. 玻 轧 

Bose ,S. N. 玻 色 

Briggs ，R. J. 布 里 格 斯 
Brittin，W. E. 布 里 丁 
Brooker,GC. A. 布鲁克 
Buchsbaum ,S.J 布 克 斯 鲍 姆 
Burnett,D. 伯 内 特 

Casimir ,H. B. G. 卡 西 米尔 
Chapman ,S. 查 普 晕 
Clausius ,R. 本 下 克 劳 修 斯 
Cohen,E. G. D. 科恩 
Compton , A. H. 康 普 顿 
Conte ,S. D. 康 特 

Cooper,L. N. 库 班 
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Coujomb ,C. A. de 库仑 
Curie ,P. 居 里 

de Broglie, L. V. 德 布 罗 意 
de Haas，W. J. 德 哈 斯 
de Vries，G.. 德 弗 里 斯 
Debye ，P. J. W. 德 拜 
Doppler, J. C. 多 普 勒 
Dorftman, J. R. 多 夫 曼 
Dreicer ，H、 德 莱 赛 
brude ，P. 德 鲁 德 
Drummond，W. E. 德 鲁 蒙 德 
Druyvesteyn，M. J. 德 鲁 维 斯 坦 
Einstein ，A. 爱 因 斯 坦 
Enskog，D. 恩 斯 库 格 
Euler,L. 欧 拉 

Fermi, KE. 费 米 
Ferrell,，R. A. 费 雷 尔 
Fokker,A. D. 福 克 尔 
Fourier,J. B. 村 健 里 叶 
Franz,，R. 弗 兰 效 
Fresnel，A. -J. 非 涅 耳 
Fred，B. D. 弗 蛙 德 
Galileo ，G. . 伽利略 
Gardner，C. S， 加 德 纳 
Causs，C. 下 高 斯 

Gibbs, J. W. 吉 布 斯 
Golt, J. 苞 尔 特 

Gould ，R. W. 古 德 
Green ，G. 格林 
Green,，H. S$S. 格林 
Greene, J. M. 格林 
Gross, EE. P. 格 罗 斯 
Halperin ，B. 工 哈 尔 假 兰 
Hamilton，W. R. 哈密 顿 
Heisenberg，W. K. 海 和 森 们 
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Hermite ，C. 厄 米 

Herring ，C.， 赫 林 
Hohenberg，P. C. 替 恩 伯 格 
Hopf,，E. 霍 普 夫 

Hubbard, J. 哈巴 

Hiickel, E. 休克 尔 

Hund, F， 洪 德 

Jacobi ，C. G. J. 雅 可 比 
Kawasaki，K. 川崎 
Kirkwood ,JJ G. 柯 克 伍德 
Knudsen ，M. H. C. 克 努 森 
Kohn, W. 科 思 

Korteweg ，D. J. 科 尔 特 威 格 
Kruskal ，M. D. 克 鲁 斯 卡尔 
Kubo，R. 久保 亮 五 
Laguerre, E. 拉 盖 和 尔 
Landshoff，R. 兰 茨 霍 夫 
Langmuir, 1. 朗 绿 尔 
Laplace ，P. S. M. 拉 普 拉 斯 
Larmor, J. 拉 莫 尔 
Lassen，H. 拉 和 森 

Lax ，M. 拉克 斯 
Leduc , 勒 迪 区 

Legendre ，A. M. 勒 让 德 
Lenard ，A. 莱 纳 尔 
Liouville ，J 刘 维 和 尔 
London,，H. 伦敦 

Lorentz ,HH. A. 洛 伦 兹 
Mach ,上 ， 马赫 

Malmberg, J. H. 蕊 尔 姆 伯 格 
Matsubara , T. 松原 

Mattis ，D. C. 马 盖 斯 
Maxwell, J. C. 麦克 斯 韦 
Menyhard,，N. 梅 尼 哈 德 
Mills ，R. 米尔 斯 
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Miura，R. M. 缪 拉 
Navier, C. -L. -M. -H. 纳 维 
Nernst，W. F. H. 能 斯 特 
Nyquist，H. 尼 奎 斯 特 
O'Neil, T. M. 奥尼尔 
Ohm，,，G. S. 欧姆 
Onsager，[L. 昂 萨 格 
Oppenheim, 1. 奥 本 海 姆 
Pauli, W. 泡 利 
Peierls，R. E. 派 尔 斯 
Pines, D. 派 因 斯 
Pippard ，A. B. 皮 帕 德 
Planck ，M. 普 溉 克 
Poiseuille, J. 工 . M. 泊 肃 叶 
Poisson ，S. D. 泊 松 
Poynting, J. H. 坡 印 亭 
Prandtl, L.、 洲 朗 特 
Price ，P. J. 普 里 斯 
Reuter，G. E. H. 路 透 
Reynolds ，0. 雷诺 
Righi，A. 里 吉 
Rostoker，N. 罗斯 托 克 
Rutherford ,KEK， 卢 瑟 福 
Schmidt， HH. 施 密 特 
Schottky,，W.、 肖 特 基 
Schrieffer, J. R. 施 里 弗 
Schridinger, 王 、 检 定 请 
Schwabl, F. 施 瓦 布尔 
Senftleben , 森 夫 特 利 本 
Sengers, J. VY. 森 杰 斯 
Sommerfeld ，A. 索 末 菲 
Sondheimer, E. H. 柔 德 海 默 
Sonine , 索 宁 

Stegun, I. A. 斯 特 内 
Stokes ，C. C. 斯 托 克 斯 
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Stiickelberg, EE. C. G. 斯 图 克 尔 伯 格 
Sturrock , P. A. 斯 图 罗 克 
Sussmann ,J. A、 共 斯 曼 
Sykcs，J 萨克斯 

Szépfalusy,，P. 侈 法 卢 什 
Thellung，A. 狄 隆 

Titeica，S. 齐 采 卡 

Tonks，L. 汤 克 斯 

Van Alphen ，P. M. 范 阿 尔 芬 
Waldmann. L. 瓦尔 德 曼 
Weinstock , J. 温 斯 托 克 

Wick ，G. C.、 威 克 

Wiedemann ，G. H. 维 德 曼 
Wiener,，N. 维 纳 

Yvon, J. 伊 傅 

二 俄语 字母 序 
A6prkocog，A. A. 阿布 里 科 索 夫 
As6erp ，M. 中 阿 兹 贝尔 
AHApee8，A. 中 安 德 列 耶 夫 
AHnpees，B. B. 安 德 列 耶 夫 
AgaHacbeB，A. M. 阿 法 纳 斯 耶 夫 
Axue3ep，A. H. 阿 希 泽 尔 
Beraeg，C. T. 别 里 亚 耶 夫 
BEoromo6og ，H，H. 博 戌 留 波 夫 . 
BparnaHckn 益 ，C. H. 布 拉 金 斯 基 
Byakep, T. HH. 布 德 克 尔 
BeneHoB，A. A. 韦 杰 诺 夫 
BennuxoBs，E. I 了 I. 韦 利 霍 夫 
Baacos，A， A. 弗 拉 索 夫 
TaxknH，B. C. 加 和 尔 金 
TaareBd，C.B. 甘 采 维 奇 
TeinukMaH，B. T. 盖 利 克 晕 
TepmmaH,B. H. 盖 尔 希 曼 
TuH36ypr，B. 1. 金 效 堡 
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ToxnbpxnMaH ,MH. HH. 戈 利 德 曼 
TopneeBs, T. B. 艾 尔 捷 耶 夫 
ToppK0B, I. ITI. 成 里 科 夫 
Typegrd，A.， B. 而 你 维 奇 

TypeBrd ，B， 开 . 古 列 维 奇 

TypeBrd， 覆 .3. 古 列 维 奇 
Typxkn，P. H. 古 尔 日 

Jaspin0B，B. H. 达 维 多 夫 

到 3HTOIHIHHCKH 站 ， 珂 ，E. 加 洛 学 斯 基 
3erpmoBHd ， 人 中，B. 泽 利 多 维 奇 
KaraH ,IO. M. 卡 甘 

KaraHoB,，M. HH. 卡 甘 诺 夫 
KanoMmueB8,，B. 5B. 卡 多 姆 采 夫 
KaHep ，3，A. 卡 涅 尔 

Karzuroc，P. 卡 蒂 留 斯 

KemapInI ， 刀 ，B. 山 尔 迪 什 
KmHMOoHTOBHd ，IO.， 开 克利 杜 托 维 奇 
KoraH, M. H. 科 甘 

KoraH, IHI. M. 科 甘 

KoHcraHTHHOB,， OQ. B. 康 斯 坦 丁 诺 夫 
KorenmaoBHtd，A. H. 科比 里 奥 维 奇 
Kocesnd, A. M. 科 谢 维 奇 
KyrmKoBcKH 站 ，A. TIT. 库 里 科 夫 斯 基 
JIaHnay，AIeB Hasnnosnd 期 道 , 列 夫 ， 达 维 多 维 奇 
JInqumn, E.，M. 栗 弗 席 效 
JInqmnun, HH. M. 栗 弗 席 效 
MakcnMoB, 用 [.，A. 马克 西 莫 夫 
IIapnickag，AI[.，B. 帕 里 斯 卡 娅 
IIepezp ，B.， I. 佩 雷 尔 

IIlermxkos，B. II. 彼 什 科 夫 
IITaeBcKH 站 ， 帮 II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
IJokpoBsckH 站 ，B. 1. 波 克 罗 夫 斯 基 
IIlomepanqyk,，H. 9 红 . 波 姆 兰 撕 克 
PaMasalIBHTE ，P，P.， 拉 马 扎 什 维 利 
PoMaHoB,，IO. A. 罗曼 诺 夫 
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PyMep ，IO. B. 鲁 默 尔 
Pyxan3e,，A. A. 和 鲁 哈 泽 
Carnees,，P. 3， 萨 格 捷 耶 夫 
CunnH,，B. I 和 I， 西林 

Cxo60oB，B. T. 斯 科 博 夫 
Cnxe30oB，B. B. 斯 列 佐 夫 
TaMM，H.，E. 塔 姆 

TepeHTbeB, H. M. 捷 连 梯 耶 夫 
DanneeBa，B. H. 法 捷 耶 娃 
atftrH6epr，8 史 565. 费 因 见 格 
qunanmnos,T. 中 . 费 里 波 夫 
dpaamKHH，E，C. 弗 拉 德 金 
DPpuanegnep，O. IT， 弗 里 德 棱 杰 尔 
XamaTHHKoB ，H，M. 了 哈 拉 特 尼 科 夫 
UIy6anukos,，A. B. 舒 布 尼 可 夫 
ITympMaH，A. 下 舒 尔 坚 
3nmrarr6epr，[T，M. 尼 立 希 伯 格 


